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Le  but  qu’on  s’est  proposé,  en  rédigeant 
ces  Eléments,  a été  de  réunir  en  un  assez 
petit  volume , et  surtout  de  démontrer 
avec  exactitude  toutes  les  connaissances 
de  mathématiques  pures  qui  sont  péces-» 
• saires  pour  l’intelligence  des  sciences -phy- 
sico-mathématiques , telles  qu’on  peut  les 
enseigner  dans  les  écoles  publiques.  On 
- s’est  même  permis  quelquefois  d'aller  un 
peu  plus  loin  que  cet  objet  ne  demande , 
afin  que  ceux  qui  n’auroüt  d’autres  vues 
que  d’apprendre  les  éléments,  les  trouvent 
ici  avec  assez  d’étendue.  On  a fait  en  sorte 
de  présenter  dans  le  discours  préliminaire 
l’analyse  de  quelques  idées  abstraites  qui 
sont  le  fondement  de  la  science  que  nous 
traitons,  et  de  justifier  dans  d’autres  en- 
droits les  changements  qu’on  s’est;  per- 
mis de  faire  sur  quelques  points  assez 
importants.  De  telies  discussions  qui  font 
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voir  combien  les  mathématiques  peuvent 
emprunter  d’utiles  secours  de  la  philo- 
sophie, ne  sauraient  être  déplacées  dans 
un  livre  de  l'espèce  de  celui-ci.  Cepen- 
dant, comme  il  est  plus  facile  d’entendre 
les  éléments  d'une  science  que  de  péné- 
trer dans  la  métaphysique , souvent  très- 
profonde  , qui  a présidé  à ses  principes,  il 
nous  paraît  que  , dans  une  première  lec- 
ture, on  peut  omettre,  sans  inconvénient, 
le  discours  préliminaire  en  tout  ou  en 
partie  , pour  ne  s’occuper  que  des  élé- 
ments. On  y reviendra  ensuite  avec  plus 
de  fruit,  et  surtout  avec  plus  d’intérêt, 
parce  qu’on  en  aura  senti  la  nécessité  dans 
plusieurs  endroits  de  l’ouvrage. 

Au  reste , les  développements  plus  ou 
moins  étendus  qu’on  se  proposera  de  don- 
ner, dans  les  écoles  publiques, aux  sciences 
physico-mathématiques  , décident  jusqu’à 
quel  point  les  élèves  devront  être  instruits 
dans  les  mathématiques  pures  , et  font 
qu’un  livre  élémentaire  de  cette  science , 
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qui  leur  est  spécialement  consacré,  ne  peut 
contenir  exactement  les  connaissances  dont 
chacun  a besoin  pour  atteindre  le  but  qu’il 
se  propose.  On  a fait  entrer  dans  celui-ci 
tout  ce  qu’il  peut  être  utile  de  savoir  dans 
les  cours  où  l’on  donnera  le  plus  d’étendue 
à ce  genre  d’enseignement  ; et  dans  ceux 
où  l’on  voudra  le  restreindre , il  sera  tou- 
jours loisible  d’omettre  certains  chapitres 
en  tout  ou  en  partie , ce  qui  se  peut  faire 
sans  que  les  autres  deviennent  plus  diffi- 
ciles à entendre.  A la  vérité , il  nous  pa- 
raît qu’on  ne  peut  rien  retrancher  de 
l’arithmétique  ni  de  la  géométrie  ; mais 
dans  l’algèbre  on  peut  passer  les  chapitres  * 
V et  VII  de  la  seconde  section  ; VII , IX  et 
X de  la  troisième , et  IV,  VI  et  VII  de  la 
quatrième  ; pour  tout  le  reste  , savoir , 
l’abrégé  sur  les  sections  coniques  et  les 
principes  de  calcul  différentiel  et  intégral, 
les  vues  qu’on  aura  en  enseignant  ces  élé- 
ments doivent  uniquement  décider  s’il  faut 
s’en  occuper  ou  non.  Quel  que  soit  le  but 
qu’on  se  propose , on  ne  peut  omettre  le 
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chapitre  servant  d’introduction  au  calcul 
différentiel  , parce  que  là  seulement  se 
trouvent  des  notions  exactes  sur  l’infini, 
et  que  ces  notions  sont  d’un  fréquent 
usage  dans  toutes  les  parties  des  sciences 
mathématiques. 
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PRÉLIMINAIRE. 


O N ne  doit  pas  oublier,  en  lisant  cet  ouvrage  y J(Î6c  <fo§ 
qu’un  livre  élémentaire  sur  une  science  quelconque 
diflère  essentiellement  d’un  traité  complet  sur  la  quTT,"' 
même  matière;  que  chacun  a son  but  particulier ,5'^  ul" 
sa  marche  et  ses  résu^ats  différents.  L’un,  pour 
offrir  un  corps  complet  de  doctrine  , doit  se  livrer 
à tous  les  détails,  épuiser  les  conséquences,  et  ne 
laisser  ignorer  aucune  vérité  connue  sur  l’art  ou 
la  science  qu’il  expose.  L’autre,  au  contraire , uni- 
quement destiné  à poser  les  fondements  plutôt  qu’à 
élever  l’édifice,  se  renferme  dans  les  principes  et 
en  lait  un  sévère  choix  ; il  se  livre  peu  aux  appli- 
cations , et  ne  développe  avec  étendue  que  les 
points  importants , les  vérités  premières  sur  les- 
quelles la  science  entière  repose.  Dans  un  cas,  l’au- 
teur ne  peut  rien  omettre  de  ce  qui  a été  dit  sur  le 
même  sujet  ; dans  l’autre , l’abondance  seule  l’em- 
barrasse il  n’est  occupé  qu’à  choisir  et  à ordonner; 
le  premier  craint  peu  la  prolixité  ; c’est  pour  l’autre 
le  reproche  le  plus  grave , et  communément  le  plus 
juste , parce  qu’il  ne  sait  pas  désister  à la  facilité  de 
faire  üu  gros  volume,  qui  , pour  le  but  qu’il  se 
propose , devient  par  cela  seul  un  mauvais  livre. 

Les  traités  complets  sur' une  partie  quelconque 
des  mathématiques,  ont  toujours  eu,  et  auront  en- 
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core,  un  petit  nombre  de  lecteurs;  mais  depuis  que 
l’étude  de  ces  sciences  est  entrée  dans  le  système 
de  l’éducation  nationale,  et  que  chacun  est  tenu 
d’en  suivre  l’enseignement  dans  les  écoles,  les  li- 
vres élémentaires  sont  devenus  un  objet  de  besoin 
général  pour  l’instruction  publique.  Un  tel  change- 
ment dans  les  premières  études  doit  faire  espéier 
les  plus  hetireux  résultats  pour  le  perfectionnement 
des  arts  èt  les  progrès  des  lumières.  On  se  con- 
vaincra de  plus  en  plus  que  les  sciences  exactes , 
outre  les  connaissances  utiles  qu’elles  procurent, 
sont  un  grand  moyen  d*  développement  pour 
toutes  les  facultés  de  l’esprit  humain  ; qu’on  ne  sau* 
mit  trop  en  occuper  les  jeunes  gens,  à quelque  état 
qu’on  les  destine  ; qu’ils  y trouveront  cette  logique 
pratique  qui  substitue  aux  règles  du  raisonnement 
l’habitude  de  raisonner  juste  , plus  précieuse  que 
toutes  les  règles  ; et , sous  ce  rapport , les  bons  livres 
élémentaires  de  cette  science  sont  une  sorte  tie 
bienfait  public , et  deviendront  de  jour  en  jour 
d’une  utilité  plus  générale  et  plus  sentie. 

. i I *•  . • 

«iMbon!  Quoiqu’on  n’ait  jamais  douté  de  tous  ees  avan- 
l’èmVn-4'  tages  et  d’une  infinité  d’autres  qu’il  est  inutile  de 
rappeler  , comment  se  peut-il  qu’il  nous  manque 
( encore  de  bons  éléments  des  sciences  mathémati- 
«Toîr.  ques , et  qu’au  milieu  d’une  multitude  d ouvrages 
de  ce  genre  , un  géomètre  célèbre  (*)  n’ait  vu 


Ç*)  D’Alembert,  Mélanges  de  Jittératuré , tora.  5 , p.  aoi. 
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qu’une  stérile  abondance  , qui  embarrasse  sans 
enrichir?  Mais  cette  apparente  contiadiction  ne- 
tonnera  personne,  si  l'on  fait  attention  que,  sui-: 
vant  le  plan  different  qu’un  auteur  se  propose,  un 
livre  élémentaire  de  mathématiques  (et  l’on  en 
peut  dire  autant  de  toute  sorte  d’éléments)  est  le 
plus  facile  ou  le  plus  difficile  des  ouvrages  qu’on 
peut  entreprendre.  11  est  le  plus  facile,  si  l’on  n’a 
pour  but  que  de  faire  un  livre,  ou  plutôt  une  com- 
pilation désordonnée  à laquelle  la  mémoire  a plus 
de  part  que  l’intelligence  et  la  réflexion  : il  est  le. 
plus  difficile,  si  l’auteur  ne  veut  écrire  que  d’après 
ses  idées,  s’il  ne  veut  employer  celles  d’autrui  qu’a- 
près  se  les  être  appropriées  par  la  méditation  et 
l’examen,  s’il  veut  allier  la  clarté  avec  la  préci- 
sion , enchaîner  les  vérités  élémentaires,  les  dis- 
poser dans  l’ordre  le  plus  convenable , être  exact 
dans  les  définitions  , sévère  dans  le  raisonnement, 
occuper  l’entendement  sans  fatiguer  la  mémoire, 
ne  dire  que  ce  qu’il  faut,  laisser  deviner  quelque 
chose,  pour  exercer  l’esprit  des  commençants  sans 
le  rebuter  : s’il  veut  encore  remonter  aux  notions 
primitives,  saisir  le  génie  des  inventeurs,  aplanir 
les  difficultés  qu’ils  ont  laissées,  user  à propos  des 
secours  que  la  philosophie  peut  prêter  au  calcul  et 
à la  géométrie  ; c’est  alors  qu’on  sentira  combien 
une  entreprise  de  ce  genre  renferme  de  difficultés, 
et  ce  qu’il  faut  de  talents,  de  méditation  et  de  per- 
sévérance pour  enrichir  de  quelque  idée  neuve  ou 
de  quelque  foi  me  plus  simple  et  plus  facile  un  su- 
jet traité  tant  de  fois,  et  par  des  mains  si  habiles. 
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Une  circonstance  étrangère  à ces  difficultés  a 
concouru  à rendre  les  bons  livres  élémentaiics 
encore  plus  rares  parmi  nous,  c’est  cette  espèce 
d’oubli  auquel  on  a condamné  dans  ces  derniers 
temps  la  géométrie  des  anciens.  En  effet,  serait-il 
possible  qu’après  une  étude  approfondie  d’Euclide, 
la  plupart  des  auteurs,  qui  ont  écrit  sur  le  même 
snjet  que  lui,  manquassent  d’exactitude  dans  les 
définitions,  d’ordre  dans  les  idées,  de  rigueur  dans 
le  raisonnement  ; qu’ils  sacrifiassent  la  vérité  des 
preuves  à la  facilité  des  méthodes  souvent  incer- 
taines, quelquefois  fausses,  ainsi  qu’on  le  leur  a si 
souvent  et  si  justement  reproché?  De  telles  erreurs 
ne  sont  point  compatibles  avec  cette  rectitude  d’i- 
dées, cet  esprit  géométrique,  qu’on  ne  peut  manquer 
d’acquérir  eu  méditant  cet  immortel  ouvrage.  Que 
je  me  féliciterais  de  m’en  être  servi  à propos  dans  les 
endroits  ou  il  m’a  été  permis  d’en  suivre  la  marche 
et  d en  employer  la  doctrine  pour  enrichir  mes 
éléments  de  géométrie  ! Avant  de  parler  de  l’usage 
assez  fréquent  que  j’en  ai  fait,  je  dois  analyser  quel- 
ques idées  générales,  présenter  ici  des  notions  mé- 
taphysiques , qui  sont  le  fondement  de  la  science  , 
et  qui  n’auraient  pu  se  placer  dans  le  corps  de 
l’ouvrage  avec  tous  les  développements  qu’elles 
exigent,  sans  amener  de  trop  longues  et  trop  fré- 
quentes digressions.  Je  tâcherai  en  même  temps 
de  justifier  les  innovations  que  je  me  suis  permises 
dans  quelques  points  aesez  impôt  tants  de  ces  élé- 
ments. 
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I I I. 

Notre  esprit  ne  s’élevant  aux  idées  universelles 
lu’après  avoir  considéré  les  objets  particuliers  ou  qa»n,:»* 

. i . ' . 1 . eng*n«- 

ndividuels,  tordre  deiios  connaissances  fait  voir  «-«t. 

:jue  la  notion  de  la  quantité  en  général  suppose 
iéja  celle  de  plusieurs  quantités  particulières  ou 
ndividuelles.ür,  pour  savoir  comment  se  forme  en 
tous  cette  dernière  notion,  il  suffit  d’observer  que 
iarmi  les  êtres  divers  qui  se  présentent  à notre  es- 
prit, plusieurs  sont  tels  qu’on  en  peut  toujours  ima- 
giner dans  la  même  espèce,  et  de  plus  grands  et  de 
dus  petits  qu’eux.  C’est  ainsi  que  nous  nous  repré- 
entons une  étendue  déterminée  quelconque,  par 
■xemple,  une  ligne  d’ut»  mètre  de  longueur,  une 
lurée  fixe,  comme  une  heure,  un  mouvement, 
me  masse , etc. , de  façon  que  quelque  grands 
>u  petits  que  ces  êtres  soient  en  eux -mêmes', 
mus  en  pouvons  concevoir,  et  de  plus  grarids  et  de 
dus  petits  encore,  sans  que  rien  borne  notre*ima- 
pnation  à cet  égard.  C’est  là  ce  qu’on  entend  quand 
>n  dit  de  ces  êtres  qu’ilssont  susceptibles  d’augmen- 
ation  et  de  diminution  sans  fin;  et  en  les  considé- 
ant  sous  ce  rapport,  on  les  appelle  des  quantités . 

Tant  que  cette  notion  de  la  quantité  s’applique 
i des  objets  déterminés,  comme  à une  étendue,  à 
me  durée,  à une  vitesse,  etc.  elle  se  présente  à ..  . 
îous  avec  les  attributs  ou  qualités  inhérentes  à la 
lalure  de  ces  êtres,  et  alors  nous  l’appelons  quan- 
i/é  concrète.  Mais  si , laissant  à part  tous  les  carac- 
ères  particuliers  à chaqye  espèce  de  quantité,  oa 
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ne  considère  dans  ces  êtres  divers  que  l’aptitude 
qu’ils  ont  tous  à devenir  plus  grands  ou  plus  petits, 
alors  on  se  l'orme  l’idée  de  la  quantité  abstraite^*') 
ou  séparée  de  toutes  ses  qualités,  et  considérée  sous 
le  point  de  vue  le  plus  général.  Par  là  on  voit  que 
l’idée  de  la  quantité  abstraite  représente  un  objet 
simple  et  toujours  le  même;  tandis  que  les  quantités 
concrètes  s’offient  à l’esprit  comme  des  êtres  diffë- 
rents,  quelquefois  même  opposés  entre  eux  par  les 
qualités  qui  les  accompagnent.  Ces  deux  sortes  de 
quantités  sont  l’objet  général  de  la  science  mathé- 
matique, qui  prend  les  noms  d’ Arithmétique,  de 
Géométrie  , de  Mécanique , d’ Astronomie , etc.  sui- 
vant l’espèce  de  quantités  dont  elle  s’occupe , et  les 
points  de  vue  differents  sous  lesquels  elle  les  envi- 
sage. Les  rapports  de  ces  mêmes  quantités , ou  les  ré- 
sullalsdes  comparaisons  que  notie  esprit  établit  dé 
l’une  à l’autre,  et  qui  peuvent  varier  à l’infini , sont 
ce  qu’on  appelle  les  propriétés  de  la  quantité , et 
forment  tout  l’ensemble  des  vérités  que  les  sciences 
mathématiques  enseignent. 

IV. 

iir?,"ho-  L’idée  que  nous  venons  de  donner  des  quantités 
mos*; , concrètes  en  particulier  doit  faire  conclure  qu’il  y 
i^rngè.  en  a,  dans  ce  genre,  et  d 'homogènes  et  d'hétérogènes 

( * ) Ce  mot  vient  du  terme  latin  abstrahere , qui  veut  dire 
séparer,  diviser;  ainsi  que  concret  vient  ou  de  concrescere  , 
s’assembler,  se  réunir  en  un  seul,  ou  de  concernent , voir 
ensemble. 
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entre  elles  , ou  bien  que  certaines  peuvent  être 
conçues,  si  on  les  compare  ensemble  , sous  le  rap- 
port de  tont  et  de  partie,  et  que  d’autres  ne  le 
peuvent  pas.  Pour  se  former  une  notion  exacte  de 
cette  différence,  on  dira,  d’après  Euclide,  que 
deux  quantités  sont  homogènes  lorsque  l’une  ajou- 
tée un  certain  nombre  de  fois  à elle-même,  peut  / 
surpasser  l’autre , et  qu’elles  sont  hétérogènes  quand 
cet  excès  de  l’une  sur  l’autre  ne  peut  jamais  avoir 
lieu.  Ainsi  une  durée  et  une  étendue,  une  ligne  et 
une  surface,  sont  des. quantités  hétérogènes  entre 
elles,  parce  que  l’une  ajoutée  à elle-même  ne  peut 
jamais  produire  l’autre.  Or,  une  somme  de  plusieurs 
quantités  n’étant  autre  chose  qu’une  autre  quantité 
résultant  de  celles-là,  comme  un  tout  résulte  de 
scs  parties  ; de  même  une  différence  de  deux  quan- 
tités supposant  toujours  une  espèce  de  superposi- 
tion ou  de  mesure  de  l’une  par  l’autre,  il  s’ensuit 
qu’on  ne  peut,  ni  réduire  en  une  somme  desquan- 
tités hétérogènes,  ni  concevoir  entre  elles  une  dif- 
férence de  grandeur  quelconque. 

y. 

Mais  quelle  que  soit  une  quantité, on  ne  saurait  touw 
se  la  représenter  sans  concevoir  en  même  temps  des 
îimites  qui  la  terminent.  En  effet,  la  notion  de  la  ‘ont’;*™ 
quantité  suppose  une  aptitude  à recevoir  des  aug- 
mentations  quelconques.  Or,  ces  augmentations  ne  Parti«- 
pouvant  avoir  lieu  sans  imaginer  que  là  où  se  ter- 
mine une  quantité,  il  en  commence  une  autre  qui  va 
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se  terminer  plus  loin;  il  s’ensuit  que  la  notion  de 
limites  fixes  entre  nécessairement  dans  l’idée  de  la 
quantité.  Celle  d’une  multitude  (le  parties  en  est 
aussi  un  attribut  essentiel;  car  toute  quantité  étant, 
par  son  essence,  un  être  composé,  elle  renferme 
nécessairement  plusieurs  autres  êtres  de  même  na- 
ture qu’elle,  et  n’est  autre  chose  que  tous  ceux-là 
pris  ensemble.  Or,  si  A est  la  même  chose  que  B, 
C,  D,  pris  ensemble,  A sera  dit  un  tout  et  B,  C,  D, 
en  seront  les  parties.  Ainsi  la  notion  d’une  multi- 
tude de  parties  est  encore  inséparable  de  l’idée  de  la 
quantité, 

V I. 

Notion  Ce  serait  une  manifeste  contradiction  de  dire  que 
ti  ot^du  1 idée  d’un  être  déterminé  ,quel  qu’il  soit,  est  aussi 
celle  d’une  multitude  d’êtres  ou  semblables  à lui 
ou  différents  de  lui,  puisqu’alors  cette  idée  serait 
et  ne  serait  pas  en  même  temps  la  notion  qui  repré- 
sente l’être  particulier  dont  il  est  question.  Ür,  pour 
exprimer  que  la  notion  qu’on  se  forme  d’un  être 
quelconque,  ne  saurait  être  celle  d’une  multitude 
d’autres,  nous  disons  de  celui-là  qu’il  est  un.  Ainsi 
chaque  objet  de  notre  pensée  est  un,  et  ne  saurait 
être  conçu  autrement  sans  la  plus  manifeste  contra- 
diction. Lorsque  notre  esprit  veut  se  représenter  à la 
lois,  et  l’attribut  d’être  un,  et  le  sujet  où  cet  at- 
tribut réside,  nous  employons  le  ternie  adjectif  un, 
qui,  ainsi  que  tous  les  autres  adjectifs,  désigne  à la 
fois,  et  la  qualité  dont  on  parle,  et  le  sujet  auquel 
on  l’attribue.  Mais  si  nous  voulons  raisonner  sur 
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cette  qualité , abstraction  faite  du  sujet,  nous  la  con- 
sidérons seule  comme  un  être  indépendant  et  subs- 
tantiel, et  nous  la  désignons  par  le  nom  substantif 
A' unité.  Que  do'it-ondonc  entendre  par  unité,  en  pre- 
nant ce  mot  dans  un  sens  exact  et  rigoureux?  On 
doit  entendre,  ainsi  que  l’a  dit  Euclide(*),  la  notio 9 
abstraite  de  ce  qui  fait  qu'un  être  quelconque  est 
dit.  un.  Si  notre  esprit  se  représente  la  réunion  de 
plusieurs  unités  sans  en  fixer  ni  le  nombre  ni  la 
valeur  de  chacune,  il  se  forme  la  notion  abstraitede 
multitude j et  s’il  donne  des  limites  à celte  multi- 
tude, et  qu’en  outre,  la  même  notion  lui  représente 
chacune  des  unités  qui  la  composent,  il  se  formera 
l’idée  du  nombre.  Qu’est-ce  donc  qu’un  nombre? 

Ce  n’est  autre  chose  qu'une  multitude  limitée  (T u- 
nités  semblables  ou  considérées  comme  sembla- 
bles. D’où  l’on  voit  qu’on  ne  peut  se  représen- 
ter un  nombre  infini } c’est-à-dire, un  nombre  sans 
limites,  parce  que  une  telle  notion  renfermant  deux 
idées  contradictoires  est  absurde  ou  impossible.  Il 
n’en  est  pas  de  même  d’un  nombre  indéfini  ou  in- 
déterminé ; car  ces  dénominations  font  assez  en- 
tendre qucxcelui-ci  a réellement  des  limites , et  qu’il 
n’est  dit  indéfini  que  parce  qu’on  ignore  où  elles  • 
sont,  quoiqu’on  sache  qu’elles  existeut. 

VII. 

De  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la  nature  des 
nombres , on  en  déduira  plusieurs  conséquences  Yu’ir/nT 

*"*  ” ■ 11 1 • 1 ■ de  celfa 

( *)  U nttus  est,  sccumtum  quant  unlimqucdquc  coi‘u m quœ 

su  ut , unum  dicilur.  Eue).  J.  7,  de  F.  t. 
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importantes;  la  première,  qu’une  quantité  quel- 
conque peut  être  conçue  comme  un  nombre,  puis- 
que pouvant  être  divisée  en  une  multitude  déter- 
minée de  parties  égales,  rien  n’empêche  de  prendre 
une  de  res  parties  pour  unité;  et  alors  cette  quan- 
tité, qui  en  est  l’assemblage , devient  un  nombre.  La 
seconde  , que  les  nombres  sont  ou  abstraits  ou 
concicrs  (*),  suivant  que  leur  unité  est  elle-même 
ou  abstraite  ou  concrète.  La  troisième,  que  l’unité 
concrète  étant  la  seule  qu’on  conçoive  revêtue  de 
certaines  qualités,  il  n’y  a que  les  nombres  concrets 
qui,  par  les  attributs  différents  de  leur  unité,  puis- 
sent former  des  nombres,  ou  hétérogènes,  ou  op- 
posés entre  eux , quoique  ayant  une  unité  de  même 
valeur,  mais  non  de  même  espèce. 

VIII. 

^Won  En  observant  lanaturededifferentesquantitésqui 
qnamiii  se  présentent  à notre  esprit , on  voit  aisément  qu’il 
*i  dr  ja  entre  dans  la  notion  que  nous  nous  formons  de  quel- 
ques-unes  d’entre  elles,  d’avoir  leurs  diverses  par- 
ties liées  lesunes  aux  autres  sans  interruption  ; c’est- 
à-dire,  sans  aucun  intervalle  où  la  quantité  manque 
dans  le  passage  d’une  partie  à la  partie  suivante  : 
c’est  ainsi  que  nous  concevons  les  diverses  parties  qui 
composent  une  étendue  quelconque,  ou  bien  un 


(*)  Wolf  et  le  Dictionnaire  de  l’Académie  les  appellent 
nombres  nombranls  et  nombres  nombres  ; mais  nous  préfé- 
rons les  termes  scolastiques  A'abstrait  et  de  concret , parce 
qu’ils  nous  paraissent  avoir  une  étymologie  plus  claire. 
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mouvement,  une  durée, etc.  Or.toutesles  quantités 
qu’on  peut  se  représenter  sous  ce  nouveau  rapport, 
sont  appelées,  avec  raison,  quantités  continues;  et, 
au  contraire,  on  appelle  discrètes  (*)  toutes  celles 
où  l’on  conçoit  les  parties  séparées,  ou  plutôt  celles 
où  notre  esprit  conçoit  seulement  une  multitude  de  * 
parties,  faisant  abstraction  de  ce  qui  peut  les  unir 
les  unes  aux  autrès.  Ainsi  les  nombres  sont  des 
quantités  discrètes,  parce  que,  pour  les  concevoir, 
il  suffit  d’imaginer  une  multitude  de  parties , sans 
penser  à leur  coutinuité.  Mais  une  ligne , une  sur- 
face sont  des  quantités  continues,  puisqu’on  n’y 
peut  imaginer  des  parties,  sans  concevoir  que  la 
limite  de  l’une  se  confond  avec  celle  de  sa  voisine, 
et  qu’ainsi  l’on  passe  sans  interruption  d’une  partie 
à la  partie  suivante.  Ces  deux  espèces  de  quantités, 
savoir  la  discrète  et  la  continue , font  ensemble 
l’objet  général  des  sciences  mathématiques.  Mais 
comme  pour  concevoir  Ja  quantité  discrète,  il  suf- 
fit de  se  représenter  seulement  une  multitude  de 
parties,  ce  qui  se  peut  trouver  dans  toute  sorte  de 
quantités,  il  s’ensuit  que  la  notion  de  la  quantité 
discrète  est  plus  simple  et  plus  étendue  que  celle 
de  la  quantité  continue;  et  qu’aiusi  l’arithmétique 
qui  traite  de  cette  sorte  de  quantité  , outre  qu’elle 
est  la  plus  utile  de  toutes  nos  connaissances,  de- 
vient , par  la  nature  de  son  objet,  et  d’après  l’ordre 
de  nos  idées,  la  première  dont  on  doit  s’occuper 
dans  l’étude  des  sciences  mathématiques. 

( * ) Ce  mot  vient  de  discerticre , séparer;  ainsi  que  continu 
vient  de  continuttri)  durer  sans  interruption. 
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1 X. 

L’arithmétique  est  définie  avec  raison,  la  science 
des  nombres,  parce  que  son  but  est  d’en  faire  con- 
naître les  diverses  propriétés.  Rien  ne  serait  plus  long 
et  plus  difficile  que  cette  science,  si  l’on  n’eût  sim- 
plifié les  expressions  des  divers  nombres,  en  n’em- 
ployant pour  les  représenter  que  peu  de  caractères 
combinés  d’une  manière  simple  et  facile  à retenir. 
Nous  ne  cherchons  pas  ici  combien  la  convention 
reçue  de  n’employer  que  dix  de  ces  caractères  et 
de  leur  donner  deux  sortes  de  valeurs , l’une  abso~ 
lue,  qui  tient  à leur  forme  et  leur  fait  toujours  dé- 
signer le  même  nombre  d’unités;  l’autre  relative , 
qui  dépend  de  la  place  qu’ils  occupent  dans  la  même 
expression  numérique , et  donne  à ces  unités  une 
valeur  croissante  en  progression  décuple  en  allant 
de  droite  à gauche;  nous  ne  cherchons  pas,  dis-je, 
Combien  une  telle  hypothèse  a d’inconvénients  ou 
d’avantages,  relativement  à toute  autre  également 
•possible.  Mais  ce  qu’il  nous  importe  d’observer, 
c’est  qu’un  système  de  numération,  quel  qu’il  soit, 
introduit  dans  l’arithmétique  des  propriétés  des 
nombres,  purement  hypothétiques  ou  relatives  à ce 
système;  tandis  que  d’autres,  tenant  à la  nature 
même  de  la  quantité  discrète,  sont  absolues , indé- 
pendantes du  système  reçu,  et  seraient  les  mêmes 
dans  toutes  les  numérations  possibles.Celles-ci  appar- 
tiennent proprement  à l’arithmétique  universelle, 
qui  s’étend  sur  tous  les  nombres  et  sur  tous  les  sys- 
tèmes de  numération  imaginables.  Avant  de  parler 
de  cette  sorte  d’arithmétique,  lâchons  de  dévclop- 
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per  un  point  important  de  la  science  du  calcul,  c’cst 
Ja  notion  des  nombres  opposés. 

X. 

Pour  parvenir  à cette  notion , il  faut  observer  que  N«iio« 

k.  , x , « def  nom  • 

s quantités  concrètes , et  par  conséquent  les  nom-  im  rp- 
bres  concrets  qui  les  représentent,  offrant  toujours 
à notre  esprit  des  êtres  revêtus  de  certaines  qua- 
lités ou  déterminations  particulières,  il  peut  arriver 
que  dans  les  divers  nombres  de  cette  espèce,  ces  , 
déterminations  soient  contraires  les  unes  aux  au- 
tres, et  qu’il  faille  avoir  égard  à cette  opposition, 
comme  à une  condition  qui,  modifiant  la  question 
proposée,  doit  nécessairement  influer  dans  le  résul- 
tat. En  effet,  si  quelqu’un  demande,  quel  sera  le 
mouvement  du  corps  A,  poussé  d’un  côté  par  une 
force  comme  8,  et  du  côté  opposé  par  une  force 
comme  12,  la  réponse  ne  saurait  être  juste,  sans 
avoir  égard  à l’opposition  des  forces,  comme  à une 
condition  tellement  essentielle  à la  question  propo- 
sée, que  si  elle  était  ôtée,  ou  changée,  ou  modi- 
fiée d’une  manière  quelconque,  la  réponse  devrait 
être  toute  differente  de  ce  qu’elle  sera  dans  cette  hj*- 
pothèse  : il  en  serait  de  meme  pour  un  grand  nom- 
bre de  cas  semblables  à celui-ci.  Il  faut  donc  alors 
tenir  compte  de  cette  condition,  en  l’exprimant 
arithmétiquement;  c’est-ù  dire,  en  faisant  sur  les 
nombres  8 et  12  qui  représentent  ces  forces,  les 
mêmes  opérations  ou  changements  que  l’oppo- 
sition produit  en  elles  quand  on  les  ajoute  en- 
semble. Or  , l’expérience  nous  apprend  qu’alors 
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la  plus  petite  se  réduit  à zéro,  et  que  la  plus 
grande  ne  conserve  que  son  excès  sur  la  première , 
ou  bien  que  de  ces  deux  forces  réunies  en  une  seule, 
il  n’en  reste  que  la  dilFérence.  II  faudra  donc,  pour 
avoir  le  résultat  de  cette  réun  ion  ou  bien  de  V addition 
de  ces  forces  opposées , soustraire  le  nombre  8 du 
nombre  12, en  écrivant  12  — 8,  afin  que  la  formule 
arithmétique  exprime  juste  ce  qu’elle  doit  exprimer. 
Un  voitdonc  qu’ici  on  ne  peut  obtenir  le  vrai  résultat 
de  l’addition  des  forces  opposées,  que  par  la  soustrac- 
tion des  nombres  qui  les  représentent.  C’est  là  ce 
qu’on  a entendu  quand  on  dit  ( arith . n.°  41)  que  la 
propriété  essentielle  des  nombres  opposés , est  que 
l’addition  de  l’un  diminue  Vautre , ou  bien  que 
leur  addition  se  change  en  soustraction  j et  de  là 
il  s’ensuit  que  la  soustraction  doit  se  faire  par  une 
addition  ; premièrement , parce  qu’elle  est  une 
opération  contraire  à l’additionjsecondement,  parce 
que  la  soustraction  étant  toujours  une  décomposi- 
tion, soustraire  la  force  8 delà  force  opposée  12, 
c’est  décomposer  celle-ci  en  deux  forces  opposées 
dont  elle  est  la  somme,  et  dont  l’une  est  8.  Il  faut 
4onc  que  celle  qu’on  cherche  soit  20;  puisque, 
d’après  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  l’addition , 

11  n’^y  a qu’une  force  comme  20,  qui , ajoutée  à une 
force  opposée  8,  puisse  donner  12.  Un  aurait  donc 
eu  le  vrai  résultat  de  cette  soustraction,  en  ajou- 
tant la  force  8 à la  force  12  de  cette  manière, 

12  + 8;  d’où  il  faut  conclure  qu’entre  ces  quantités, 
la  soustraction  se  fait  par  l’addition  des  nombres 
qui  les  représentent.  Ce  que  nous  venons  de  dire 


Digitized  by  Google 


XV 


PRÉLIMINAIRE. 

ici  de  deux  nombres  qui  expriment  des  forces  op- 
posées , peut  se  dire  et  se  prouver  de  même  de  deux 
autres  nombres  qui  exprimeraient  des  quantités  op- 
posées entre  el  les  d’une  manière  quelconque  ; c’est  à- 
d ire,  ou  bien  par  leurs  effets  contraires,  comme  sont 
lesdettes  et  les  biens  réels  ; ou  bien  par  leur  significa- 
tion, comme  sont  les  exposants  d’une  même  quantité 
quand  ils  désignent  les  opérations  contraires  de  mul- 
tiplication ou  de  division;  ou  bien  par  leur  situation, 
comme  ceux  qui  expriment  les  valeurs  de  deux  lignes 
droites  situées  en  sens  contraires  par  rapport  à un 
plan.,  à une  autre  ligne  ou  bien  à un  point  fixe  quel 
qu’il  soit.  De  façon  que,  d’après  la  nature  des  nom- 
bres opposés,  on  peut  dire, en  général , que  leur«</- 
dition  doit  se  changer  en  soustraction , et  leur  sous- 
traction en  addition.  C’est  donc  avec  fondement  que 
cette  propriété  a été  prise  pour  l’attribut  essentiel 
de  ces  nombres,  et  d’après  lequel  on  a dfci  pouvoir 
les  définir.  Cette  définition  a paru  pour  la  première 
fois  dans  ces  éléments,  et  toute  simple  qu’elle  est, 
elle  forme  une  notion  importante  dans  la  théorie  des 
nombres,  sans  laquelle  on  ne  saurait  se  faire  d’idée 
exacte  sur  plusieurs  opérations  qu’on  leur  fait  subir. 

XI.  \ • 

Ici  se  présentent  des  conséquences  essentielles  à 
déduire  de  cette  manière  de  définir  les  nombresop- 
posés.  La  première,  que  les  qualités  ou  détermina- 
tions contraires  dans  les  quantités  nombrées  étant  la 
seule  cause  de  leur  opposition,  il  n’_y  a que  les  nom- 
bres concrets  qui  puissent  être  opposés.  La  seconde. 


Conné* 
qucncos 
qui  s’en- 
suiveur 
de  cette 
notion. 
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que  ics  nombres  opposés,  quoique  hétérogènes  entre 
eux  (IV)  ne  diffèrent  cependant  que  par  la  seule 
qualité  ou  détermination  qui.  les  rend  opposés,  et 
qu’ainsi,  abstraction  faite  de  cette  qualité,  ces  nom- 
bres deviennent  homogènes  ou  propres  à s’augmen- 
ter les  uns  les  autres.  C’est  pour  cela  qu’une  ligne  et 
une  surface,  un  mouvement  et  une  étendue,  quoique 
dirigés  en  sens  contraires  par  rapport  à un  point  fixe, 
ne  sau  raient  donner  naissance  à des  nom  bres  opposés 
parce  qu’abstraction  faite  de  leui  situation  contraire, 
ces  quantités  sont  encore  hétérogènes  entre  elles.  La 
troisième  conséquence  est  que  les  nombres  opposés 
désignent  les  uns  et  les  autres  de  vraies  quantités, 
puisque  ne  différant  entre  eux  que  par  la  seule  qua- 
lité contraire  qui  fait  leur  opposition,  ils  peuvent* 
chacun  dans  leur  espèce , être  augmentés  et  dimi- 
nués à volonté.  Ainsi  quand  on  a dit  que  les  nom- 
bres néga#fssont  plus  petits  que  zéro,  ou  bien  l’on 
a avancé  une  erreur,  puisque. zéro  étant  la  limite 
de  tous  les  décroissements  possibles  d’une  quantité , 
on  n’en  peut  concevoir  de  plus  petite  que  celle  qui 
est  parvenue  à ce  terme;  ou  bien  on  s’est  servi  d’une 
expression  impropre  pour  désigner  une  vérité.  Car 
si  l’on  entendait  par  là  que,  relativement  à un  nom- 
bre positif,  on  en  est  plus  éloigné  avec  le  négatif 
qu’avec  zéro,  on  aurait  raison  de  dire  que  le  nombre 
négatifest  plus  petitque  zéro;  mais  comme  la  même 
chose  a lieu  pour  un  nombre  positif  relativement  à 
un  négatif,  on  pourrait  dire  également  que  le  posi- 
tif est  plus  petit  que  zéro;  et  par  conséquent  cette 
manière  de  défiuir  un  nombre  négatif,  ne  serait  pas 

exacte. 
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exacte,  parce  quelle  pourrait  convenir  à toute  autre 
chose. 

X I I. 

Ici  se  présente  naturellement  une  objection  con-  .omet- 
tre la  manière  dont  nous  avons  défini  les  nombi  CS  *r<*Udé- 
opposés.  Car,  dira-t-on,  puisque  ces  nombres  re-  JLVnom- 
présentent  toujours  des  quantités  hétérogènes,  com-  po.a?* 
ment  pourront-ils  être  ajoutés  ensemble  ou  sous- 
traits les  uns  des  autres , ainsi  qu’on  le  suppose  dans 
la  définition?  Mais  cette  difficulté  a déjà  été  résolue 
par  Wolf.  D’après  cet  auteur,  l’addition  de  deux 
nombres  opposés  n’étant  qu’une  soustraction  faite 
sur  le  plus  grand  d’autant  d’unités  qu’il  s’en  trouve 
dans  le  plus  petit,  et  la  soustraction , au  contraire , 
étant  une  augmentation  faite  dans  un  nombre  d’au- 
tant d’unités  qu’il  s’en  trouve  dans  l’autre , de  pareils 
changements  sont  toujours  possibles,  pourvu  que  ces 
nombres  ayent  la  même  unité  quant  à sa  valeur,  bien 
qu’elle  soit  différente  quant  aux  attributs;et  l’espèce 
d’hétérogénéité  qui  se  trouvedans  les  quantités  oppo- 
sées, exige  même  que  ces  changements  soient  faits 
de  celte  manière.  * 

XIII. 

Les  nombres  opposés  étant  admis  dans  le  calcul,  A Pr°- 
on  a cherché  les  moyens  de  leur  faire  subir  toutes  p;ri>7,"a 
les  opérations  qui  se  pratiquent  sur  les  purs  nom- 
bres  abstraits.  Les  règles  de  l’addition  et  de  la  sous-  iipi;”ou 
traction  ont  dû  se  présenter  aisément,  parce  quel  les  ?«'* 
sont  fondées  sur  la  nature  même  de  ces  nombres;"^,",* 
mais  la  multiplication  ou  la  division  des  uns  par  les^r","* 
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autres  ont  dû  paraître  impossibles.  Car,  pour  ne 
parler  que  de  la  première  de  ees  opérations,  on  sait 
que,  par  sa  nature,  elle  exige  pour  multiplicateur  un 
nombre  abstrait.  Comment  donc  sera-t-elle  prati- 
cable entre  deux  nombres  concrets,  tels  que  sont 
toujours  les  nombres  opposés?  D’ailleurs,  il  faut 
que,  dans  tous  les  cas,  le  produit  soit  au  multipli- 
cande, comme  le  multiplicateur  est  à l’unité.  Or,  si 
le  produit  n’est  pas  de  la  même  espèce  que  le  mul- 
tiplicande, comme  il  arrive  souvent  en  multipliant 
les  nombres  opposés  les  uns  par  les  autres,  com- 
ment comparer  ensemble  ces  deux  nombres  pour 
établir  entre  eux  une  analogie  aussi  essentielle  à l’o- 
pération? Une  telle  comparaison  serait  absolument 
impossible,  et  par  conséquent  il  n’est  pas  plus  per- 
mis, à proprement  parler,  de  multiplier  deux  nom- 
bres opposés  l’un  par  l’autre,  que  de  multiplier  un 
espace  par  un  temps,  une  ligne  par  une  ligne,  ou 
un  mouvement  par  une  masse. 

x i v. 


On  ex- 
plique 
(Uns 

quoi 
tons  ces 
opéra- 
tions 
sent  pos- 
sibles. 
Raison 
,1e  U rè- 
gle des 
signes 
clans  la 
multipli- 
cation. 


Dans  quel  sens  faut-il  donc  considérer  la  multi- 
plication de  noiubres  opposés,  afin  de  la  concevoir 
possible?  C’est  en  faisant  abstraction  du  signe  du 
multiplicateur,  et  considérant  ce  facteur  comme 
un  pur  nombre  abstrait.  Ainsi  pour  pouvoir  multi- 
plier 4 — y/ 3 par  •+•  2,  il  faudra  d’abord  négliger 
le  signe  du  multiplicateur,  et  prendre  deux  fois  la 
quantité4 — j/3,ce qui  s’indiquera  ainsi:a(4 — y/3), 
et  s’énoncera  en  disant  : 4 — y/  3 pris  deux  fois, 
qui  donne  8 — y/  1%.  Ce  sera  là  le  vrai  produit. 
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d’après  lequel  on  formera  l’analogie  qui  naît  de  la 
nature  de  la  multiplication.  Mais  ce  produit  ayant 
des  signes,  et  pouvant  toujours  être  écrit  à la  suite 
d’un, terme  quelconque  A,  qui  entre  ou  qui  peut 
être  supposé  entrer  dans  la  même  formule  numé- 
rique , quelque  chose  doit  indiquer  s’il  faut  l’ajouter 
à ce  terme  ou  s’il  faut  l’en  soustraire.  Qr,  cette  in- 
dication ne  peut  être  donnée  que  par  le  signe  qui 
sera  en  tête  de  l’expression  même  , ou  bien  qui  pré- 
cédera le  multiplicateur  dans  2(4 — i/3).  L’on 
écrira  donc  alors  A — 2(4 — */ 3),  et  cela  désigne- 
ra que  du  terme  A il  faut  soustraire  la  quantité 
4 — |/  3 , prise  deux  fois , ou  bien  8 — |/ 1 2 , ce  qui 
donnera  , d’après  les  règles  de  la  soustraction  , 

A — 8 + 1/  12.  Si  le  multiplicateur  eût  été  positif, 
on  aurait  eu  A +8  — |/  1 2 , parce  qu’il  aurait  fallu 
ajouter  le  vrai  produit , savoir  8 — 12 , au  terme 

A , ainsi  que  l’aurait  indiqué  le  signe  -f  du  multi- 
plicateur mis  en  tête  de  cette  expression.  On  voit 
donc  que  la  valeur  du  multiplicateur  désigne  com- 
bien de  fois  il  faut  prendre  le  multiplicande  pour 
former  le  produit,  et  que  le  signe  qui  le  précède, 
indique  laquelle  des  deux  opérations  ou  d’addition 
ou  de  soustraction  on  doit  faire  subir  à ce  produit. 
De  façon  que  quand  on  dit  que  le  produit  de  deux 
nombres  négatifs  est  positif,  par  exemple , que 
celui  de  — 6 par  — 3 est  + 18 , ce  n’est  là  qu’une  < 
manière  abrégée  de  désigner  à la  fois  et  le  vrai  pro- 
duit de  — 6 par  le  nombre  abstrait  3 , lequel  est 
— 18,  et  la  soustraction  de  ce  produit  d’un  terme 
quelconque  A,  qui  le  précède  ou  qui  peut  être  sup- 
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posé  le  précéder , sans  que  1 ien  soit  changé  dans 
cette  expression.  C’est  ainsi  qu’on  trouve  quelque- 
fois, en  mathématiques,  des  énoncés  qui , pris  dans 
le  sens  littéral,  seraient  absurdes,  mais  qu’on.con- 
serve  cependant,  parce  que  bien  entendus  et  pris 
dans  le  sens  des  inventeurs , ils  expriment , avec  pré- 
cision , un  précepte  que  la  mémoire  retient  faci- 
lement. 

La  manière  dont  nous  venons  d’expliquer  la  mul- 
tiplication des  nombres  opposés,  fait  disparaître, 
dans  la  prétendue  multiplication  des  signes  (comme 
si  réellement  on  multipliait  des  signes) , toutes  ces 
obscurités  qui  ont  engagé  tant  de  géomètres  à cher- 
cher la  raison  métaphysique  de  cette  opération.  Ils 
auraient  dû  chercher  plutôt  si  l’opération  en  elle- 
même  était  possible,  et  alors,  en  expliquant  en  quel 
sens  elle  l’est,  la  démonstration  de  la  règle  se  serait 
présentée  d’elle-même.  Mais  au  lieu  de  suivre  cette 
marche  simple,  la  plupart  ont  voulu  prouver  la  vé- 
rité de  la  règle  par  l’exactitude  des  résultats;  comme 
si,  en  mathématiques,  un  résultat  exact  dispensait 
de  démontrer  la  règle  et  d’en  faire  disparaître  l'obs- 
curité ou  plutôt  l’absurditéapparenteque  son  énoncé 
peut  présenter. 

X V. 

Les  difficultés  que  nous  venons  de  trouver  dans 
la  multiplication  des  nombres  opposés, se  présent 
tent  dans  la  division  de  ces  mêmes  nombres,  et  on 
suivra,  pour  les  résoudre,  une  marche  toute  sem- 
blable; mais  avant  d’en  venir  là,  tâchons  de  fixer 
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avec  justesse  l’idée  qu’on  doit  se  former  de  la  divi- 
sion. D’après  la  définition  ordinaire,  c’est  une  opé- 
ra! ion  par  laquelle  on  cherche  combien  de  fois  un 
nombre  est  contenu  dans  un  autre.  Nous  avons  cru 
plus  exact  de  la  définir  en  disant,  que  c'est  une 
opération  par  laquelle  on  décompose  un  nombre 
en  un  nombre  donné  de  parties  égales  , et  on  déter- 
mine la  valeur  de  chacune.  Ce  point  des  éléments 
tient  à des  questions  importantes,  et  il  n’est  nulle- 
ment indifférent  d’adopter  l’une  ou  l’autre  de  ces 
deux  manières  de  définir  la  division.  Voici  les  incon- 
-yénients  qu’entraîne  la  première. 

Et  d’abord , en  disant  que  par  la  division  on  cher- 
che combien  de  fois  une  quantité  est  contenue  dans 
une  autre , on  doit  nécessairement  confondre  les 
raisons  avec  les  fractions , comme  on  le  fait  commu- 
nément. Ainsi  puisque  la- fraction  suivante™  vaut  la 
somme  de  ces  deux-ci—,  J,  il  faut  aussi  que  la  raison 
de  i5  à 4 vaille  la  somme  des  raisons  de  12  à 4 et 
de  3 à 4.  Or,  d’après  tous  les  géomètres  qui  ont  en- 
seigné à additionner  les  raisons,  et  d’après  la  dé- 
monstration que  nous  en  avons  donnée  (alg.  art. 
219),  la  somme  de  ces  deux  raisons  est  la  raison  de 
9 : 4 , et  non  pas  celle  de  i5  : 4.  C’est  là  une  pre- 
mière erreur  qui  s’ensuit  de  la  définition  ordinaire. 

D’après  cette  même  définition,  il  faut  que  dans 
toute  division  le  quotiént  soit  un  nombre  abstrait, 
puisqu’il  indique  combien  de  fois  le  diviseur  est  con- 
tenu dans  le  dividende  ; et,  comme  une  fraction  re- 
présente le  quotient  du  numérateur  divisé  par  le 
dénominateur , il  faudra  aussi  que  toute  fraction  soii 
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nombre  abstrait,  ce  qui  n’est  pas  moins  absurde  que 
si  l’on  disait  que  tout  nombre  entier  est  nécessaire- 
ment nombre  abstrait. 

Veut-on , au  contraire,  qu’une  fraction  puisse  être 
un  nombre  concret?  Alors  un  reste  de  division  ne 
pourra  point , dans  tous  les  cas , être  ajouté  à la  suite 
du  quotient  entier,  parce  que  ce  reste  pourra  être 
une  fraction  concrète .tandisque  le  quotient  sera  tou- 
jours nombre  abstrait , et  qu’il  serait  absurde  d’ajou- 
ter ensemble  ces  deux  quantités  hétérogènes  (§  I V). 

D’ailleurs , quand  on  introduira  les  nombres  op- 
posés dans  la  division,  comment  pourra-t-on  conce- 
voir qu’un  diviseur  négatif  est  contenu  dans  un  di- 
vidende positif;  puisqu’on  ne  peut  établir  aucune 
raison  entre  eux , ainsi  que  nous  le  prouverons  plus 
bas?  Si  l’on  dit  qu’on  fait  alors  abstraction  des  signes , 
et  qu’on  considère  le  dividende  et  le  diviseur  comme 
des  nombres  abstraits,  que  deviendra  le  quotient? 
Il  sera  sans  doute  un  nombre  abstrait,  et  alors  on 
ne  pourra  plus  l’ajouter  à des  nombres  opposés  ou 
l’en  soustraire , puisqu’il  sera  hétérogène  avec  eux. 

Il  semble^donc  que,  non -seulement  les  pro- 
priétés de*  raisons  et  la  nature  des  fractions,  ne 
puissent  s’accorder  avec  la  définition  ordinaire  de 
la  division;  mais  même  que  le  calcul  des  nombres 
opposés  y répugne  essentiellement;  tandis  que  tout 
sc  concilie  avec  facilité  d’après  la  définition  que  nous 
en  avons  donnée.  La  manière  d’opérer  qui  oblige  de 
procéder  de  gauche  à droite  ,non  de  droite  à gauche , 
et  d’abaisser  les  caractères  du  dividende  un  par  un, 
la  preuve  qu’on  ne  peut  écrire  au  quotient  qu’un 
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caractère  à la  fois,  l’opposition  qu’il  y a entre- la 
multiplication  et  la  division,  l’étymologie  même  du 
mot  division , qui  annonce  la  décomposition  ou  le 
partage  d’un  nombre  en  plusieurs  autres,  tout  enfin 
se  développe  facilement,  et  se  présente  ici  comme 
de  soi-même.  Nous  dirons  donc,  d’après  cette  défi- 
nition, que  le  quotient  est  toujours  de  même  nature 
que  le  dividende,  puisqu’il  en  est  partie;  que  le  di- 
viseur est  un  pur  nombre  abstrait,  puisqu’il  ne  sert 
qu’à  indiquer  en  combien  de  parties  égales  il  faut 
partager  le  dividende;  que  les  signes  + ou  — qui 
l’accompagnent  quand  on  introduit  les  nombres  op- 
posés, marquent  si  le  quotient  doit  être  ajouté  ou 
soustrait  à ce  qui  le  précède  ou  qui  peut  le  précé- 
der. Ainsi  quand  on  dit  que  = + 3,  et  qun 

= — 3,  cela  signifie  que,  dans  l’un  et  l’autre 

1 ■ j 

cas, il  faut  prendre  la  cinquième  partie  de  + i5,Ia~ 
quelle  est  toujours  + 3;  mais  que , dans  le  premier. 
Je  diviseur  positif  indique  que  cette  partie  doit  être 
ajoutée  à zéro  ou  à ce  qui  précède , c’est  pourquoi 
on  l’écrit  aéecson  signe+3;  et  que,  dans  lesecond, 
le  même  diviseur  négatif  signifie  que  cette  partie 
doit  en  être  soustraite  ; voilà  pourquoi  on  change 
son  signe  en  écrivant  — 3. 

Ici  se  présente  contre  cette  manière  de  définir  la 
division  une  difficulté  qu’il  est  nécessaire  de  résou- 
dre avant  de  terminer  cet  article.  Lorsque  le  divi- 
dende et  le  diviseur  sont  des  fractions , proprement 
dites,  le  quotient  est  toujours  plus  grand  que  le 
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dividende  : par  exemple , s’il  faut  diviser  ^ par  | , le 
quotient  , d’après  la  règle  donnée  à l’article  53 
de  l’arithmétique  , est  le  nombre  entier  2.  Or, 
dira-t-on  , comment  concevoir  qu’un  tel  quotient 
puisse  être  partie  d’un  dividende  plus  petit  que  lui, 
ou  résulter  de  sa  décomposition  , ainsi  que  cela  de- 
vrait être  d’après  la  définition  qu’op  veut  faire 
adopter  ici  sur  la  division  ? 

Mais  par  la  manière  même  dont  s’exécute  cette 
opération  sur  les  nombres  fractionnaires,  il  est 
évident  que  ce  n’est  point  là  une  division  propre- 
ment dite  ; que  ce  sont  plutôt  deux  changements 
contraires  qu’on  fait  subir  à la  même  fraction,  dont 
l’un  tend  à l’augmenter  en  faisant  croître  son  nu- 
mérateur, et  l’autre  à la  diminuer  par  l’accroisse- 
ment de  son  dénominateur,  et  que  le  prétendu 
quotient  qui  en  résulte , est  ou  plus  grand  ou  plus 
petit  que  la  fraction  appelée  dividende,  suivant  que 
l’un  de  ces  changements  est  ou  n’est  pas  compensé 
par  l’autre. 

Par  là  on  voit  encore  que  l’opération  sur  les  frac- 
tions, désignée  à l’article  62, sous  le  nom  de  mu/ti- 
plication  , parce  qu’on  n’a  pas  d’autre  terme  pour 
l’exprimer,  présente  aussi  deux  changements  con- 
traires, faits  à la  fois  Sur  le  même  nombre  fraction- 
naire, et  diffère  essentiellement  de  la  multiplica- 
tion proprement  dite  que  nous  avons  définie  à 
l’art.  19  de  l’arithmétique. 

Du  reste  , c’est  ainsi  que  sont  considérées  ces 
sortes  d’opérations  dans  l’arithmétique  universelle 
de  Newton  ,où  l’on  trouve  ce  qui  suit  (pag.  6,  édit. 


Digitized  by  Google 


PRÉLIMINAIRE.  XXV 

de  Leyde.)  « Multiplicatio  propriè  dicitur  quæ  fit 
« per  numéros  integros.. . . Sed  aptioris  voca - 
« buli  defeclu  mulliplicatio  etiam  dici  solet  quæ 
« fit  per  fractos  aut  surdos  numéros;  quærendo 
« novam  quantitatem  in  ea  quacumque  ratione  ad 
« quantitatem  multiplicandam  quam  habet  multi- 
« plicator  ad  unitatem.  » Et  page  7 : « Divisio  pro - 
« prié  est  quæ  Jit  per  numéros  intégras  quærendo 
« novam  quantitatem  loties  minorem  quantitate  di- 
« videndà  quoties  unitas  sit  minor  divisore.  Sed,o£ 

« analogiam , vox  etiam  usurpari  solet  cum  nova 
« quantitas  in  ratione  quacumque  ad  quantitatem 
« dividendam  quæritur  quam  habet  unitas  addivi- 
« sorem  ; sive  divi.sor  ille  sit  fiactus  aut  surdus  nu- 
« merus  aut  alia  cujusvis  generis  quantitas.  » 

XVI. 

Outre  les  nombres  entiers  et  fractionnaires  qui  ,No.,io* 
se  présentent  les  premiers,  il  en  faut  admettre  une  con*- 
innnité  cl  autres,  connus  sous  les  noms  d incommcn-  «Mt* 
surables  et  OC  imaginaires.  Pour  se  former  une  idée 
exacte  de  ces  nombres,  cherchons  d’abord  ce  que 
c’est  que  mesurer  une  quantité.  Mesurer  une  quan- 
tité nest  autre  chose  que  déterminer  en  nombres 
entiers  combien  de  Jois  une  autre  quantité  , qu’on 
prend  pour  unité  de  mesure , est  contenue  dans  la 
première.  Je  dis  que  cette  détermination  doit  être 
exprimée  par  des  nombres  entiers;  car  si  on  disait 
qu’un  mètre,  par  exemple,  est  contenu  dans  une 
ligne  droite  f de  fois  ou  deux  fois  et  j,  ce  n’est  pas 
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le  mètre  quon  présenterait  alors  pour  unité  (le  me- 
sure, mais  seulement  le  tiers  du  mètre,  qui  serait 
une  aliquote  exacte  de  cette  ligne.  Ainsi , non- 
seulement  toute  unité  de  mesure,  doit  être  homo- 
gène à la  quantité  mesurée,  puisqu’elle  en  est  con- 
çue comme  partie  ; mais  encore  deux  quantités 
n’ont  pas  de  commune  mesure , ou  bien  elles  sout 
incommensurables  entre  elles , quand  elles  n’ont 
aucune  aliquote  commune.  Or,  l’arithmétique  nous 
apprend  qu’il  y a une  infinité  de  nombres  de  cette 
espèce,  et  qu’ainsi  entre  ceux-là  aucune  valeur  nu- 
mérique ne  peut  présenter  à l’esprit  une  détermina- 
tion exacte  de  leur  rapport;  tels  sont,  par  exemple, 
3 et  i/ 1 a.  Cependant  on  ne  peut  douter  que  3 ne 
soit  plus  petit  que  y/ 12,  et  qu’il  n’en  puisse  être 
conçu  comme  une  partie  quelconque , tandis  qu’il 
ne  saurait  être  partie  de  y/ — 12.  C’est  pourquoi 
3 et  y/  — 12,  que  nous  avons  appelée  une  ima- 
ginaire, sont  plus  qu’incommensurables;  ils  sont 
incomparables  entre  eux. 

XVII. 

m-  Mais  quoique  deux  quantités  soient  incommen- 
surables  ou  même  incomparables  entre  elles , il  ne 

rable#  et  , r 

le»  ima- s ensuit  pas  quelles  le  soient  avec  toute  autre.  La 
*ont  de*  nature  de  la  quantité  ne  permet  point  d imaginer 
brét.~  une  incommensurabilité  absolue.  Car  de  là  que 
toute  quantité  est  susceptible  d’accroissement  ou 
de  diminution,  on  en  peut  concevoir  une  autre  de 
la  même  espèce  qui  soit  double,  triple,  etc.  de 
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celle-là.  C’est  ce  qui  prouve  que  les  incommensu- 
rables et  même  les  imaginaires,  doivent  être  mises 
au  rang  des  nombres.  Carj/ — i , — 4,  y'  — 9, 

pouvant  prendre  cette  forme  1 y/  — 1 , 2 y/  — 1 , 

3|/  — 1 , on  ne  peut  nier  que  la  première  de  ces 
imaginaires  ne  soit  la  moitié  de  la  seconde  et  le  tiers 
de  la  troisième  ; et  qu’ainsi  avec  cette  première , 
prise  comme  unité,  on  ne  puisse  former  les  autres 
par  une  continuelle  répétition  ; ce  qui  suffit  pour 
donner  l’idée  du  nombre  (§  VI). 

XVIII. 

Si  l’on  demande  donc  combien  il  y a d’espèces 
de  ces  nombres  ou  incommensurables  ou  imagi-  nj£d‘«- 
naires,  on  répondra  qu’il  y en  a une  infinité  d’in-  f^me» 
finités  d’espèces  différentes.  Pour  se  convaincre  de  b'e». 
cette  vérité,  il  suffit  d’observer  que  toute  incom- 
mensurable peut  être  nombrée  avec  une  infinité 
d’autres.  Ainsi  |/  2 , par  exemple , peut  être  uom- 
brée  avec  y/ 8,  avec  v/  18,  avec  y/ 3z , avec  y/  5o, 
et  toujours  sans  fin;  de  sorte  que  prenant  le  pre- 
mier de  ces  nombres  pour  unité,  on  peut  dire  que 
pour  avoir  le  second,  il  faut  ajouter  cette  unité  deux 
fois  à zéro , trois  fois  pour  avoir  le  troisième,  quatre 
fois  pour  avoir  le  quatrième , etc.  Si  au  lieu  de  */a 
on  eût  pris  pour  unité  y/ 3,  on  aurait  formé  une 
suite  de  nombres,  savoir,  y/  12,  1/27,  1/48, 

|/  75 , etc.  qui  contiendrait  cette  unité  ,2,3,4 
fois,  et  tous  seraient  incommensurables  avec  les 
premiers.  Si  au  Jicu  de  y/  2 , j’eusse  pris  pour  unité 
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la  racine  troisième,  ou  quatrième,  ou  cinquième 
de  ce  même  nombre , j’aurais  trouvé  une  infinité 
d’espèces  différentes  d’autres  nombres  incommensu- 
rables , soit  entre  eux  .soit  par  rapport  aux  nombres 
entiers  ou  fractionnaires.  Dè  sorte  qu’un  nombre  , 
quel  qu’il  soit,  peut  donner  naissance  à une  infinité 
d’incommensurables,  et  la  même  chose  pouvant  se 
dire  des  imaginaires,  on  en  conclura  que  l’une  et 
l’autre  espèce  de  ces  quantités  rentre  dans  la  classe 
générale  des  nombres. 

X I X. 

Cette  multitude  infinie  de  nombres  de  différentes 
F'hgTbîe  espèces , donne  un  si  vaste  objet  à la  science  du  cal- 
cul, qu’il  est  impossible  de  l’embrasser  dans  toute  son 
i*  étendueenseservantde  chiffres  pour  représenter  les 

g*omé-  , ‘ , ‘ , 

«no  <ian«  nombres , et  de  prouver,  par  ce  seul  mojren , qu  une 
j«i.  ° propriété  convient  à tous , et  doit  être  mise  au  rang 
des  propriétés  générales.  Je  suppose  qu’avec  cesetrl 
secours,  on  veuille  démontrer  celle-ci,  que,  dans 
tous  les  cas,  la  somme  de  deux  nombres , multipliée 
par  leur  différence  , donne  pour  produit  la  différence 
de  leurs  quarrés.  On  prendra  d’abord  pour  exemple 
deux  entiers  ; mais,  après  avoir  établi  cette  vérité 
dans  ce  cas  particulier,  on  n’en  peut  déduire  tout 
au  plus  si  ce  n’est  qu’elle  a lieu  pour  tous  les  autres 
entiers.il  restera  à faire  voir  que  la  même  propriété 
s’étend  aux  nombres  fractionnaires,  puis  aux  incom- 
mensurables et  à toutes  les  espèces  d’incommensu- 
rables qui  varient  à l’infini;  car  l’induction  ou  l’ana- 
logie , la  plus  faible  de  toutes  les  preuves  en  mar 
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thématiques,  cesse  même  d’être  admissible,  lorsque 
les  données  sur  lesquelles  on  l’établit,  ne  sont  pas 
parfaitement  semblables.  Ainsi,  en  n’employant  que 
des  chiffres,  la  vie  d’un  homme  se  passerait  toute 
entière  avant  qu’il  n’eût  démontré  la  plus  simple 
des  propriétés  générales  des  nombres.  Les  anciens, 
afin  d’éviter  cet  inconvénient , se  servaient  de  lignes 
droites  pour  représenter  les  valeurs  numériques 
quelconques , et  arrivaient  au  même  but  par  le  se- 
cours de  la  géométrie  ; car  des  livres  entiers  d’Eu- 
clide  ne  sont  autre  chose  qu’une  arithmétique  uni- 
verselle, cachée  sous  des  formes  géométriques  (*). 
Mais  combien  est  plus  simple  l’idée  de  substituer 
aux  chiffres,  qui  ne  peuvent  exprimer  qu’un  nom- 
bre déterminé,  des  symboles  qui  les  représentent 
tous  à quelque  espèce  qu’ils  appartiennent,  et  1 ’<*- 
rithmétique  symbolique  qui  naît  de  là  , connue 
sous  le  nom  d 'Algèbre  , étendant  ses  combinaisons 
sur  toute  sorte  de  nombres,  devient,  dans  toute  la 


(*)  Je  ne  citerai  que  le  livre  second,  dont  toutes  les 
propositions  peuvent  se  traduire  et  se  démontrer  algébri- 
quement» Je  citerai  encore  plusieurs  propositions  du  traité 
des  données  , notamment  les  théorèmes  86  et  87,  qui  ren- 
ferment la  construction  et  la  solution  géométrique  d’une 
classe  très-étendue  d’équations  du  quatrième  degré.  Je 
pourrais  rapporter  une  foule  d’autres  exemples  qui  tous  con- 
firment l’opinion  de  ceux  qui  ont  prétendu  que  les  anciens 
connaissaient  une  sorte  d’analyse  algébrique  dont  ils  se  ser- 
vaient comme  d’un  instrument  cP invention  ; mais  que,  plus 
sévères  que  nous,  ils  démontraient  ensuite  par  la  synthèse 
les  vérités  découvertes  par  cette  analyse. 
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rigueur  de  l'expression,  une  arithmétique  univer- 
selle. Dès-lors,  son  objet  ne  lui  permet  plus  d’expo- 
ser les  vérités  hypothétiques  des  nombres,  des- 
quelles nous  avons  parlé  plus  haut , elle  s’élève  aux 
vérités  générales,  fondées  sur  la  nature  même  de 
ces  quantités.  Mais  en  étendant  et  simplifiant 
ainsi  ses  moyens,  l’algèbre  ne  cesse  point  d’être  la 
science  des  nombres,  une  vraie  arithmétique,  par 
conséquent  bornée  à la  quantité  discrète.  C’est  pour- 
quoi ceux  qui  ont  voulu  l’étendre  jusqu’à  la  quan- 
tité continue  , et  qui  prétendent  qu’elle  renferme 
dans  son  objet  l’arithmétique  ordinaire  et  la  géo- 
métrie, se  sont  fait  une  idée  fausse  de  cette  science. 
Cette  erreur  vient  de  ce  qu’on  a vu  que , par  son 
secours,  on  démontrait  des  vérités  qui  sont  du  res- 
sort de  la  géométrie.  Mais  ces  vérités  n’exprimant 
que  des  rapports  de  grandeur  entre  des  lignes  ou 
d’autres  quantités  géométriques , représentées  par 
des  nombres,  ou  bien  des  rapports  de  situation, 
tels  que  les  signes  _j_  ou  — les  indiquent  assez  , 
peuvent  être  démontrées,  non-seulement  par  l’al- 
gèbre, mais  même  par  l’arithmétique  ordinaire; 
et  dès-lors , ou  cette  raison  ne  prouve  rien,  ou  elle 
prouve  que  l’arithmétique , comme  l’algèbre , em- 
brassent également  la  géométrie  dans  leur  objet  ; 
ce  qui  eSt  évidemment  absurde. 

Ainsi  l’algèbre  ne  pouvant  être  regardée  que 
comme  une  extension  de  l’arithmétique,  qui  lui 
fournit  la  plupart  de  ses  principes,  ce  serait  dé- 
payser, pour  ainsi  dire,  chacune  de  ces  sciences, 
que  de  les  séparer  l’une  de  l’autre  par  la  géométrie. 
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D’ailleurs,  on  se  priverait  gratuitement  des  secours 
que  l’algèbre  présente  pour  démontrer  plusieurs 
vérités  d’arithmétique  ordinaire  et  de  géométrie. 

La  nature  de  ees  sciences  fixe  donc  l’ordre  dans  le- 
quel on  doit  les  traiter  dans  les  éléments,  et  fait 
voir  que  ce  n’est  pas  sans  raison  que  nous  avons 
établi,  en  arithmétique,  des  principes  nécessaires 
à l’algèbre,  et  que  nous  avons  renvoyé  à l’algèbre 
la  preuve  de  certaines  méthodes  qui  appartiennent 
à l’arithmétique.  L’affinité  de  ces  deux  sciences 
permet  d’en  user  ainsi,  et  la  généralité  des  expres- 
sions algébriques  force  quelquefois  de  recourir  à ces 
sortes  de  transpositions,  afin  d’obtenir  des  démons- 
trations simples  et  applicables  à tous  les  cas. 

X X. 

La  définition  générale  des  puissances  que  nous  Oifioj- 
avons  donnée  au  n.°  124,  est  Je  premier  endroit  »«*ir 
de  nos  éléments  d’algèbre  qui  demande  quelque  MOCCf. 
éclaircissement.  IJ  nous  semble,  en  effet,  que  cette 
définition  ne  saurait  être  exacte  si  l’on  n’en  peut 
déduire  la  vraie  notion  des  exposants , leurs  prin- 
cipales propriétés,  et  la  preuve  directe  que,  non- 
seulement  un  nombre  quelconque , mais  même 
zéro,  peut  servir  d’exposant  à une  quantité.  Or,  si 
l’on  se  contente  de  dire , avec  la  plupart  des  au- 
teurs, qu’une  puissance  est  le  produit  d’une  quan- 
tité multipliée  un  certain  nombre  de  fois  par  elle- 
même  , cette  notion  ne  mènera  jamais  à admettre 
la  possibilité  de  l’exposant  zéro,  moins  encore  aux 
exposants  négatifs  ou  à leurs  diverses  propriétés. 
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On  voit,  au  contraire,  que  tout  s’ensuit  naturel- 
lement de  la  définition  que  nous  avons  donnée, 
etqu’ainsi  ce. n’est  pas  sans  raison  que  nous  l’avons 
préférée  à toute  autre.  L’idée  de  faire  entrer  l’unité 
dans  la  définition  des  puissances,  nous  paraît  assez 
remarquable  pour  dire  ici  que  Privât  de  Molière 
est  le  premier  qui  l’ait  employée  , en  définissant  la 
première  puissanced’un  nombre  le produit  de  l'unité 
multipliée  parce  nombre.  Mais  outre  que  cet  auteur 
nel’a  point  étendueaux autres  puissances, etqu’ainsi 
il  n’a  pas  donné  une  définition  générale , il  ne  s’en 
est  servi  ensuite  pour  aucune  propriété  des  expo- 
sants, et  cette  importante  notion  est  restée  impar- 
faite et  presque  stérile  entre  ses  mains. 

\ 

XXI. 

^*unvi'"  Après  les  puissances , il  nous  reste  à parler  de 
dcrèdui-la  réduction  des  racines  imaginaires  à la  forme  du 
h*  îma- second  degre.  Les  géomètres  n’ignorent  pas  que 

ginaircs  . . » . . , . ° * 

à la  im- d Alembert  est  le  premier  qui  ait  prouvé  la  possi- 
c'eût,  du  bilité  de  cette  réduction,  qu’il  l’a  même  étendue 
aux  imaginaires  exponentielles , ou  bien  à celles 
qui  ont  d’autres  imaginaires  pour  exposants.  Mais 
comme  celte  vérité  appartient  à l’algèbre  ordinaire, 
et  que  d’ailleurs  d’autres  vérités  d’analyse  en  dé- 
pendent, on  a dû  chercher  à l’établir  par  une  mé- 
thode differente  de  celle  de  cet  illustre  géomètre, 
toute  fondée  sur  le  calcul  intégral.  Dans  des  traités 
d’algèbre  très  estiraés  et  très-estimables  d’ailleurs  , 
elle  n’a  été  prouvée  jusqu’ici  que  par  induction  , 

genre 
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genre  de  preuve  qui  ne  dispense  pas  d’en  chercher 
une  autre.  Le  recueil  de  l’Académie  de  Turin  ren- 
ferme un  mémoire  de  M.  de  Foncenex,  où  cette 
réduction  est  établie  directement;  mais  cet  ouvragre 

y 

nous  était  inconnu  lorsque  ces  éléments  ont  été 
publiés  pour  la  première  fois.  D’ailleurs,  la  mar- 
che que  nous  avons  suivie  dans  cette  réduction , 
outre  qu’elle  offre  une  route  nouvelle  pour  arriver 
au  même  but,  présente  quelques  propriétés  des  ima- 
ginaires qu’on  ne  connaissait  pas  encore;  et  quoi- 
que tou  jours  assez  aisée  pour  n’être  pas  au  dessusdes 
éléments,  elle  conduit,  par  un  procédé  simple  à la 
réduction  même  des  imaginaires  exponentielles  à la 
forme  du  second  degré,  avantage  qui  ne  se  trouve 
que  dans  la  méthode  de  d’Alembert.  Nous  n’avons 
supprimé  la  preuve  de  cette  réduction  que  parce 
qu’elle  est  de  peu  d’utilité  dans  les  éléments , et 
quelle  suppose  quelques  propriétés  des  logarithmes, 
qui  ne  sauraient  être  démontrées  avant  d’arriver  au 
chapitre  où  nous  traitons  des  imaginaires;  elle  est 
consignée  dans  les  mémoires  delà  ci-devant  Acadé- 
mie des  sciences  de  Toulouse  pour  l’année  1777. 

m 

, X X I I. 

En  suivant  l’ordre  des  matières  traitées  dans  ces  tcUir' 

cisse- 

éléments,  et  qui  demandent  quelque  discussion, 
nous  devons  parler  ici  des  raisons.  C’est  un  point  « liition 

• 11  * . * dm  rai" 

important  sur  lequel  nous  avons  cru  devoir,  pourvus, 
une  plus  grande  exactitude  , nous  écarter  des  idées 
reçues  chez  la  plupart  des  élémentaires  modernes. 

c 
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Avant  d’en  venir  à ces  changements , cherchons 
d’abord  à nous  former  une  notion  exacte  de  ce  qu’on 
doit  entendre  en  mathématiques  par  raison. 

Une  des  principales  facultés  de  notre  ame,  c’est 
d’avoir  plusieurs  idées  à la  fois,  de  pouvoir  les  rap- 
procher l’une  de  l’autre  par  une  juxta- position 
purement  intellectuelle,  qu’on  appelle  comparai - 
son,  et  de  cette  comparaison  de  deux  idées  d’en 
déduire  une  troisième,  qui  nous  représente  l’état 
ou  la  façon  d’être  de  chacune  des  idées  comparées 
relativement  à l’autre.  Cette  troisième  idée , qui 
naît  de  la  comparaison  de  deux  autres,  s’appelle  un 
rapport,  et  celles  que  nous  comparons  ensemble 
pour  obtenir  ce  rapport,  sont  les  termes  de  la  compa- 
raison. L’innombrable  multitude  d’objets  que  nous 
pouvons  comparer  ensemble,  les  différentes  façons 
de  les  envisager,  les  rapports  divers  que  nous  en 
pouvons  déduire,  n’ont  d’autres  bornes  que  celles 
de  l’esprit  humain,  et  ont  donné  naissance  à ce  que 
nous  appelons  science,  vérité,  opinion  , etc.  Ainsi 
l’idée  de  rapport , en  général , est  très-étendue,  et 
renferme  les  résultats  de  toutes  les  comparaisons 
que  notre  esprit  peut  établir  entre  des  êtres  quel- 
conques, soit  physiques,  soit  métaphysiques,  soit 
muraux.  Révérions  aux  rapports  des  quantités,  qui 
seuls  font  l’objet  de  la  science  que  nous  traitons. 

Tandis  que  nous  considérons  les  quantités  en  gé- 
néral , ou  bien  que  nous  les  envisageons  simplement 
comme  des  êtres  renfermant  une  multitude  déter- 
minée de  parties,  nous  n’en  pouvons  déduire  que 
des  rapports  fondés  sur  la  comparaison  mutuelle 
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de  cette  multitude  de  parties;  et  parce  que  ceux- 
là  nous  donnent  la  notion  relative  de  grand  et  de 
petit,  e t par  conséquent  celle  de  grandeur,  nous  les 
avons  appelés  rapports  de  grandeur.  Mais  sitôt  que 
nous  comparons  ensemble  des  quantités  particu- 
lières ou  revêtues  de  certaines  qualités , nous  éta- 
blissons des  rapports  dépendants  de  ces  qualités. 

Ainsi , en*comparant  ensemble  deux  portions  d’é- 
tendue , par  exemple , deux  lignes  droites , cette 
comparaison  fournit  à l’esprit,  non-seulement  des 
rapports  fondés  sur  leur  grandeur , mais  encore  sur 
leur  situation  respective;  et  ceux-ci , nous  les  expri- 
mons par  les  termes  de  parallélisme,  d’obliquité, 
de  concurrence,  d’angle,  etc.  Ce  sont  ces  rapports 
que  la  géométrie  seule  peut  faire  connaître,  et 
auxquels  on  ne  peut  jamais  parvenir  par  le  calcul. 
D'après  cela,  on  voit  pourquoi  nous  avons  défini  la 
raison , le  rapport  de  grandeur  qui  se  trouve  entre 
deux  quantités  j dont  l’une  peut  être  partie  de 
l’autre.  Et  quoique,  dans  le  langage  ordinaire  , on 
confonde  souvent  l’idée  de  raison  avec  celle  de  rap- 
port, il  n’en  est  pas  moins  vrai  que  celle-ci  est  infi- 
niment plus  étendue  que  la  première , qu’elle  est  le 
genre  , tandis  que  l’autre  n’est  que  l’espèce,  et 
qu’ainsi  on  a été  fondé  à la  faire  entrer  dans  la  dé- 
finition de  la  raison.  [ 

XXIII. 

D’après  cette  définition,  il  se, présente  ici  deux  CoD‘i- 
observat  ions  essentielles  : la  première,  qu’on  ne  peut  i 
établir  une  raison  entre  des  quantités  hétérogènes,  «Ufcni- 
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parce  que  notre  esprit  ne  pouvant  considérer  l’une 
comme  partie  de  l’autre,  ne  saurait  former  aucune 
comparaison  entre  elles;  la  seconde,  qu’entre  deux 
quantités  égales  a et  b,  il  n’existe,  a proprement 
parler,  aucune  raison,  parce  que  n’y  ayant  point 
de  motif  suffisant  pour  affirmer  que  a est  partie  de 
b , plutôt  que  b partie  de  a , il  n’y  a entre  ces  êtres 
ni  grand  ni  petit,  ni  par  conséquent  grandeur  ou 
rapport  de  grandeur , lequel  seul  peut  donner  la  no- 
tion de  la  raison.  D’ailleurs  le  rapport  d’égalité  est 
évidemment  la  limite  qui  sépare  les  raisons  de  ma- 
jorité  d’avec  celles  de  minorité , c’est-à-dire,  qu’il 
est  le  passage  des  raisons  positives  aux  négatives.  Or, 
cette  limite,  ou  bien  ce  passage  du  positif  au  néga- 
tif dans  une  classe  quelconque  de  quantités  oppo- 
sées, ne  saurait  jamais  être  une  quantité;  par  con- 
séquent ici  il  ne  peut  point  former  une  raison. 

De  cette  même  définition  de  la  raison,  on  con- 
clura encore  que  ce  qu’on  désigne  communément 
Sous  le  nom  de  raison  arithmétique  , et  qui  consiste 
dans  la  différence  qu’il  y a entre  deux  quantités, 
ne  saurait  être  appelé  une  raison  proprement  dite. 
En  effet,  cette  raison  arithmétique  ne  donne  au- 
cune idée  du  rappoit  de  grandeur  qu’il  y a entre 
deux  quantités;  car  autrement  il  faudrait  dire  que 
puisque  la  raison  arithmétique  de  100  à 99  est  égale 
à celle  de  a à 1 , 100  est  aussi  grand  par  rapport  à 
99,  que  a l’est  par  rapport  à 1 , ce  qui  est  ab- 
surde. Aussi  les  anciens  n’ont  jamais  donné  le  nom 
de  raison  à ces  différences,  et  si  les  modernes  eu 
•ont  usé  autrement , ce  n’est  que  par  un  étrange  abus 
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des  mots  qu’il  serait  bon  de  coniger  eu  renonçant 
à cette  mauvaise  expression. 

XXIV. 

Les  raisons  étant  de  vraies  quantités,  il  a fallu , Lo«qno- 
pour  se  faire  une  idée  de  leur  valeur,  chercher  à m^u- 
les  mesurer.  Ur , cette  mesure , presque  tous  les  au- 1,-» 
teurs  élémentaires  l’ont  prise  du  quotient  que  donne  son,‘ 
un  des  termes  de  la  raison  divisé  par  l’autre.  Nous 
croyons,  au  contraire,  avec  de  grands  géomètres, 
que  cette  méthode  doit  être  rejetée,  i.*  Dans  le 
fond,  elle  ne  lait  que  changer  une  raison  en  une 
autre  qui  lui  est  égale,  et  non  point  la  mesurer.  Eu 
elïèt , quand  on  dit , par  exemple , que  la  raison 
18  : 3 vaut  6,  on  ne  dit  autre  chose  si  ce  n’est  que 
la  raison  de  18 : 3 vaut  celle  de  6:  i ; puisque  d’a- 
près leurs  propres  principes , la  raison  du  dividende 
au  diviseur  vaut  celle  du  quotient  à l’unité.  Or,  ré- 
duireainsi  une  raison  à une  expression  plussimple, 
n’est  pas  encore  l’avoir  mesurée.  a.8  Pour  pouvoir 
ainsi  mesurer  les  raisons,  il  faut  admettre  la  défi- 
nition ordinaire  de  la  division , par  laquelle  on  re- 
garde le  diviseur  comme  un  nombre  contenu  dans 
le  dividende;  il  faut  donc  adopter  toutes  les  inexac- 
titudes qui  s’ensuivent  de  cette  manière  d’envisager 
J’opération,  desquelles  nous  avons  fait  le  détail  ci- 
dessus.  3. 8 En  suivant  cette  méthode  des  quotients, 
il  faut  nécessairement  prendre  les  fractions  pour 
des  raisons,  ainsi  qu’on  le  fait  communément,;  et 
eomme,  dans  toute  raison,  les  deux  quantités  comr 
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parées  sont  de  même  espèce;  il  faudra  que,  dans 
toute  fraction , le  numérateur  et  le  dénominateur 
soient  aussi  deux  nombres  d’espèces  semblables. 
Dès- lors  le  dénominateur  ne  sera  donc  plus  un 
nombre  abstrait,  qui  exprime  en  combien  de  par- 
ties égales  on  a divisé  l’unité,  et  le  numérateur  ne 
sera  plus  indifféremment  ou  abstrait  ou  concret, 
suivant  que  l’unité  qu’on  divise  est  elle-même  abs- 
traite ou  concrète,  ce  qui  renverse  l’exacte  notion 
qu’on  doit  se  faire  des  fractions.  4.*  En  confon- 
dant les  raisons  avec  les  fractions , il  faut  qu’on 
prenne  la  somme  des  unes,  ainsi  qu’on  prend  celle 
des  autres,  c’est-à-dire,  en  les  réduisant  au  même 
dénominateur,  et  prenant  la  somme  des  numéra- 
teurs ; par  conséquent  la  somme  de  ces  raisons  con- 
tinues 2:4,4:8,8:16,  vaudra  celle  de  ces  trois 
fi  actions  ï + t + t°u  bien  Cependant  nous  avons 
incontestablement  prouvé  (et  en  cela  nous  nous  ac- 
cordons avec  des  géomètres  du  premier  rang,  qui 
ont  traité  cette  matière)  que  la  somme  de  ces  rai- 
sons est  la  raison  de  2 : 16  , bien  différente  de  celle 
de  3 : 2 j qu’on  devrait  trouver  d’après  la  méthode 
des  quotients. 

XXV. 

Pour  détruire  la  règle  que  nous  avons  donnée  à 
l’article  219  sur  l’addition  des  raisons  , il  faut  dire  , 
ou  bien  que  plusieurs  raisons  ne  peuvent  point  for- 
mer des  quantités  contini&s,  ou  bien  que,  dans  ces 
sortes  de  quantités,  la  somme  n’est  point  représen- 
tée par  une  autre  quantité  de  la  même  espèce,  qui 


Digitized  by  Google 


PRÉLIMINAIRE.  XXxix 

s'étend  depuis  l’origine  de  la  première  jusqu’au 
terme  de  la  dernière,  ür,  l’une  de  res  vérités  est 
fondée  sur  la  notion  même  du  continu  , telle  que 
dous  l’avons  présentée  plus  haut  ( § VIII  );  et  pour 
prouver  l’autre,  il  suffit  de  faire  les  observations 
suivantes. 

i.°  Plusieurs  quantités  continues  quelconques 
peuvent  être  représentées  par  autant  de  lignes 
droites,  pourvu  que  ces  lignes  gardent  entre  elles 
- les  mêmes  raisons  ou  rapports  de  grandeur  qui  ont 
lieu  entre  ces  quantités. 

a.9  La  manière  de  prendre  la  somme  de  ces  quan- 
tités continues,  sera  la  même  que  celle  de  trouver 
la  somme  des  lignes  droites  qui  les  représentent. 
Or,  ces  lignes  ont  chacune  deux  limites  qui  sont 
les  deux  points  où  elles  se  terminent;  et  comme 
on  peut  concevoir  qu’elles  ont  été  formées  par  des 
accroissements  successifs  en  allant  d’une  limite  à 
l’autre,  on  peut  dire  que  l'origine  de  la  ligne  est 
la  limite  d’où  partent  ces  accroissements,  et  que 
l’autre  limite  où  ils  se  terminent  en  est  le  terme . 
Cela  posé , pour  prendre  la  somme  de  ces  lignes 
droites,  il  faudra,  i.“  que  tous  leurs  points  soient 
disposés  en  ligne  droite  , puisqu’autrement  leur 
somme  ne  formerait  pas  une  ligne  tle  l’espèce  de 
celles  qu’on  veut  sommer,  ce  qui  serait  absurde.  Il 
faudra , a.”  (pie  le  terme  de  la  première  de  ces  lignes 
se  confonde  avec  l’origine  de  la  seconde,  le  terme 
de  la  seconde  avec  l’origine  de  la  troisième,  et  ainsi 
de  suite  ; car  si  cela  n’était  pas  ainsi,  ou  bien  cette 
somme  ne  formerait  pas  une  quantité  continue,  et 
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alors  elle  ne  serait  pas  homogène  avec  les  quantités 
qu’on  veut  sommer,  ce  qui  répugne;  ou  bien  les 
parties  prises  ensemble  pourraient  surpasser  le  tout, 
ce  qui  répugne  encore.  Ainsi  la  somme  de  ces  lignes 
droites'  ne  peut  être  autre  chose  qu’une  seule  ligne 
droite  tellement  formée  qu’une  de  ses  extrémités  se 
confonde  avec  l’origine  de  la  première  des  lignes 
qu’on  veut  sommer , et  que  l’autre  extrémité  tombe 
sur  le  terme  de  la  dernière  de  ces  lignes.  On  doit 
donc  dire  également  que  la  somme  de  plusieurs 
quantités  continues  est  elle- même  une  quantité 
continue  de  l’espèce  de  celles  qu’on  veut  sommer, 
laquelle  s’étend  depuis  l’origine  de  la  première  de 
ces  quantités  jusqu’au  terme  de  la  dernière.  C’est  là 
ce  qui  justifie  la  manière  dont  nous  avons  pris  la 
somme  des  raisons.  Aucun  des  géomètres  qui  ont 
voulu  lesmesurerpar  des  quotients,  n’a  entrepris  de 
Jes  sommer,  bien  qu’ils  aient  prétendu  les  multiplier 
les  unes  par  les  autres , comme  si  toute  multiplica- 
tion n’était  pas  une  addition  réelle, et  que  cette  opé- 
ration ne  demandât  pas  pourmultiplicateur  un  nom- 
bre abstrait  ou  absolu,  et  non  point  une  raison. 

XXVI. 


Avanta- 
ge/; tic 
notre 
roaniéie 
d’envi- 
aager  les 
tu  sont. 


Au  lieu  de  tous  ces  inconvénients  qu’entraînent 
les  notions  ordinaires,  la  marche  que  nous  avons 
suivie  apprend  à faire  subir  aux  raisons  tous  les 
changements  qu’on  fait  subir  aux  autres  quantités. 
D’ailleurs  les  dénominations  de  raison  doublée, 
triplée,  etc.  ne  portent  plus  à faux.  N’empIoie-t-On 
pasenefïèt  uue  manière  bien  étrange  de  s’exprimer 
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quand  on  dit  qu’une  raison  doublée  d’une  autre  n’est 
pas  précisément  celle  qui  vaut  le  double  de  celle-là  ^ 
mais  bien  cellequi  résulte  de  la  première,  multipliée 
une  fois  par  elle-même  ? Comme  si  chacune  de 
ces  dénominations  double  et  doublée  } suivant  l’ac- 
ception des  mots,  n’exprimait  pas  également  l’état 
d’une  quantité  en  tant  : qu’elle  est  une  fois  plus 
grande  que  celle  qu’on  lui  compares  Mille  incon- 
vénients s’ensuivent  donc  de  l’idée  de  mesurer  les 
raisons  par  des  quotients,  au  lieu  que  tout  se  con- 
cilie en  les  mesurant  par  une  raison  fixe  qu’on  prend 
pour  unité.  Dès-lors  on  se  conformeà  la  vraie  notion 
de  mesure,  que  nous  avons  donnée  plus  haut  : les 
définitions  de  la  raisün  composée  , ainsi  que  celles 
des  raisons  doublées,  triplées  , sous-doublées,  sous- 
triplées,  se  présentent  d’elles-mêmes;  et  surtout  on 
prouve  par  là  l’immédiate  relation  qui  doit  se  trou- 
ver entre  les  raisons  et  les  logarithmes,  de  laquelle 
découlent  des  idées  lumineuses  sur  la  théorie  de  ces 
nombres. 

’ X X V I I. 

Pour  se  convaincre  de  l’affinité  qui  règne  entre 
les  logarithmes  et  les  raisons,  il  suffirait  presque 
d’assigner  l’étymologie  du  mot  logarithme  , qui  ne 
peut  se  rendre  littéralement  que  par  raisons  des 
nombres  ou  nombre  des  raisons.  Cela  prouve  que 
dans  l’esprit  des  inventeurs  la  notion  des  loga- 
rithmes avait  un  rappoit  immédiat  avec  celle  des 
raisops;  et  c’est  pourquoi  nous  disons  (alg.  s83) 
que  ces  nombres  sont  les  exposants  des  valeurs  des 


Xotion 
de* loga- 
rithmes. 
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.raisons.  C’est  là  la  manière  dont  les  envisageait 
Cotes,  qui  a dit,  dans  son  traité,  de  Uarmonia 
mensurarum  , chap.  3 , logarithmi  sunt  raùonum 
mensnrœ  numérales.  Saunderson,  après  lui,  les  a 
considérés  de  même , quoique , à la  vérité,  dans  plu- 
sieurs endroits  relatifs  à cette  importante  matière, 
il  se  soit  laissé  entraîner  par  l’usage.  Mais  ce  qui 
prouve  mieux  que  toutes  les  autorités  combien  cette 
définition  des  logarithmes  est  exacte  , c’est  que 
toutes  les  autres  s’en  peuvent  déduire  par  des  con- 
séquences évidentes,  et  surtout  celle  que  donne 
Euler,  lorsqu’il  dit  que  les  logarithmes  des  nom- 
bres ne  sont  autre  chose  que  les  exposants  des 
puissances  auxquelles  il  faut  élever  un  nombre 
quelconque  pour  former  tous  les  autres.  Or,  toute 
propriété  qu’on  peut  déduire  d’une  autre  a besoin 
de  preuve , et  ne  saurait  être  admise  dans  une  défi- 
nition. Quant  à ceux  qui  disent  que  les  termes  d’une 
progression  arithmétique  correspondants  à ceux 
d’une  progression  géométrique, sont  les  logarithmes 
de  ceux-ci , nous  ne  leur  disputerons  rien  , si  par  là 
ils  entendent  se  borner  à une  pure  définition  no- 
minale; mais  s’ils  prétendent  tirer  de  là  une  défini- 
tion réelle  de  ces  nombres,  nous  pouvons  leur  faire 
la  même  objection  que  nous  faisons  à Euler.  Nous 
ajouterons  encore  qu’il  y aurait  dans  cette  définition 
une  erreur  plus  importante,  si , à l’exemple  de  cer- 
tains géomètres,  ils  se  croyaient  en  droit  de  prendre 
une  progression  arithmétique  quelconque;  car  alors 
il  pourrait  s’ensuivre  que  le  logarithme  de  fupité 
ne  fût  pas  o,  ce  qui  renverserait  tous  les  principes. 
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XXVIII. 

Après  avoir  parlé  des  logarithmes,  il  nous  reste 

à dire  un  mot  sur  les  permutations  et  les  combi-  Proc',rfl 

1 . *a 
naisons.  Le  principal  motif  qui  nous  a engagés  à rie 

traiter  cette  question  dans  nos  éléments,  c’est  que  <ioiu. 
sans  elle  on  ne  saurait  démontrer  à la  rigueur  la 
loi  des  coefficients  dans  la  formule  générale  des 
puissances  d’un  binôme.  Cette  loi  des  coefficients 
une  fois  connue,  nous  nous  en  sommes  servi  pour 
prouver  l’importante  vérité  d’analyse,  que  dans  une 
équation  la  somme  des  racines  forme  lecoèfficient  . i 
.du  second  terme,  que  la  somme  de  leurs  produits 
deux  à deux  forme  le  coefficient  du  troisième,  et 
ainsi  de  suite.  Nous  avons  en  cela  renversé  l’ordre 
que  suivent  certains  auteurs,  qui  commencent  par 
prouver  cette  vérité  d’analyse  par  une  simple  in- 
duction tirée  de  la  manière  dont  se  forment- plu- 
sieurs équations  composées,  et  qui  s’en  servent  en- 
suite pour  établir  la  loi  des  coefficients  dans  la  for- 
mule des  puissances;  mais  outre  qu’une  preuve  par 
induction  ne  doit  être  donnée  qu’au  défaut  de  toute 
autre,  on  tombe  alors  dans  une  espèce  de  cercle 
vicieux,  envoûtant  prouver  la  vérité  d’une  induc- 
tion par  une  autre  induction  également  incertaine. 

Nous  avons  aussi  déduit  la  loi  des  coefficients  dans 
Ja  formule  des  puissances  de  la  théorie  des  per- 
mutations, plutôt  que  de  celle  des  combinaisons, 
parce  que  cette  voie  nous  aparu  plus  naturelle.  Rien 
ne  le  confirme  mieux  que  la  méthode  qu’elle  nous 
fournit  d'élever  un  polynôme  quelconque  à une 
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puissance  quelconque,  sans  passer  par  l’immense 
détail  des  multiplications  qu'il  faut  faire  autrement. 
Quoique  aucun  des  auteur*,  qui  nous  sont  connus  , 
n’ait  donné  cette  méthode,  elle  est  si  simple,  que 
nous  ne  croyons  pas  qu’elle  ait  pu  échapper  à tous 
ceux  qui  ont  traité  cette  matière. 

XXIX. 

L’anair-  Nous  voici  enfin  parvenus  à l’analyse  que  nous 
*dÂ ètrr avons  cru  devoir  présenter  à la  fin  de  l’algèbre, 
là'Tn  de  malgré  l’usage  contraire  de  certains  auteurs.  Deux 
raisons  principales  nous  ont  déterminés  à placer 
ainsi  cette  partie  essentielle  du  calcul  algébrique. 
La  première,  que  la  plupart  des  questions  qu’on 
cherche  à résoudre  par  l’analyse , ne  peuvent  pas 
même  être  mises  en  équation,  sans  recourir  aux 
propriétés  des  proportions  et  des  progressions  , et 
qu’il  faut  par  conséquent  connaître  ces  propriétés 
avant  d’en  venir  là;  la  seconde,  c’est  que  pour  ex- 
poser quelques  méthodes  d’analyse , il  faut  au- 
paravant connaître  cette  importante  propriété  des 
équations  , que  le  coefficient  du  second  terme 
est  la  somme  des  racines  prises  avec  un  signe  con- 
traire ; celui  du  troisième  , la  somme  de  leurs 
produits,  prises  deux  à deux;  celui  du  quatriè- 
me,,  la  somme  de  leurs  produits,  prises  trois  à 
trois , etc.  Or,  comme  nous  l’avons  déjà  remarqué, 
cette  vérité  ne  peut  être  démont  rée  rigoureusement 
qu’en  employant  la  loi  des  coèfficients  dans  les  di- 
verses puissances  d’un  binôme,  laquelle  loi,  pour 
être  établie,  suppose  la  théorie  des  permutations. 
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Voilà  pourquoi  l’analyse  n’a  été  traitée  ici  qu’après 
avoir  parlé  de  ces  differentes  questions. 


XXX. 


Raisons 


Bien  des  gens  trouveront  que  cette  partie  im- 
mense du  calcul  algébrique,  plus  étendue  à elle 
seule  que  toutes  les  autres  ensemble,  a été  traitée 
par  nous  d’une  manière  trop  abrégée.  Mais  le  but 
de  cet  ouvrage  ne  nous  permettait  pas  de  l’étendre 
plus  loin.  D’ailleurs,  on  aime  mieux  essuyer  ce  re- 
proche que  celui  qu’on  peut  faire  à beaucoup  d’au- 
teurs élémentaires,  de  n’avoir  parlé  des  plus  grandes 
questions  d’analyse,  que  pour  les  présenter  avec 
l’inexactitude  la  plus  frappante.  Je  n’en  citerai 
d’autre  exemple  que  celui  de  la  fameuse  règle  de 
Descartes,  qui,  par  les  répétitions  et  les  change- 
ments de  signes,  sert  à discerner  le  nombre  des 
racines  positives  ou  négatives  d’une  équation,  ür, 
non-seulement  cette  règle  n’est  point  démontrée 
dans  les  livres  élémentaires,  quoiqu’elle  se  trouve 
dans  presque  tous,  mais  même  aucun  ne  fait  obser- 
ver qu’elle  devient  inutile,  si  l’on  ne  sait  déjà  con- 
naître , sans  solution  d’équation  , si  la  proposée 
contient  ou  ne  contient  pas  des  racines  imaginaires. 


d’ahré* 
? rl’ana* 
lyse. 


L’abbé  deG.ua, de  l’Académie  des  sciences  de  Paris, 
est  le  premier  qui  ait  dit  tout  ce  qu’il  y avait  à sa- 
voir sur  cette  importante  matière.  Il  a d’abord  trouvé 
une  méthode  générale  pour  découvrir  dans  une 
équation,  sans  la  résoudre  , si  elle  contient  des  ra- 
cines imaginaires  ou  nonj  puis  il  a démontré  le 
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P1  emier  la  belle  règle  de  Descartes  sur  laquelle 
certains  savants  avaient  élevé  des  doutes  autre- 
fois (*)  et  dont  Wolf  disait  : Theorema  quod  Hor- 
riotus  per  inductiunem  invenit  ,nemo  hactenus  de - 
monstrare  poluit  (**).  Cependant  quelque  belle 
que  soit  la  démonstration  de  l’abbé  de  Gua , on  con- 
viendra qu’elle  aurait  été  trop  embarrassante  pour 
les  commençants  dans  un  ouvrage  de  l’espèce  de 
celui-ci  : c’est  pour  cette  raison  que  nous  n’avons 
parlé  ni  de  la  règle  de  Descaries,  ni  de  fa  méthode 
de  découvrir  les  racines  imaginaires  d’une  équa- 
tion. 

XXXI. 


01>SPr- 

rations 


âur  quel- 


3 


Dans  le  chapitre  où  nous  exposons  quelques 
ni  propriétés  des  équations  composées , nous  nous 


rln.’}-  sommes  attachés  de  préférence  à une  méthode 
assez  récente,  par  laquelle  on  trouve  quel  est  ce- 
lui des  diviseurs  du  dernier  terme  qui  peut  servir 
de  racine  à une  équation  (***).  Cette  méthode  est 


(*)  Voyez  le  premier  mémoire  de  l’abbé  de  Gua,  dans 
le  Recueil  de  la  ci-devant  Académie  des  sciences  de  Paris, 
pour  l’aunée  1742. 

(**  ) Voyez  Wolf.  Math.  univ.  lom.  I.  p.  3z5.  L’abbé 
de  Gua  fait  voir  que  cette  découverte  appartient  à Des- 
cartes, et  qu'ainsi  Wolf  et  Saunderson  , qui  en  ont  parlé 
d’après  Wallis , se  sont  trompés  en  l’attribuant  à Harriot. 

(***)  Nous  citerions  avec  reconnoissance  l’auteur  de  celte 
décou vei te,  s’il  nous  était  connu. 
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plus  simple  que  celle  de  Newton , qu’ont  employée 
jusqu’ici  la  plupart  des  auteurs.  La  manière  dont 
nous  prouvons  que  les  racines  imaginaires  doivent 
être  en  nombre  pair,  et  que  deux  à deux , elles  ne 
peuvent  différer  que  par  le  signe  qui  précède  l’imagi- 
naire, n’est  qu’une  conséquence  de  ce  que  nous  avons 
dit  ailleurs  sur  la  réduction  de  toutes  les  imaginaires 
à la  forme  de  celles  du  second  degré.  Or  ne  peut 
même  établir  cette  importante  propriété  des  équa- 
tions que  par  ce  moyen  ; ce  <Jui  prouve  combien 
il  était  nécessaire  de  faire  voir,  à l’aide  de  l’algè- 
bre ordinaire,  que  les  imaginaires  de  tous  les  de- 
grés peuvent  se  représenter  par  celles  du  second. 
Dans* le  peu  que  nous  avons  dit  sur  les  équations 
du  troisième  degré,  nous  avons  tâché  de  parvenir 
à l'expression  générale  des  trois  racines  d’une  ma- 
nière simple  et  rigoureuse.  Nous  croyons  avoir  évité 
sur  ce  point  le  juste  reproche  que  d’Alembert  fait 
à la  méthode  ordinaire , et  qu’on  peut  voir  à l’ar- 
ticle Equation  du  Dictionnaire  Encyclopédique. 
Quant  aux  équations  du  quatrième  degré,  nom» 
nous  en  sommes  tenus  strictement  à ce  qu?éü  a dit 
Euler , omettant  même  certains  détails1,  et  nous 
permettant  seulement  d’éclaircir  quelques  endroits 
qui  auraient  pu  embarrasser  les  commençants.  Cette 
méthode  de  solution  est  trop  belle  pour  ne  pas 
trouver  place  dans  les  livres  élémentaires;  et  nous 
regardons  comme  une  distinction  houorable  pour 
celui-ci,  d’être  ie  premier  qui  ait  été  enrichi  de  la 
découverte  de  ce  grand  géomètre.  Du  reste,  il  a 
fallu  supprimer  des  exemples,  et  resserrer  dans 
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deux  chapitres  tout  ce  qu’on  avait  à dire  sur  les  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré , afin  de 
ne  pas  trop  grossir  ce  volume,  qui,  n’ayant  d’autre 
objet  que  de  servir  d’introduction  aux  éléments  des 
sciences  physico  - mathématiques  , aurait  absolu- 
ment pu  omettre  comme  superflue  toute  la  partie 
d’analyse  qui  va  au-delà  des  équations  du  second 
degré. 

XXXII., 

GÉOMÉTRIE. 

Obi.»,!*  L’idée  que  nous  nous  formons  de  l’étendue  dont 

la  L'e°-  1 

*»«««■  les  diverses  propriétés  sont  l’objet  de  la  géométrie  , 
est  si  simple  et  si  distincte,  qu’il  nous  paraît  super- 
flu (pour  ne  rien  dire  de  plus)  de  chercher  à la 
rendre  plus  claire  par  une  définition.  Laissant  donc 
à part  tonte  analyse  de  cette  notion  abstraite,  sur 
laquelle  la  philosophie  spéculative  s’est  assez  vaine- 
ment exercée,  ne  nous  occupant  pas  même  de  cher- 
cher si  l’étendue  existe  réellement,  ou  si  elle  n’existe 
pas,  il/nous  suffit  de  savoir  que  telle  que  nous  la 
concevons,  elle  se  présente  à notre  esprit  comme 
une  quantité  continue  et  susceptible  de  prendre 
une  figure  ou! de  clorre  un  espace.  Les  sensations 
étant  l’origine  de  cette  idée,  comme  de  toutes  les 
autres,  l’étendue  a été  d’abord  confondue  avec  la 
matière;  et  c'est  par  une  première  abstraction  de 
l’esprit  que  nous  l’en  avons  séparée,  en  nous  re- 
présentant seulement  l'espace  qu’occupent  les  corps, 
sans  attribuer  à cet  espace  aucune  des  propriétés 
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physiques  qui  les  accompagnent.  Considérée  sous 
ce  premier  rapport,  l’étendue  a été  appelée  solide, 
dénomination  impropre  peut-être,  mais  qu’il  faut 
conserver,  parce  qu’elle  rappelle  l’idée  du  corps  au- 
quel elle  doit  son  origine.  Cette  étendue  solide,  ainsi 
que  toute  portion  de  matière  qui  peut  la  remplir, 
étant  susceptible  d’être  mesurée  dans  trois  divers 
sens  (ce  que  nous  exprimons  en  disant  qu’elle  ren- 
ferme trois  dimensions') , a donné  naissance  par 
différents  degrés  d’abstraction  à toutes  les  autres 
espèces  d’étendue  dont  la  géométrie  recherche  les 
propriétés.  Elle  est  devenue  une  suif  ace  quand  on 
n’a  considéré  que  deux  de  ses  dimensions,  et  alors 
l’une  a été  dite  sa  longueur,  et  l’autre  sa  largeur; 
elle  a été  appelée  ligne  en  lui  attribuant  une  di- 
mension seulement  qui  devient  alors  sa  longueur; 
enfin,  quand  on  n’a  voulu  se  représenter  que  la  li- 
mite de  cette  ligne , ou  le  terme  de  tous  les  décrois- 
sements dont  elle  est  susceptible,  on  a donné  le 
nom  de  point  à cette  limite , à cette  négation  de  . 
toute  étendue,  et  dont  l’esprit  se  forme  cependant 
une  notion  distincte,  quoiqu’elle  exclue  toute  idée 
de  longueur,  largeur  et  profondeur. 

On  voit  donc  qu’iei  le  point,  la  ligne,  la  surface. 

Je  solide,  étant  seulement  des  manières  différentes 
d’envisager  l’étendue  , n’offrent  à l’esprit  que  des 
êtres  abstraits  qui  n’ont  d’existence  que  dans  notre 
entendement  ; que  c’est  pour  aider  l’imagination  à 
les  concevoir  qu’on  les  représente  sous  des  figures 
sensibles;  et  quoique  lenrs  propriétés  soient  appli- 
cables à l’ordre  physique  ayec  plus  ou  moins  d’exac-  * 
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titude,  suivant  la  perfection  des  instruments  qu’on 
y emploie,  il  n’en  est  pas  moins  certain,  d’après 
ce  que  nous  avons  dit , que  la  géométrie  est  une 
science  purement  intellectuelle,  dont  l’objet  n’existe 
ni  ne  peut  exister  dans  la  nature.  C’est  parce  que 
cet  objet  est  simple  et  qu’il  se  compose  d’un  petit 
nombre  d’idées  primitives  clairement  déterminées, 
qu’il  est  possible,  dans  cette  science,  de  défiuiravec 
précision  tous  les  rapports  et  toutes  les  idées  com- 
plexes qu’elle  embrasse  , et  au  moyen  de  ces  défi- 
nitions de  former  une  chaîne  de  vérités,  liées  inti- 
mement les  unes  aux  autres,  et  qui  toutes  vont  se 
rattacher  à quelques  principes  ou  axiomes  que  l’es- 
prit admet  immédiatement,  et  d’après  l’évidence 
qui  les  accompagne. 

XXXIII. 


De  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  l’objet  géné- 
en*r!f*o  ra^  Kc:°m^tneel  sur  ^es  notions  primitives  qui 
tm-nie  •.  servent  de  fondement  à cette  science,  l’on  en  con- 
mrtho-  dura  qu  elle  ne  peut  présenter  a I esprit  que  deux 

de»  pour  * ■ • I 1 

sortes  de  ventes,  celles  qui  expriment  des  rapports 
montrer.  sjtualjon  entre  fjes  lignes  , des  surfaces,  des  so- 
lides, ou  celles  qui  expriment  des  rapports  de  gran- 
deur entre  ces  mêmes  quantités.  Or,  quoiqu'il  u’y 
ait  qu’une  seule  espèce  de  lignes  droites,  il  y a 
une  infinité  d’espèces  différentes  de  lignes  courbes, 
de  même  que  de  surfaces  et  de  solides,  et  tous  ces 
êtres  étendus  pouvant  varier  à l’infini  leurs  situa- 
tions respectives  dans  l’espace,  admettant  encore 
entre  eux  toute  sorte  de  valeurs  différentes  ou  de 
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rapports  de  grandeur  differents  , il  s’ensuit  que 
cette  science  est  d’une  étendue  sans  bornes;  que 
les  vérités  découvertes  ou  les  rapports  connus,  ne 
sont  qu’un  acheminement  à ceux  qui  restent  à dé- 
couvrir encore,  et  que  les  facultés  de  l’esprit  hu- 
maiu  ne  peuvent  suffire  à épuiser  toutes  les  vérités 
qu’elle  recèle. 

Quelquefois  le  calcul  suffit  pour  prouver  ces 
vérités,  et  cela  arrive  ainsi  lorsqu’ayant  exprimé 
certaines  portions  d’étendue  par  des  nombres,  on 
conclut,  pour  ces  sortes  de  quantités,  les  mêmes 
rapports  que  le  calcul  a fait  découvrir  entre  les 
nombres  qui  les  représentent.  Mais  quoique  cette 
roÀiière  de  démontrer  les  vérités  géométriques 
soit  aussi  sûre,  et  souvent  plus  abrégée , que  la  mé- 
thode synthétique  des  anciens,  nous  en  avons  usé 
le  plus  rarement  qu’il  nous  a été  possible;  persuadés 
que,  pour  éclairer  l’esprit  des  commençants,  et 
former  le  raisonnement,  la  marche  ostensible  de 
la  synthèse  est  de  beaucoup  préférable  à celle  d’une 
analyse,  nécessairement  obscure,  qui , toujours  en- 
veloppée des  règles  et  des  formes  du  calcul,  fait, 
pour  ainsi  dire,  raisonner  mécaniquement  en  obser- 
vant ces  règles,  et  arrive  ainsi  au  but  qu’on  se  pro- 
pose , sans  éclairer  la  route  qui  y mène. 

Outre  cette  manière  générale  de  procéder  par 
Voie  de  synthèse  des  vérités  connues  à celles  qui  ne 
le  sont  pas , les  anciens  nous  ont  transmis  deux 
formes  de  raisonnement  très-usitées  parmi  eux  en 
géométrie,  la  réduction  à V absurde  et  la  superpo- 
sition. Nous  avons  souvent  employé  l’une  et  l’autre 
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de  ces  méthodes , quoique , à l’époque  où  ces  élé- 
ments ont  été  publiés,  les  auteurs  modernes  en 
fissent  généralement  peu  d’usage.  La  première 
consiste  à faire  voir  qu’une  proposition  est  vraie 
par  l’absurdité  qui  s’ensuivrait  en  la  supposant  fausse. 
On  a reproché  à cette  manière  de  raisonner  de  ne 
pas  éclairer  l’esprit  en  lui  montrant  la  vérité;  mais 
il  nous  suffit,  pour  l’adopter,  qu’elle  entraîne  la 
conviction,  et  que  souvent  elle  'offre  une  preuve 
plus  simple  et  plus  abrégée  qu’on  ne  saurait  la 
trouver  dans  une  démonstration  directe.  D’ailleurs , 
il  y a une  foule  de  vérités  en  géométrie  qui  , par 
leur  nature,  ne  peuvent  se  prouver  autrement;  ce  * 
sont  toutes  celles  où  entre  l’idée  de  l’infini  et  qui 
sont  en  grand  nombre.  Il  faut  encore  y avoir  re- 
cours, pour  établir  que  des  quantités  incommensu- 
rables sont  entre  elles  dans  des  rapports  détermi- 
nés, à moins  qu’on  n’ait  déjà  adopté  la  définition 
de  la  proportion  par  les  équimultiples,  telle  que 
Euelide  l’a  donnée  au  commencement  de  son  cin- 
quième livre  ; ce  qui  entraînerait  d’autres  difficultés. 


XXXIV. 


Notion 
«îes  limi- 
te» d'une 
étendue. 


Quant  à la  superposition,  il  nous  a paru  que  de 
tous  les  moyens  de  prouver  que  deux  portions  d’é- 
tendue sont  égales,  il  n’y  en  a pas  de  plus  simple 
que  celui  qu’offre  cette  méthode,  qui  consiste  à 
l'aire  voir,  non  par  une  opération  mécanique  f 
comme  quelques-uns  l’ont  imaginé,  mais  par  une 
transposition  purement  intellectuelle , que  chacune 
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de  ces  étendues  placée  sur  l’autre , la  couvre  par- 
faitement, ou  plutôt  la  pénètre  dans  toutes  ses  par- 
ties. Mais  comme , pour  prouver  cette  mutuelle  pé- 
nétration , il  faut  établir  la  congruence  de  toutes  le» 
limites  qui  terminent  ces  portions  d’étendue,  il  est 
nécessaire  de  prendre  ici  une  idée  exacte  de  ces 
limites.  Pour  cela , il  faut  imaginer  que  deux  éten- 
dues déterminées  de  la  même  espèce,  par  exemple, 
deux  lignes,  deux  surfaces  , etc.  se  rapprochent 
assez  pour  former,  par  leur  juxta-posilion , un  tout 
continu , sans  qu’aucune  partie  de  l’une  se  confoude 
avec  l’autre;  telles  seraient  deux  lignes  droites  qui 
ne  se  toucheraient  que  par  une  de  leurs  extrémi- 
tés, ou  deux  surfaces  triangulaires  qui  n’auraient 
rien  de  commun  , excepté  leurs  bases.  Cela  posé  , 
que  doit-on  entendre  en  géométrie  par  les  limites 
d’une  étendue  déterminée  quelconque?  C’est  ce  que 
cette  étendue  peut  avoir  de  commun  avec  une  autre 
de  la  même  espèce  quelle , sans  cesser  d'être  tout- 
à-Jdit  extérieure  à celle-ci.  Par  là  on  voit  qu’une 
ligne  ne  pouvant  avoir  que  son  extrémité  com- 
mune avec  une  autre , en  lui  restant  extérieure , 
cette  extrémité  ou  ce  point  en  est  la  limite  : par  la  - 
même  raison,  une  surface  est  limitée  par  une  ligne, 
et  un  solide  l’est  par  une  surface.  On  voit  aussi  que 
le  point  n’a  pas  de  limites , ou,  si  l’on  veut  encore, 
qu’il  sc  limite  lui-même  en  tout  sens,  puisqu’il  ne 
peut  toucher  un  autre  point , sans  se  confondre  avec 
lui.  Il  en  est  de  même  d’une  ligne  considérée  quant 
à sa  largeur,  et  d’une  surface  par  rapport  à sou 
épaisseur. 
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XXXV. 

Ce  n’est  pas  sans  raison  que  les  géomètres  cher- 
îaTpne*  c^ent  encore  une  définition  exacte  de  la  ligne  droite. 
dr°iie.  Celle  d’Archimède,  que  nous  avons  adoptée  n ."6, 
"Suppose  que  la  propriété  d’être  le  plus  court  espace 
entre  deux  points , est  une  notion  primitive  de  cette 
ligne,  tandis  que,  si  l'on  en  avait  une  autre  définir 
tion,  cette  propriété  se  présenterait  peut-être  comme 
une  conséquence  de  la  vraie  définition.  Mais  ce 
soupçon  d’inexactitude  est  peu  de  chose  en  compa- 
raison des  défauts  réels  qui  se  trouvent  dans  d’au- 
tres définitions  qu’on  a données  de  cette  ligne. 
Quelques-uns  ont  dit  que  c’était  celle  qui  a tous 
scs  points  dans  la  même  direction,  ce  qui,  dans  le 
fond,  signifie  qu’elle  a tous  ses  points  en  ligne 
droite,  ou  bien  qu’elle  est  une  ligne  droite  : d’au- 
tres, que  c’est  la  trace  d’un  point  qui  se  meut  tou- 
jours dans  la  même  direction  ; mais  outre  le  défaut 
de  la  définition  précédente, celle-ci  introduit  le  mou- 
vement clans  les  premières  notions  d’une  science  qui 
ne  doit  s'occuper  que  de  l’étendue.  Certains  géomè- 
tres ont  encore  cru  définir  la  ligne  droite  en  disant 
que  c’est  celle  dont  une  extrémité  peut  jeter  son  om- 
bre sur  la  ligne  entière  ; mais  qui  ne  voit  que  la  pro- 
priétéde  former  une  ombre,  appartient  seulement  à 
une  étendue  matérielle , et  non  pointàdes  êtresgéo- 
métriques,  qui  n’existent  que  dans  notre  entende- 
ment? D'ailleurs,  n’est-ce  pas  la  rectitude  de  l'om- 
bre qu’il  faudrait  déduire  de  la  notion  de  la  ligne 
droite,  plutôt  que  celle-ci  de  la  première?  Enfin 
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Wolf  définit  la  ligne  droite,  celle  dont  une  partie 
quelconque  est  semblable  au  tout.  Mais  quel- 
que  exacte  que  soit  celte  définition,  d’après  les  prin- 
cipes ontologiques  de  l’auteur,  il  suffit  qu’elle  sup- 
pose la  notion  plus  métaphysique  encore  de  la  si  mi* 
litude y pour  .paraître  plus  obscure  que  la  chose 
qu’on  veut  défiuir,  et  pour  ne  pouvoir  être  em- 
ployée dès  l’entrée  de  la  géométrie. 

XXXVI. 

Nous  en  tenant  donc  à la  définition  qu’Archimède 
a donnée  de  la  ligne  droite,  cherchons  ici  ce  qu’il 
faut  entendre  par  lignes  opposées.  Pour  y par-  »**»• 
venir,  nous  devons  observer,  i.°  que  la  somme  ou 
la  différence  de  deux  lignes  droites,  ne  peut  être 
qu’une  ligne  droite,  d’après  l’idée  qu’on  doit  se  for- 
mer (§.  IV.)  de  l’addition  et  de  la  soustraction; 
a.*  qu’une  ligne,  ainsi  que  toute  quantité  continue 
peut  être  supposée  parvenue  de  zéro  à une  valeur 
déterminée  qu’elle  a toujours,  par  des  accroisse- 
ments successifs  qui  ont  commencé  à une  de  ses  ex- 
trémités, et  qui  ont  fini  à l’autre  (l’extrémité  où 
commencent  ces  accroissements  sera  appelée  l’on* 
gine  de  la  ligne,  et  celle  où  ils  finissent  en  sera  le 
terme').  Ainsi  dans  ot,  l’extrémité  o sera  l’origine, 
et  / sera  le  terme;  il  en  sera  de  même  de  UT  par 
rapport  aux  points  O et  T. 

o 1 

O 5 T M 
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3.°  Pour  avoir  la  somme  de  deux  lignes  O T,  or  , 
il  faut  poser  l’origine  o de  la  seconde  sur  le  terme 
T de  la  première , et  avant  placé  le  point  t dans  la 
direction  de  O T,  afin  que  des  deux  lignes  réunies 
il  en  résulte  une  ligne  droite,  la  somme  s’étendra 
depuis  l’origine  O de  la  première  ligne  jusqu’au 
terme  t de  la  seconde.  Or,  ce  point  / peut  se  placer 
dans  la  direction  de  O T de  deux  manières  diffé- 
rentes, ou  bien  en  tombant  au-delà  de  T,  par  exem- 
ple, en  M,ou  bien  entre  T et  O,  par  exemple,  en  N. 
Dans  le  premier  cas,  la  somme  sera  OM=üT+o/, 
et  dans  le  second,  elle  sera  ON  = OT  — ot  \ ou 
bien  dans  ce  second  cas,  l’addition  de  ces  deux  lignes 
se  changera  en  soustraction.  La  seule  différence 
qu’il  y ait  entre  ces  deux  cas,  c’est  que,  dans  le 
premier,  les  termes  de  chaque  ligne,  savoir,  T et  ty 
sont  situés  dans  le  même  sens  par  rapport  à leurs 
Origines  O et  o,  c’est-à-dire,  à la  droite  de  ces  ori- 
gines; et  dans  le  second,  les  termes  sont  situés  en 
sens  contraire  relativement  à leur  origine;  savoir, 
l’un  à la  droite,  l’autre  à la  gauche  de  son  origine. 
Si  ces  deux  lignes  sont  représentées  par  les  deux 
nombres  a et  b,  il  faudra  donc,  pour  exprimer  leur 
somme,  écrire  dans  le  premier  cas  a + b,  et  dans 
le  second,  a — b\  sans  quoi  la  formule  arithmétique 
n’exprimerait  pas  juste,  dans  ce  second  cas,  la  con- 
dition supposée  que  ces  deux  lignes  ont  leurs  termes 
situés  en  sens  contraires  par  rapporta  leurs  origines. 
Ainsi  deux  lignes  droites , dans  lesquelles  on  suppo- 
sera cette  condition,  seront  dites,  avec  raison,  op- 
posées , parce  que  leur  addition  sc  changera  en  sous- 
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traction  , ce  qui  est  l’essence  de  l’opposition  entre 
.les  quantités.  Pareillement  deux  nombres  opposés 
ne  pourront  être  représentés  pardeux  lignes  droitès, 
qu’autant  qu’on  supposera  dans  ces  lignes  que  le 
terme  de  chacune  est  situé  en  sens  contraire  par 
rapport  à son  origine.  Voilà  pourquoi  le  calcul  fai- 
sant trouver  dans  une  courbe,  par  exemple,  dans 
le  cercle,  des  ordonnées  positives  et  négatives,  on 
les  exprime  géométriquement  par  des  pcipendieù- 
laires  élevées  en  sens  contraires  sur  le  même  dia- 
mètre , parce  que  ces  perpendiculaires  sont  censées 
avoir  leur  origine  dans  le  diamètre,  et  par  consé- 
qnent.leurs  termes  en  sens  contraires  de  leurs  ori5* 
gines. 

XXXVII.  I • • 


Nous  avons  défini  les  lignes  parallèles  en  disant, 
avec  Euclide , que  ce  sont,  celles  qui,  posées  sur  le  »ur  i«* 

a / • ligne* 

meme  plan , ne  se  rencontrent  jamais , a quelque  P«aUè- 
distance  quon  les  prolonge.  Cette  définition  sup-  e* 
pose  deux  choses:  la  première,  qu’il  est  possible  que 
deux  droites  posées  sur  un  plan,  soient  situées  de 
manière  à ne  jamais  se  rencontrer  quel  que  soit 
leur  prolongement;  la  seconde,  que  la  possibilité 
de  cette  situation  est  tellement  évidente  par  elle- 
meme , qu’on  doive  l’admettre  sans  preuve  dans 
une  définition.  Or,  on  ne  peut  disconvenir  que 
l’uue  et  l’autre  de  ces  suppositions  n’aient  besoin 
dette  examinées,  et  que, yen  les  admettant  sans 
des  éclaircissements  qui  les  préparent  et  les  justi- 
fient , Euclide  ne  paraisse  s’écarter  ici  de  sa  rigueur* 
ordinaire. 
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Pour  dissiper  ces  légères  obscurités , qui  se  ré- 
pandent sur  les  premières  notions  de  la  géomé- 
trie s nous  avons  cru  nécessaire,  avant  de  définir 
les  lignes  parallèles,  de  donner  une  idée  exacte 
de  toutes  les  situations  qu’une  dioite  peut  prendre 
par  rapport  à une  autre  posée  sur  le  même  plan , 
et  nous  avons  prouvé  , dans  le  chapitre  II , qu’il  y 
a une  de  rcs  situations  d’après  laquelle  ces  droites 
ne  se  rencontrent  ni  ne  peuvent  se  rencontrer,  à 
quelque  distance  qu’on  les  prolonge.  Avec  ce  pré- 
liminaire indis pensable,  la  définition  d’Euclide  nous 
a paru  offrir  la  notion  la  plus  simple  et  la  plus 
exacte  du  parallélisme , applicable  non-senfemeut 
aux  lignes  droites,  maisaux  art*s  de  cercle,  aux  plans, 
aux  surfaces  courbes,  etc.  et  devoir  surtout  être  | 
préférée  à celle  que  donnent  la  plupart  des  auteurs 
élémentaires,  en  disant  que  deux  droites  sont  pa- 
rallèles , lorsque  leurs  points  correspondants  sont 
à égale  distance  j car  ces  points  correspondants  ne 
pouvant  être  autre  chose  que  les  extrémités  des 
perpendiculaires,  tirées  entre  ces  parallèles,  leur 
définition  revient  à dire  que  deux  lignes  sont  paral- 
lèles,lorsque  les  perpendiculaires  menées enti  eel  les 
6ont  toutes  égales.  Or,  cette  propriété  pouvaut  et  s 
devant  se  prouver,  il  n’est  pas  permis  de  l’avancer 
sans  preuve  dans  une  définition  , comme  si  c’était 
une  notion  primitive  de  la  chose  à définir. 

Il  y aurait  bien  des  remarques  à faire  encore  sur 
la  manière  de  démontrer  les  propriétés  des  lignes 
parallèles  chez  plusieurs  auteurs  d’éléments,  tou- 
jours plus  occupés  de  tournures  faciles  que  d’idées 
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exactes.  Mais  nous  nous  bornons  à dire  que,  sur 
cette  question,  comme  dans  toutes  les  autres,  la 
marche  d’Euclide  nous  a paru  la  plus  simple  et  la 
plus  sûre,  et  que  c’est  celle  que  nous  avons  suivie. 
A la  vérité , sur  la  théorie  des  lignes  parallèles,  on 
lui  a reproché  d’avoir  présenté  comme  axiome  une 
proposition  qui  semble  avoir  besoin  de  preuve,  et 
que  Clfcvius  a cru  devoir  démontrer,  si  toutefois 
on  peut  appeler  démonstration  une  longue  suite  de 
raisonnements,  dont  la  clarté  frappe  moins  que  celle 
de  la  vérité  même  qu’on  cherche  à prouver.  Mais 
cette  objection  nous  a paru  peu  fondée , et  nous 
nous  sommes  bornés  sur  ce  point  à donner  à la 
proposition  d’Euclide  un  énoncé  plus  simple , tel 
qu’on  peut  le  voir  à l’article  3y  de  la  géométrie,  et 
qui  semble  la  mettre  au  rang  des  vérités  évidentes 
par  elles-mêmes  (*). 

XXXVIII. 


L’ordre  des  matières  no  mène  à'  parler  ici  de  nirmn 

*#*  # manie- 

la  définition  de  l’angle  rectiligne,  qui  fut  toujours  rende  dé- 

...  , I , , , \ • finir l’**. 

lecueil  et  presque  le  scandale  de  la  geometrie.  jjWeu. 
On  sait  en  effet  que,  malgré  tous  les  efforts  qu’on  '6°e’ 
n’a  cessé  de  faire,  pour  le  définir,  les  géomètres 
en  cherchent  encore  une  définition  exacte.  Les  uns 
ont  cru  qu’il  fallait  faire  entrer  dans  cette  définition 


( * ) L’axiome  dont  il  est  ici  question  est  le  onzième  du 
premier  livre.  Grègori , dans  sa  traduction  d’Ëuclide , assure 
que,  dans  quelques  manuscrits  , cette  proposition  est  mise 
au  rang  des  demandes  , et  non  pas  des  axiomes. 
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l’idée  d’un  espace  indéfini , renfermé  entre  les  côtés 
de  l’angle;  d’autres  ont  voulu  borner  cet  espace 
par  l’arc  décrit  du  sommet  comme  centre.  Mais  la 
notion  de  l’angle,  ne  présentant  à l’esprit  que  la 
position  de  deux  lignes  qui  se  rencontrent  sans  se 
confondre  ; toute  idée  de  surface  est  absolument 
étrangère  à l’angle.  D’ailleurs,  si  l’on  borne  cette 
surface  par  un  arc,  c’est  alors  un  secteur  cle  cer- 
cle, et  non  pas  un  angle  ; et  si  on  ne  la  borne  pas, 
cet  espace  croissant  à proportion  que  les  côtés  sont 
prolongés,  il  faudra  dire  aussi  que  l’angle  croît  alors; 
ce  qui  est  démontré  absurde.  D’autres  ont  dit  que 
l’angle  rectiligne  est  le  tour  que  fait  une  droite  en 
s’écartant  d’une  autre,  avec  laquelle  elle  a un  point 
commun.  Cette  définition  a été  sans  doute  imaginée 
pour  prouver  que  l’arc  de  cercle  est  la  mesure  de 
l’angle  ; mais  outre  qu’une  pareille  idée  explique 
mal  dans  quel  sens  l’arc  mesure  l’angle,  cette  défi- 
nition a le  défaut  d’employer,  dès  l’entrée  de  la 
géométrie,  l’idée  du  flbuvement,  quoique  étran- 
gère à cette  science,  et  de  présenter  par  ce  tour 
une  notion  vague,  qui  peut  désigner,  et  l^espace 
parcouru  par  la  ligne  qui  tourne , et  le  mouvement 
qui  la  fait  tourner.  D’ailleurs,  ce  tour  n’est  pas  la 
notion  primitive  de  l’angle;  il  n’est  qu’une  des  ma- 
nières dont  on  peut  concevoir  sa  formation,  et  deux 
lignes  immobiles  qui  se  touchent  ou  se  coupent  sans 
se  confondre  , représentent  aussi  exactement  cette 
formation  que  celles  qui  tournent  sur  un  point  com- 
mun. D’autres  enfin  ont  dit  que  l’angle  rectiligne 
est  V ouverture j l'écart  de  deux  lignes  droites  qui- 
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se  rencontrent.  Mais  outre  qu’on  ne  dit  pas  claire- 
ment ce  qu’on  entend  par  cette  ouverture  ou  cet 
écart , que  même  ce  serait  par  l’angle  qu’il  faudrait 
faire  juger  de  la  grandeur  de  l’ouverture,  plutôt 
que  de  se  servir  de  cette  dernière  idée  pour  arri- 
ver à la  première , on  en  pourrait  conclure  encore 
que  le  prolongement  des  côtés  faisant  croître  l’ou- 
verture ou  l’écart  des  lignes,  fait  croître  aussi  l’angle 
qu’elles  forment. 

Du  reste,  quand  une  idée  est' simple,  il  est  im- 
possible de  la  définir,  parce  qu’il  est  impossible  de 
la  décomposer.  Alors,  pour  que  l’esprit  la  conçoive 
d’une  manière  exacte,  ce  qui  est  l’unique  but  de  la 
définition,  il  faut  d’abord  en  écarter  avec  soin  les 
attributs  qu’on  lui  a faussement  supposés;  et  faisant 
comprendre,  par  ce  moyen,  ce  qu’elle  n’est  pas 
plutôt  que  ce  qu’elle  est,  on  parvient  à donner  à 
l’idée  en  question  toute  la  rectitude  dont  elle  est 
susceptible.  Or,  quoique  la  notion  de  l’angle  ne  soit 
pas  simple,  elle  en  approche  tellement  qu’après 
avoir  indiqué  les  fausses  manières  de  le  concevoir, 
il  est  peut-être  inutile  de  chercher  à le  définir  ri- 
goureusement, et  le  mot  seul  fait  assez  entendre 
ce  qu’il  exprime.  Si  l’on  veut  aller  plus  loin , il  fau- 
dra d’abord  fixer  le  sens  précis  des  termes  , et  éta- 
blir clairement  dans  la  définition  que  la  divergence 
initiale  de  deux  lignes  forme  l’angle;  que  cette dif 
vergence  peut  varier  à l’infini , et  qu’elle  ne  dépend 
point  de  la  longueur  de  ces  lignes.  Nous  avons  cru 
atteindre  ce  but,  en  fixant  dans  l’article  zi , l’idée 
qu’on  doit  se  faire  de  Y inclinaison  de  deux  lignes 
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droites  qu'on  confond  souvent,  et  mal  à propos,  avec 
leur  obliquité.  Nous  avons  prouvé,  dans  l’article 
22,  que  le  prolongement  de  ces  lignes  ne  peut  faire 
varier  leur  inclinaison,  et  de  là  s’est  ensuivie  sans 
équivoque  et  sans  obscurité  la  huitième  définition 
du  premier  livre  d’Euclide,  ainsi  conçue:  L’angle 
est  la  mutuelle  inclinaison  de  deux  lignes  qui  se 
rencontrent  sans  se  confondre , nous  avons  cru  que 
cette  définition  avec  les  éclaircissements  que  nous 
venons  de  donner  était  préférable  à toute  autre,  et 
nous  l’avons  adoptée  dans  l’article  23. 

XXXIX. 

i?on**7ur  ^ manière  de  mesurer  un  angle,  telle  qu’on  l’a 
'\rXu"  généralement  présentée  jusqu’ici , nous  a paru  mé-  j 
l’angle.  rjter  encore  quelques  observations  dans  un  ouvrage 
où  rien  ne  peut  remplacer  l’exactitude  du  raison- 
nement et  l’accord  des  principes.  Car  dire,  sansautre 
explication,  qu’un  angle  est  mesuré  par  un  arc  de 
cercle  décrit  deson  sommet  comme  centre, c’est  ren-* 
verser  la  notion  des  mesures,  d’après  laquelle  il  est 
hors  de  doute  qu’une  quantité  qui  en  mesure  une  au- 
tre doit  toujours  être  de  même  espèce  que  la  quautité 
mesurée.  Il  a donc  fallu  remonter  plus  haut,  et  iàire 
voir  qu’à  proprement  parler,  un  angle  n’est  mesuré 
que  par  un  angle  plus  petit  que  lui,  que  celui-ci 
l’est  par  un  autre  plus  petit  encore,  et  ainsi  succes- 
sivement, de  même  que  dans  les  longueurs  une 
ligne  est  mesurée  par  le  mètre,  le  mètre  par  le 
décimètre,  celui-ci  par  le  centimètre,  etc.  Mais 
comme  (ainsi  que  nous  l’ayons  prouvé  par  la  super* 
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position)  le  rapport  de  l’angle  mesuré  à celui  qui 
sert  de  mesure,  est  le  meme  que  le  rapport  qui  se 
trouve  entre  l’arc  intercepté  par  les  côtés  du  pre- 
mier, et  décrit  de  son  sommet,  comme  centre,  et 
l’arc  d’un  égal  rayon  décrit  du  sommet  du  second, 
on  peut  dire  que  cet  arc,  par  son  rapport  avec  l’au- 
tre , exprime  la  valeur  de  l’angle , ou , ce  qui  est  le 
môme,  son  rapport  avec  celui  qui  sert  d’unité.  Cet 
arc  n’est  donc,  à la  rigueur^  que  Cexposant  de  la 
grandeur  de  l’angle,  et  non  point  sa  mesure,  ainsi  que 
le  logarithme  d’un  nombre  est  l’exposant  de  la  va- 
leur  de  la  raison  qu’il  y a entre  ce  nombre  et  l’unité, 
et  non  pas  la  mesure  de  cette  raison.  Il  nous  pa- 
raît qu’en  comparant  ce  que  nous  venons  de  dirè  ici 
sur  les  arcs  de  cercle  employés  comme  mesure  des 
angles,  avec  ce  que  nous  avons  dit  ailleurs  des  lo- 
garithmes, l’analogie  entre  les  arcs  et  les  loga- 
rithmes se  présente  clairement,  et  toutes  les  in- 
ductions qui  s’ensuivent  de  ce  que  nous  venons  de 
dire,  prouvent  que  leclairci»sement  apporté  dans  , 
la  manière  de  concevoir  la  mesure  des  angles  par 
les  arcs  de  cercle,  était  une  rectification  nccessair? 
dans  la  doctrine  des  éléments.  Nous  ignorons  si 
quelque  autre  avant  nous  a employé  cette  idée  aussi 
simple  que  vraie  ; mais  quoi  qu’il  en  soit  de  ce  point 
peu  imjjortant,  elle  a paru , dès  1781 , dans  la  pre- 
mière édition  de  ces  éléments,  et  des  auteurs  re- 
commandables l’ont  adoptée  depuis. 
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X L. 


Paralo- 
gisme 
ordinai- 
re dans 
la  théo- 
rie des 
lignes 
jiropor- 
tionnel- 
1 e s : ma- 
niéré de 
Té  ri  ter. 


Toutes  les  fois  qu’il  s’agit  de  faire  voir  que  deux 
surfaces  ou  deux  solides  sont  dans  le  rapport  de 
deux  autres  quantités,  on  se  borne , dans  la  plupart 
des  ouvrages  modernes,  à établir  cette  analogie 
pour  le  cas  simple  et  facile  où  l’on  suppose  ces 
quantités  commensurables  entre  elles  ( * ).  Mais  il 
faudrait  que  la  preuve  , pour  être  complète,  s’é- 
tendît également  aux  cas  où  ces  quantités  seraient 
supposées  incommensurables;  et  on  ne  peut  y pai- 
venir  d’une  manière  directe  , qu’en  adoptant  la  dé- 
finition qu’Euelide  a donnée  de  la  proportion , au 
commencement  de  son  cinquième  livre;  ce  qui  en- 
traînerait quelques  autres  difficultés  qu’on  a cru  utile 
d’écarter  des  éléments.  Il  a donc  fallu  que  tous  les  au- 
teurs, qui , sans  ce  moyen , ont  voulu  prouver  cette 
analogie  dans  le  cas  de  l’incommensurabilité,  eussent 
recours  à la  réduction  à l’absurde,  ainsi  que  nous 
en  avons  usé  aux  numéros  ioi  , 221 , etc.  C’est  pour 
avoir  négligé  de  prouver  que  deux  triangles  ou 
^eux  parallélogrammes  de  même  hauteur , sont 
entre  eux  comme  leurs  bases,  soit  commensurables, 
soit  incommensurables,  que  la  plupart  des  auteurs 
inodernes  ont  laissé  introduire  un  paralogisme 
frappant  dans  la  théorie  des  lignes  proportionnelles. 


(*)  On  n’entend  parler  dans  cet  endroit  que  des  éléments 
publiés  en  France,  et  avant  ceux-ci  : ces  sortes  d’inexacti- 
tudes et  beaucoup  d’autres  sont  moins  communes  aujour- 
d’hui ( Voyez  la  note  sur  le  parag.  XLII , pag.  LXVIl  ). 

Pour 


Digitized  by  Google 


PRÉLIMINAIRE.  Ixv 

Pour  établir  cette  théorie,  ils  supposent  d'abord 
que  de  deux  lignes  concurrentes  AH,  a h (FiG.44), 
l’une , par  exemple,  AH  , ayant  été  partagée  en  un 
certain  nombre  de  parties  égales,  aux  points  D,  E , 
F,  G , l’on  mène  par  ces  points  des  lignes  paral- 
lèles à H h , lesquelles  partageront  A h en  un  même 
nombre  de  parties  égales  entre  elles;  et  de  là  ils 
concluent , avec  raison , que  l’on  a AF  : F H ; ; A f : 
fh.  Mais,  généralisant  ensuite  celte  conséquence, 
ils  en  déduisent  que,  dans  tous  les  cas,  deux  lignes 
qui  font  un  angle  étant  coupées  par  des  parallèles , 
le  sont  en  parties  proportionnelles.  Or , cette  con- 
clusion s’étend  évidemment  plus  loin  que  le  prin- 
cipe; car  n’ayant  raisonné^  jusque-là  que  dans  l’hy- 
pothèse où  les  segments  de  l’une  de  ces  lignes, 
comme  AF,  F H,  sont  commensurables  entre  eux, 
ou  bien  divisibles  en  parties  égales,  AD,  DE, 
E F,  etc.  on  n’en  peut  rien  conclure  pour  un  nom- 
bre infini  de  cas  différents  où  l’on  supposerait  ces 
mêmes  segments  A F,  F H , incommensurables  l’un 
à l’autre. 

Le  seul  moyen  qu’on  ait  trouvé  pour  éviter  ce 
faux  raisonnement , a été  de  supposer  la  ligne  AH 
divisée  en  parties  infiniment  petites,  parce  que, 
avec  une  telle  unité  de  mesure,  il  11’y  a rien  d’in- 
commensurable. Mais,  outre  que  c’est  là  dénaturer 
]a  question, que  d’ailleurs  l’idée  de  l’infini  est  hors  de 
sa  place  à l’entrée  de  la  géométrie,  qui  ne  voit  qu’on 
substitue  ici  un  faux  principe  à un  faux  raisonne- 
ment;car  il  11’existe  pas  de  lignes  infiniment  petites. 
Pour  éviter  touscesinconvénients.il  suffit  de  prouver 
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d’abord  que  les  triangles  de  meme  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases , soit  commensura- 
bles,  soit  incommensurables;  et  delà  s’ensuit , sans 
restriction  , la  vérité  qu’on  veut  établir  ici , savoir, 
que  si  deux  lignes  concurrentes  sont  coupées  par 
des  parallèles,  leurs  segments  sont  proportionnels 
entre  eux,  qu’ils  soient  commensurables  ou  qu’ils 
ne  le  soient  pas. 

X L I. 

çwrra.  On  définit  ordinairement  les  figures  semblables 

h»  Uru-  (et  Euclide  les  a définies  de  même)  en  disant 

Lubie”  qu’elles  ont  un  même  nombre  d’angles,  les  angles 
respectivement  égaux , et  les  côtés  autour  de  ces 
angles  proportionnels.  Cette  définition  nous  a paru 
renfermer  une  propriété  qu’on  ne  peut  accorder 
sans  preuve,  et  qui  doit  s’ensuivre  d’une  notion 
primitive  et  générale  de  la  similitude  entre  deux 
figures  quelconques , soit  solides, soit  superficielles. 
Nous  avons  cru  trouver  cette  notion  en  disant  que 
la  similitude  de  deux  figures  ou  de  deux  portions 
limitées  d’étendue , quelles  qu’elles  soient,  consiste 
en  ce  qu’elles  ne  diffèrent  l’une  de  l’autre  que  par 
leur  grandeur  seulement.  De  cetteraanière  d’envi- 
sager la  similitude  en  général,  on  a déduit  plusieurs 
conséquences  importantes,  et  surtout  la  propriété 
par  laquelle  on  a voulu  définir  les  figures  planes 
semblables;  ce  qui  prouve  que  celte  propriété  n’est 
pas  la  plus  simple,  et  quelle  ne  doit  pas  former  la 
définition  dont  il  s’agit.  Leibnitz  a donné  le  pre- 
mier une  exacte  notion  de  la  similitude , en  disant  : 
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Simiha  sunt  (juœ  non  possunt  distingui  msi  per 
cornprœsentiam  j et  nous  n’avons  pris  une  tour- 
nure différente,  en  appliquant  cette  idée,  aux 
%u.  es  géométriques , que  pour  éviter  les  éclaircis- 
sements métaphysiques  que  demanderait  Je  mot 
comprœsentia  , employé  dans  la  définition  de 
•Leibnitz. 

X L I I. 

Dans  tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  la  mesure  tufu»«- 
et  sur  les  rapports,  tant  des  surfaces  que  des  so- 
lidcs,  nous  avons  évité  avec  soin  les  principes  tirés  Ti»ibî««[ 
de  la  méthode  des  indivisibles , dont  la  plupart 
des  éléments  modernes  font  un  continuel  usage (*). 

Cette  méthode  a pour  principe  que  la  ligne  est 
composée  de  points  placés  à côté  les  uns  des  autres; 
la  surface  de  lignes  parallèles  qui  se  touchent , et  Je 
solide  de  surfaces  toutes  semblables  et  égales,  po- 
sées les  unes  sur  les  autres;  et  comme  tous  ces 
éléments  sont  supposés  indivisibles , la  méthode 


( ) On  ne  parle  ici  que  des  éléments  qui  ont  paru  en 
France,  et  il  y a peu  d’années  qu’il  eût  été  difficile  de 
trouver  une  exception  à cet  égard  parmi  ceux  qui  ont  été 
publiés  depuis  que  l’on  a cessé  d’étudier  Euclide;  c’est-à- 
dire  , depuis  environ  un  siècle.  Il  en  est  autrement  aujour- 
d’hui , et  nous  devons  au  C.  Legendre  des  éléments  de 
géométrie  qui  réunissent,  à tous  égards,  la  rigueur  antique 
avec  la  clarté  moderne.  Ceux  du  C.  Lacroix , qui  ont  paru 
depuis,  tout  aussi  recommandables  par  l'exactitude  des 
méthodes , forment  la  seconde  exception  qui  nous  soit  con- 
nue en  ce  genre. 
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fondée  sur  cette  supposition  a été  appelée  la  mé- 
thode des  indivisibles.  Ce  n’est  pas  sans  raison  cpie 
de  tels  principes  ont  toujours  été  rejetés  par  des 
géomètres  du  premier  rang.  Qui  ne  voit,  en  effet, 
qu’en  admettant  des  points  qui  se  touchent  sans  se 
confondre,  des  lignes  droites,  qui  , en  s’appliquant 
les  unes  à côté  des  autres,  forment  une  surface, 
des  surfaces  qui,  par  leur  entassement,  font  un 
solide;  on  suppose  que  ces  points  ont  une  étendue 
en  tout  sens,  que  ces  lignes  ont  une  largeur,  et  ces 
surfaces  une  épaisseur.  Il  faut  donc  dire  alors  que 
ce  ne  sont  plus  des  points,  des  lignes  , des  surfaces, 
tels  qu’onJcs  a considérés  dans  les  premières  notions 
de  la  géométrie;  ou  bien  que  la  négation  d’éten- 
due, de  largeur,  de  profondeur , peut  former  un 
être  étendu  , large  et  profond.  D’ailleurs,  comment 
admettre,  en  géométrie,  une  étendue  indivisible, 
comme  si  cette  étendue  n’était  pas  une  quantité,  ou 
bien  que  toute  quantité  ne  fût  pas  divisible  à l’in- 
fini? Ainsi , ou  les  principes  de  cette  méthode  sont 
faux,  ou  les  expressions  en  sont  si  éloignées  du 
langage  sévère  de  la  géométrie,  qu’on  ne  saurait 
l'admettre  dans  les  éléments  , quelque  avantage 
qu’elle  procure  d’ailleurs.  Afin  d’en  mieux  sentir 
les  inconvénients,  supposons  que,  d’après  cette 
méthode,  on  veuille  prouver  que  deux  parallélo- 
grammes de  même  hauteur,  l’un  droit  et  l’autre 
oblique,  sont  égaux  en  surface.  Pour  établir  cette 
vérité, on  dira  que  ces  deux  parallélogrammes  sont 
composés  d’un  même  nombre  d’éléments  ou  de 
lignes  parallèles  à la  base;  c/ue  d’ailleurs  toutes 
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ces  lignes  sont  égales  à la  base  commune,  et  par 
conséquent  égales  entre  elles;  etqu’ainsi  les  paral- 
lélogrammes sont  égaux.  Mais  qui  ne  voit  qu'il  y 
a un  vice  essentiel  daqç  ce  raisonnement?  car,  ou 
bien  ces  éléments  sont  sans  largeur,  et.  alors  ce 
sont  des  lignes  droites,  qui  , posées  les  unes  à côté 
des  autres,  doivent  se  coufondre  en  une  seule,  quel- 
que grand  nombre  qu’on  en  suppose  ( §.  XX^l  V i)  ÿ 
ou  bien  ils.  ont  une  lqrgeur,  et  alors,  ça  : sont  de 
petites  surfaces.  Dans  ce  cas,  il  restera  à, prouver 
que  chaque  petite  surface  du  parallélogramme  droit 
est  égale  à la  petite  surface  du  parallélogramme 
oblique.  Or,  comme  ces  surfaces,  quelque  petites 
qu’on  les  suppose,  forment  elles-mêmes  des  paral- 
lélogrammes, l’un  droit  et  l’autre  oblique,  ilres- 
tera  à faire  voir  ce  qui  était  en  question;  c’est-à- 
dire,  que  le  parallélogramme  droit  vaut  le  parallé- 
logramme oblique  de  même  base  et  de  même  hau- 
teur. Sous  quelque  dénomination  que  se  présentent 
ces  indivisibles  dans  la  doctrine  des  solides,  où  ils 
sont  appelés,  tantôt  surfaces  } tantôt  tranches  inji- 
niment  minces,  tantôt  poinfç  solides , ils  entraînent 
la  même  pétition  de  principe.  Ainsi , quoique  facile 
et  expéditive  dans  plusieurs  cas  , cette  méthode  doit 
être  rejetée  des  éléments  rie  géométrie , où  la  ri- 
gueur doit  l’emporter  sur  toute  autre  considération 
si , malgré  ses  expressions  dures  et  anti-géométri- 
ques ? on  en  voulait  faire  usage,  on  ne  le  pourrait 
q ii’apres  avoir  prouvé  que  la  méthode  des  indivi- 
sibles est  toute  fondée  sur  celle  d’exhaùstion  , ainsi 
que  nous  l’avons  montré  pour  la  théorie  de  l’infini* 
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Alors,  il  faudrait  adopter  un  autre  langage,  et 
donner  aux  démonstrations  une  tournure  bien  dif- 
férente de  celle  qu’on  emploie  dans  la  doctrine  des 
indivisibles.  Il  faudrait  encore  , avant  d’exposer 
cette  méthode,  établir  quelques  principes  sur  les 
propriétés  des  limites  en  général,  que  les  commen- 
çants entendraient  difficilement  lorsqu’ils  arrivent 
à ces  propositions  de  géométrie,  où  il  faut  opter 
entre  la  méthode  des  indivisibles  et  celle  d’Euclide. 
C’est  pourquoi  il  n’y  a pas  à balancer  dans  le  choix. 
A la  vérité,  en  suivant  la  marche  d’Euclide,  les 
démonstrations  deviennent  un  peu  plus  difficiles  à 
saisir  pour  les  commençants;  mais  on  n’en  peut 
rien  conclure  , si  ce  n’est  qu’il  faut  faire  en  sorte 
d’y  répandre  la  clarté  qui  y manque  peut-être.  C’est 
vers  ce  but  que  nous  avons  dirigé  nos  efforts,  sur- 
tout dans  la  théorie  des  solides,  qui  est  la  plus  diffi- 
cile des  éléments  ; et  dans  laquelle  nous  avons  tâché 
de  réunir  l’exactitude  des  anciennes  méthodes  avec 
la  facilité  des  modernes. 

* * i •.  . I • • • 

' X L I I I. 

aTitîcùî  ^ nous  reste  à parler  ici  du  calcul  différentiel 

diffiren-  dont  nous  n’avons  donné  que  les  premières  notions, 
parce  qu’elles  remplissent  suffisamment  l’objet  que 
nous  nous  sommes  proposé  dans  cet  ouvrage.  Le 
chapitre  qui  sert  d’introduction  à ce  calcul,  traite 
d’un  sujet  intéressant,  et  qui  n’avait  pas  encore 
paru  dans  les  éléments  de  mathématiques.  On  a 
voulu  prouver  que  le  calcul  différentiel,  de  quelque 
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manière  qu’on  l’envisage,  ou  comme  analyse  des 
infiniment  petits,  et  tel  que  Leibnitz  l’a  fait  con- 
naître , ou  séparé  de  toute  idée  de  l’infini  , ainsi 
qu’on  peut,  en  effet,  le  considérer , se  fonde  di- 
rectement sur  la  méthode  des  dernières  raisons, 
qui  n’est  elle-même  qu’une  application  de  la  mé- 
thode d’ejT haustion  ou  des  limites  de  l’ancienne 
géométrie  (*), 

D’Alembert  nous  paraît  être  le  premier  qui  ait 
voulu  ramener  le  calcul  différentiel  aux  principes 
de  cette  méthode  ; mais  les  géomètres  regrettent 
qu’il  n’ait  traité  une  question  si  importante  que 
dans  celui  de  ses  ouvrages,  qui  se  prêtait  le  moins 
aux  développements  qu’elle  exige  (**  ).  Cette  cir- 
constance nous  a privés  sans  doute  de  grands  per- 
fectionnements dans  cette  partie  de  l’analjse  (***). 


(*)  J’ai  traité  la  même  question  dans  deux  mémoires  im- 
primés , tonies  I et  III  du  recueil  de  l’Académie  des  sciences 
de  Toulouse.  Ceque  j’en  ai  dit  dans  ces  éléments  n’est  qu’un 
extrait  de  ces  mémoires.  . . , ; t 

(**  ) Voyez  Mélanges  de  littérature,  tom.  V,  paragra- 
phe XIV.  , 

(***)  Le  C.  Lagrange,  dans  l’ouvragé  intitulé  : Théo- 
rie des.  fonctions  analytiques  , imprimé  en  l’an  V,  a 
rahiené  le  calcul  différentiel  aux  principes  de  l’algèbre 
ordinaire,  sans  employer  ni  l’idée  de  l’infini  ni  le 3 mét 
thodes  des  anciens.  Nous  u’avons  pu  profiter  ici  de  cette 
belle  découverte,  parce  qu’elle  suppose  des  connaissances 
préliminaires  qui  ne  pouvaient  trouver  place  dans  ces  élé- 
ment?. 1 • • : . . 
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Forcés  de  nous  occuper  de  la  même  question , voici 
de  quelle  manière  nous  l’avons  envisagée. 

i.°  Nous  observerons  d’abord,  pour  être  exacts, 
que , quoique  la  méthode  des  dernières  raisons  ne 
soit  qu’une  branche  de  celle  des  limites,  cependant 
puisque  ces  deux  méthodes  sont  distinctes  dans  l’es- 
prit des  géomètres,  et  qu’on  ne  peut>  sans  confu- 
sion, attribuer  à l’une  ce  qui  appartient  à l’autre, 
nous  ne  parlerons  ici  que  de  celle  des  dernières 
raisons,  parce  quelle  seule  nous  a guidés  dans 
cette  recherche;  et  les  théorèmes  I et  II  du  cha- 
pitre servant  d’introduction  au  calcul  différentiel  , 
l’un  et  l’autre  connus  des  anciens,  sont  les  deux 
premiers  principes  de  celte  méthode  qui  nous  ont 
paru  se  rapporter  directement  à la  question  pré- 
sente, et  fournir  d’utiles  applications. 

a.”  Parmi  les  diverses  espèces  de  quantités  varia- 
bles, les  unes  cessent  d’exister  par  un  anéantisse- 
ment absolu,  et  celles-là  ont  pour  limite  zéro  : les 
autres  finissent  par  une  simple  transformation  qui 
les  change  en  quantités  d’une  espèce  différente, 
et  les  limites  de  celles-ci  sont  ces  nouvelles  quan- 
tités avec  lesquelles  les  premières  tendent  à se 
confondre.  C’est  ainsi  que  dans  une  courbe  RM  A 
( fig.  J 46)  qui  tourne  sa  concavité  vers  l’axe  des 
abscisses,  les  sécantes  qui  passent  par  le  point  M 
cessent  d’exister  en  devenant  la  tangente  M T , les 
sous-sécantes  en  devenant  la  sous-tangente  QT; 
tandis  que  les  différences  RN,  MN,  de  deux  coor- 
données, ne  peuvent  cesser  d’être,  par  le  rappro- 
chement continuel  du  point  R yera  M , qu’en 
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devenant  zéro.  Il  est  essentiel  dans  cette  question 
de  ne  pas  confondre  ces  deux  cas  ; et  le  théo- 
rème III  nous  fait  voir  que,  dans  le  second , la  der- 
nière  raison  entre  deux  suites  de  quantités  varia* 
blés , assujetties  à une  loi  constante  et  comparées 
terme  à terme,  est  celle  de  leurs  limites;  au  lieu 
que,  dans  le  premier  cas,  c’est-à-dire , lorsque  les 
limites  sont  zéro  (ce  qui  est  précisément  l'hypo- 
thèse du  calcul  différentiel),  le  théorème  dont  il 
s’agit  ne  peut  avoir  d’application,  parce  qu’on  ne 
peut  concevoir  de  rapport  entre  o et  o , et  que 
d’ailleurs  l’expression  insignifiante  de  o : o n'ap- 
prendrait rien  sur  la  valeur  dè  la  dernière  raison 
qu’on  voudrait  lui  faire  représenter. 

3.°  Cependant,  dans  ce  premier  cas,  ou  lorsque 
deux  séries  décroissantes  descendent  jusqu’à. zéro, 
avant  de  chercher  l’expression  de  la  dernière 
raison  entre  les  termes  correspondants  rie  ces  sé- 
ries, il  fallait  s’assurer  qu’il  en  peut  exister  une , 
quoique  les  variables  elles-mêmes  s’évanouissent 
ou  aboutissent  à zéro,  et  le  théorème  IV  établit 
cette  importante  vérité,  dont  le  calcul  différentiel 
n’est  qu’une,  continuelle  application. 

, 4.”  Dès  qu’il  peut  exister  dans  l’hypothèse  pré- 
sente, c’est-à-dire  , lorsque  deux  suites  de  variables 
décroissent  jusqu’à  s’évanouir,  une  dernière. raison 
entre  Iqs  termes  correspondants,  sans  qu’elle  soit 
la  raison  de  leurs  limites , il  reste  à chercher  où 
elle  sera  prise  , et  le  théorème  V nous  fait  voir 
qu’elle  doit  l’être  dans  une  suite  parallèle  de  rai-* 
sous  entre  des  quantités  dépendantes  des  premières , 
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mais  qui  ne  s’évanouissent  pas  lorsque  celles-ci  de- 
viennent zéro. 

Une  fois  parvenus  à cette  vérité,  la  plus  impor- 
tante de  toutes  dans  cette  recherche , on  a vu  qu'il 
fallait  employer  une  caractéristique  pour  désigner 
la  présence  de  la  dernière  raison  prise  hors  la  suite 
des  variables  évanouissantes,  et  l’on  a adopté,  pour 
cet  usage , la  lettre  minuscule  d parce  qu’elle  est 
l’initiale  du  mot  dernier.  Dès-lors,  dx  \ dy  — a\  b , 
»’a  désigné  autre  chose  pour  nous , si  ce  n’est  que 
les  variables  x } y sont  parvenues  à zéro,  et  que 
leur  dernière  raison  est  celle  de  a : b.  Il  y aurait, 
en  effèt,  contradiction  manifeste  à supposer  ici  que 
dx}  dy  pussent  être  des  quantités  réelles,  et  dé- 
signer en  même  temps  la  présence  de  la  dernière 
raison,  puisque,  dans  l’hypothèse  actuelle,  cette 
dernière  raison  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque  les 
variables  x t y,  sont  zéro. 

Des-lors,  il  a été  facile  de  nous  faire  une  idée 
exacte  du  calcul  différentiel , qui  n’est  autre  chose 
que  la  méthode  de  trouver  la  dernière  raison  entre 
la  différence  finie  de  deux  ordonnées  et  celle  de 
leurs  abscisses , lorsque  ces  différences  décroissent 
jusqu’à  s’évanouir.  Il  nous  a été  facile  également 
de  différencier  l’équation  d’une  courbe , et  de  dé- 
terminer sa  tangente,  sa  sous-tangente,  et  toutes 
les  lignes  qui  en  dépendent , sans  employer  d’autre 
élément  de  calcul  que  celui  des  différences  des 
coordonnées,  tantôt  finies,  tantôt  milles.  Nous  en 
avons  donné  un  exemple  à l’article  477,  et  la  même 
méthode  pouvant  s’appliquer  à tous  les  cas,  il  nous 
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a paru  suffisamment  prouvé  que  la  théorie  du  cal- 
cul différentiel  peut  être  déduite  de  la  méthode 
des  dernières  raisons,  sans  y mêler,  en  aucune  ma- 
nière, l’idée  de  l’infini. 

Mais  puisque  Leibnitz,  en  faisant  une  heureuse 
application  de  cette  idée,  a trouvé,  pour  cette 
branche  d’analyse,  des  règles  de  calcul  simples  , 
d’une  facile  exécution,  d’une  certitude  incontesta- 
ble, et  que  rien  ne  saurait  les  remplacer  sous  ces 
rapports  essentiels  ; que  d’ailleurs  tous  nos  géo- 
mètres ont  adopté,  et  sa  notation  et  ses  règles,  il 
ne  nous  restait  qu’à  nous  y conformer  nous-mêmes, 
surtout  dans  un  ouvrage  qui  doit  servir  d’introduc- 
tion à tous  les  autres,  et  à faire  en  sorte  de  dissi- 
per , par  les  principes  que  nous  avons  posés , les 
obscurités  qu’on  a justement  reprochées  à la  mé- 
taphysique de  sa  méthode.  La  comparaison  des 
procédés  de  calcul  dans  l’une  et  l’autre  manière 
tic  différencier , c’est  à-dire,  d’après  la  méthode  de 
Leibnitz,  et  d’après  celle  des  dernières  raisons, 
nous  a paru  devoir  jeter  quelque  lumière  sur  ce 
point  important. 

Soit  donc  l’équation  la  plus  simple  possible,  celle 
de  la  parabole  ordinaire  y y = px\  qu’on  la  diffé- 
rencie d’abord  (exemple  A)  d’après  la  méthode 
des  dernières  raisons,  en  prenant  (comme  il  est 
dit  art.  492  et  478  ) la  majuscule  D pour  la  ca- 
ractéristique des  différences  finies  , et  la  minuscule 
d pour  celle  des  différences  nulles  , telles  qu’on 
doit  les  supposer  pour  arriver  à leur  dernière  rai- 
son, d’après  l’art.  476.  On  substituera  + à 
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la  place  de  y,  x + Dxk  la  place  de  x,  et  l’on  aura 
l’équation  E ; on  soustraira  la  proposée  de  celle-ci , 
il  viendra  l’équation  F,  qui  est  l’équation  aux  dif- 
férences finies,  dans  laquelle  on  ne  fait  autre  chose 
que  transporter  , comme  il  le  faut  nécessairement, 

, l'origine  de  la  courbe  du  point  A ( fig.  146)  au 
point  M,  afin  d’avoir  pour  nouvelles  variables  les 
différences  finies  Dx,  D j.  Cherchant  alors  les 
deux  suites  parallèles  de  raisons  qu’il  faut  avoir 
d’après  le  théorème  V pour  arriver  à la  dernière 
raison,  on  a l’équation  G,  dans  laquelle  deux  rai- 
sons égales  marquent  l’origine  de  ces  deux  suites  : 
supposant,  pour  arriver  à la  dernière  raison , que 
D x,  Djr  sout  évanouies  ou  égales  à zéro  dans  cette 
équation  , et  se  servant  alors  de  la  caractéristique 
d pour  indiquer  la  présence  de  la  dernière  raison  , 
on  a l’équation  finale  H.  .1  . . > ■ ■ 

* î l , 

• * i . * * 

Exemple  A.  • 

Différenciation  de  T équation  y y = p x d'après  la 
méthode  des  dernières  raisons.  , ; 


E. . 

F. . 

G. . 

H. . 


1 

y2  + tij  D y + (Dj')2=/>3'  + />D;r. 

tiy  Djy  -f  ( Djy)2  =p  D xAl,  ■ 

.Dx:  D y — 2 y +iDy  : p 


0 : 0 )= 

l d x : dr  j 
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Exemple  B. 

Différenciation  de  déquation  y y = p x dé  après  la 
méthode  de  Leibnitz. 

E'..  .y2  + zydy  + (dy)*  =:p  x+p  dx 

F' 2 J ydj  + ( djY  = pdx 

G' d x : dy  = 2.  y -j-  dy  : p 

H' d x : d y = 2 y : p. 

Pour  différencier  (exemple  B)  la  même  équa- 
tion  J y =px  d’après  la  méthode  de  Leibnitz,  je 
dois  raisonner  et  procéder  ainsi  : Supposons  que 
d y soit  la  variation  infiniment  petite  de  y,  et  dx 
celle  de.z;  substituons  dans  la  proposée  y +dy 
«t  la  place  de  y,  et  x-\-dx  à la  place  de  x,  il 
vient  l’équation  E'  ; soustrayons  la  proposée  de 
celle-ci , on  a l’équation  F';  établissant  une  propor- 
tion entre  les  facteurs  des  deux  membres,  il  vient 
G';  enfin  dans  celle-ci,  effaçant  dy  de  la  seconde 
raison  , parce  que  c’cst  un  infiniment  petit  ajouté 
à une  quantité  finie  qui  ne  peut  l’augmenter,  j’ai 
1 équation  finale  fF;  sur  quoi  on  fera  les  observa- 
tions suivantes  : 

i ° Cet  exemple  qui , pour  le  but  que  nous  nous 
préposons,  ne  peut  qu’être  conforme  à tous  ceux 
qu’on  pourrait  imaginer  , démontre  la  parfaite 
analogie  qui  se  trouve  entre  fa  méthode  des  infini- 
ment petits  et  celle  des  dernières  raisons;  il  prouve 
clairement  que  leur  marche  est  semblable  , leur 
origine  commune,  et  que  les  résultats  en  sont  les 
mêmes. 
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a.°  II  fait  voir  en  outre  que , clans  la  méthode 
de  Leibnilz,  les  infiniment  petits  sont  pris  dans  deux 
sens  opposés,  tantôt  comme  quantités  réelles,  tan- 
tôt comme  zéro,  et  qu’ils  doivent  être  pris  ainsi 
pour  que  les  résultats  du  calcul  soient  exacts.  On 
les  prend  pour  des  quantités  réelles  dans  les  équa- 
tions préparatoires,  quand  on  substitue  x-\-  dx  à 
x , y dy  à y,  parce  qu’alors  dx,  dy , corres- 
pondent à nos  différences  finies  Dx,  D y,  des  équa- 
tions E,  F,  G,  de  l’exemple  A.  On  les  prend  pour 
zéro  dans  l’équation  finale  H'  de  l’exemple  B qui 
répond  à l’équation  H de  l’exemple  A,  parce  que, 
s’il  en  était  autrement,  on  n’aurait  point  la  condi- 
tion qui  donne  la  dernière  raison , laquelle  condi- 
tion consiste  à ^supposer  ces  différences  nulles;  et 
il  est  à remarquer  que , sans  cette  double  accep- 
tion des  dx,  d y,  la  méthode  de  Leibnitz  se- 
rait fausse,. ou  plutôt  elle  n’aurait  pas  existé.  Eu 
effet,  si  on  eût  supposé  ces  différences  partout 
égales  à zéro,  soit  dans  les  équations  préliminaires, 
soit  dans  l’équation  finale,  on  aurait  substitué  x +o 
à x,  et  y -f  o à y,  ce  qui  eût  présenté  une  trans- 
formation illusoire  dans  l’équation  de  la  courbe, 
et  n’eût  point  changé  réellement  l’origine  de  ses 
coordonnées,  condition  cependant  essentielle,  sans 
laquelle  on  n’eût  pu  avoir  pour  nouvelles  variables 
les  différences  de  ces  mêmes  coordonneés,  dont  on 
aurait  cherché  la  dernière  raison , et  on  eût  manqué 
par  là  le  but  du  calcul  différentiel. 

Si  , au  contraire,  on  avait  supposé  que  ces  diffé- 
rences étaient  partout  des  quantités  réelles , tant 
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dans  les  équations  préparatoires  que  dans  l’équa- 
tion finale,  on  n’eût  point  rempli  la  condition  qui 
seule  peutamener  la  dernière  raison  , et  qui  consiste 
à supposer  ces  différences  nulles  dans  la  dernière 
équation.  Ainsi , pour  éviter  l’un  et  l’autre  de  ces  in- 
convénients , on  a admis  une  inconséquence  dans  les 
hypothèses.  Par  ce  moyen , on  a ouvert,  il  est  vrai , 
un  vaste  champ  à la  dispute,  mais  on  est  devenu  exact 
dans  les  calculs,  et  c’est  le  but  principal  que  l'on  se 
proposait.  On  voit  donc  que  la  méthode  des  dernières 
raisons , avec  les  développements  nouveaux  que 
nous  lui  avons  donnés,  est  le  tableau  fklelle  de  la 
méthode  de  Leibnitz  , qu’elle  rend  un  compte  si 
exact  de  sa  marche,  de  ses  principes,  de  ses  pro- 
cédés, de  ses  erreurs  mêmes  (si  toutefois  on  peut 
les  appeler  des  erreurs),  qu’on  en  peut  conclure, 
avec  toute  vraisemblance,  que  c’est  la  source  où 
ce  grand  homme  a puisé  cette  belle  conception  qui 
a changé  la  face  des  sciences  mathématiques , 
et  en  a fait,  pour  ainsi  dire,  une  science  nouvelle, 
3.°  Ce  qu’on  vient  d’exposer  prouve  encore  le 
peu  de  fondement  du  reproche  qu’on  n’a  cessé  de 
faire  à Leibnitz  (et  toujours  sans  preuve),  que, 
dans  sa  méthode , il  corrige  une  erreur  par  une  er- 
reur contraire;  car  nous  avons  vu  qu’il  n’y  a nulle 
erreur  dans  ses  procédés  de  calcul,  qu’ils  sont  tous 
prescrits  par  la  méthode  des  dernières  raisons,  et 
que  s’il  supprime  ses  infiniment  petits  ou  ses<^x, 
dans  certains  cas , cette  méthode  l’y  oblige  pour 
obtenir  des  résultats  exacts  : le  contraire  eût  été 
précisément  source  d’erreur  et  sujet  de  reproches 
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mérités.  Il  donne  , il  est  vrai , lin  double  sens  à ses 
dxy  dy,  en  leur  faisant  désigner , tantôt  des  quan- 
tités réelles,  tantôt  zéro,  et  c’a  été  la  source  secrète 
des  contradictions  qu’on  lui  a reprochées,  et  que 
la  métaphysique  a vainement  cherché  à concilier. 
Il  la  fallait  même  cette  contradiction , en  n’em- 
ployant qu’une  seule  caractéristique  , sans  quoi, 
Leibnitz  n’eût  pas  étéfidelle  à la  méthode  des  der- 
nières raisons  qui  lui  servait  de  guide.  A la  vérité, 
il  eût  pu  avertir  de  cette  double  signification,  l’évi- 
ter raêmeen  employant  deux  signes  différents  pour 
désigner  deux  choses  différentes.  Voilà  tout  ce 
qu’on  peut  lui  reprocher  avec  quelque  fondement. 

Du  reste,  dans  cette  méthode,  on  se  permet  en- 
core de  considérer  les  infiniment  petits  comme 
termes  d’une  dernière  raison  entre  des  quantités 
évanouissantes,  quoiqu'ils  ne  le  soient  pas,  et  que 
cette  dernière  raison  n’existe  pas  plus  entre  dx  et 
djr  qu’entre  o et  o.  Mais , d’après  l’article  479, 
.cette  hypothèse  est  licite  dans  le  sens  qu’on  l’em- 
ploie ici , et  quand  on  s’en  sert  pour  parvenir  aut 
différences  secondes , troisièmes , etc.  on  n’oublie 
jamais,  en  calculant,  que  ces  quantités  feintes  oc 
sont  pasdes  quantités réelles;et  là,commeailleurs, 
les  procédés  du  calcul  sont  toujours  exacts,  quoique 
les  suppositions  soient  fausses.  Ce  que  nous  avons 
dit  à l’article  479  et  suivants,  jusqu’à  485,  explique 
suffisamment  dans  quel  sens  il  faut  envisager  les 
quantités  feintes,  résultant  de  cette  hypothèse,  et 
quelles  sont  les  conséquences  qui  s’ensuivent  de 
leur  admission. 

XLIY. 
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D’après  ce  que  nous  venons  de  dire , on  peut  at-  cV^e 

l'infini 
en  nia- 


tacher  des  idées  exactes  à toutes  les  expressions  où 
entre  la  notion  de  l'infini,  soit  dans  le  calcul  diffé-  '**«“**"' 

nue#  : #ea 

rentiel , soit  ailleurs.  Ce  ne  sont  jamais  que  des  diiwr»n- 
limites  ou  d’une  suite  de  quantités  absolues  ou  d’une  cations, 
suite  de  raisons.  Dans  nos  Eléments  de  géométrie 
nous  n’avons  jamais  dit  que  lé  cercle  fut  un  poly- 
gone régulier  d’une  infinité  de  côtés,  parce  que, 
d’après  sa  définition,  cette  figure  est  terminée  par 
une  ligne  courbe  et  qu’un  polygone  l’est  toujours 
par  des"  lignes  droites,  qui  ne  sauraient  se  confon- 
dre avec  une  courbe  , quelque  petites  qu’on  les 
suppose;  nous  avons  dit  seulement  que  le  cercle 
pouvait  être  considéré  comme  un  polygone  d’une 
infinité  de  côtés.  Cette  expression  signifie  que  les 
cercles  étant  les  limites  des  polygones  inscrits  ou 
circonscrits,  ils  sont  entre  eux  dans  le  même  rap- 
port que  ces  polygones;  et  c’est  dans  ce  sens  seule- 
ment qu’on  peut  attribuer  aux  figures  courbes,  en 
général , les  rapports  ou  les  propriétés  qui  convien- 
nent à ces  polygones. 

On  a demandé  comment  on  pouvait  avoir  -^-=o, 

tandis  que  ce  quotient  o , multiplié  par  oo  , ne  peut 
jamais  donner  t : comment  on  peut  admettre  que 

= o,  que  =o,  sans  accorder  en  même 


co 


temps  que  a = b.  Certains  ont  dit  qu’il  fallait 
reconnaître  dans  ces  expressions  îles  zéros  diffé- 
rents, ce  qui  est  absolument  inconcevable  ou  ma- 

/ 


Digitized  by  Google 


DISCOURS 


îxxxij 

nifestement  absurde.  Mais  , d’après  nos  prin- 
cipes , la  [réponse  à ces  questions  est  aisée  : 

•^-n’indique  point  une  division  proprement  dite, 

puisque  l’infini  n’est  ni  ne  peut  être  supposé  un  nom- 
bre. Cette  expression  désigne  seulement  la  limite 
d’une  suite  de  fractions  dans  lesquelles  le  numéra- 
teur est  toujours  i , et  le  dénominateur  croît  sans 

fin  ; et  par  l’équation  = o , on  veut  faire  enten- 
dre que  cette  limite  est  o,  comme  elle  l’est  en  effet. 
De  même  exprime  la  limite  d’une  suite  de  frac- 
tions qui  ont  pour  numérateur  constant  le  nombre 
a , et  pour  dénominateur  un  nombre  toujours  crois- 
sant : or,  la  limite  d’une  telle  suite  de  fractions  est 
encore  o,  comme  dans  le  cas  précédent,  sans  que  de 
là  on  puisse  conclure,  ou  que  le  nombre  a vaut  i , ou 
qu’il  faille  admettre  des  zéros  differents  dans  ces  dif- 
férentes expressions  —■  = o,  — — o.  En  un  mot , 

ces  manières  de  s’énoncer  indiquent  la  même  li- 
mite , savoir  zéro  , pour  deux  suites  differentes 
de  quantités  qui  décroissent  jusqu’à  s’évanouir. 
Or  , ainsi  qu’on  le  voit  dans  les  divers  poly- 
gones inscrits  ou  circonscrits,  qui  tous  aboutis- 
sent au  cercle,  ni  la  même  limite  ne  suppose  les 
mêmes  suites  de  quantités  croissantes  ou  décrois- 
santes, ni  la  diversité  de  ces  suites  n’amène  nécessai- 
rement une  diversité  de  limites. 

Avant  de  finir  ces  observations,  il  nous  reste  à 
dire  un  mot  sur  les  sommes  des  suites  qui  décrois- 
sent à l’infini , telles , par  exemple , que  les  pro- 
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gressions  géométriques  dont  nous  avons  parlé  au 
n.°  262  de  l’algèbre.  Dans  ces  suites  et  dans  tous  les 
autres  cas  où  il  s’agit  de  l’infini,  ce  n’est  jamais  la 
somme  réelle  d’une  progression  que  l’on  prétend 
assigner,  puisqu’il  faudrait  pour  cela  parvenir  à un 
dernier  terme,  ce  qui  renverserait  la  supposition 
du  progrès  à l’infini;  mais  seulement  la  limite  de 
cette  somme,  ou  bien  le  nombre  dont  elle  peut  ap- 
procher autant  que  l’on  voudra  , sans  jamais  l’éga- 
ler. Ainsi  quand  nous  avons  dit  que  la  somme  de 
cette  progression  toujours  décroissante  ~ , , 

— ô*  • • • etc.  est  f , il  faut  entendre  seulement  que 
| est  la  limite  de  cette  somme.  De  même , dans  nos 
Eléments  de  géométrie , n.°  243 , nous  avons  prouvé 
que  la  pyramide  triangulaire  est  le  tiers  du  prisme 
de  même  base  et  de  même  hauteur, en  décompo- 
sant cette  pyramide  et  toutes  les  autres  qui  viennent 
de  celle-là  en  prismes  triangulaires,  et  faisant  voir 
que  la  somme  de  ces  prismes  vaut  le  tiers  de  celui 
qui  aurait  même  base  et  même  hauteur  que  la  py- 
ramide donnée.  Cependant  il  est  clair  que  quelque 
grand  que  soit  le  nombre  des  prismes  qu’on  tirera 
de  la  première  pyramide,  ils  n’égaleront  jamais 
cette  pyramide,  et  que  même  le  nombre  des  petites 
pyramides  qu’on  négligera  dans  ce  calcul,  et  qui 
seront  l’excès  de  la  pyramide  primitive  sur  la  somme 
des  prismes,  seVa  d’autant  plus  grand  qu’on  fera 
plus  de  décompositions  des  pyramides  en  prismes. 
Ainsi  on  se  tromperait  si , en  prenant  la  somme 
réelle  de  ces  prismes,  on  croyait  avoir  la  première 
pyramide  qui  les  a tous  produits.  Ce  11’est  donc  pas 
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cette  somme  qu’on  doit  chercher,  mais  seulement 
sa  limite.  Or,  comme  la  limite  de  la  somme  des 
prismes  qu’on  a formés, est  évidemment  la  première 
pyramide,  puisque  cette  somme  ne  peut  jamais 
égaler  cette  pyramide  , et  qu’elle  peut  cependant 
en  approcher  de  plus  près  que  d’une  quantité 
donnée  quelconque,  il  suit  de  ce  que  nous  avons 
démontré  dans  le  chapitre  qui  sert  d’introduc- 
tion au  calcul  différentiel , que  l’expression  de  la 
limite  de  la  somme  des  prismes  est  aussi  l’ex- 
pression de  la  première  pyramide;  et  qu’ainsi , 
puisque  ÿ b h exprime  la  limite  de  cette  somme 
des  prismes,  le  même  nombre  exprimera  la  va- 
leur de  la  première  pyramide,  qui  , par  consé- 
quent, serrf  le  tiers  du  prisme  de  même  base  et  de 
même  hauteur  exprimé  par  b h. 

Il  nous  resterait  encore  beaucoup  d’éclaircisse- 
ments à donner  sur  l’infini  et  sur  la  manière  dont 
il  faut  entendre  plusieurs  autres  expressions  où  l’on 
en  fait  usage,  soit  dans  les  mathématiques  pures, 
soit  dans  les  mathématiques  mixtes  ; mais  outre  que 
ces  observations  pourraient  devenir  trop  longues , 
il  nous  paraît  que  ce  que  nous  en  avons  dit  est  suffi- 
sant pour  se  former  des  idées  exactes  de  ces  diverses 
expressions,  et  pour  faire  voir, ainsi  que  nous  nous 
l’étions  proposé,  que  le  calcul  de  l’infini  n’est  que 
la  méthode  des  dernières  raisons  ou  une  application 
de  celle  des  limites,  et  que  toutes  les  règles  sur  les- 
quelles il  est  fondé,  outre  qu'elles  sont  simples  et 
faciles  à employer,  sont  aussi  certaines  que  celles 
de  l’algèbre  ou  de  l’arithmétique  ordinaire. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 


De  IA rith métiq  ne. 

SECTION  PREMIÈRE. 

Des  principes  de  la  numération  et  des  différentes 
méthodes  de  composition  et  de  résolution  sur 
les  nombres  entiers. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Définitions  et  notions  préliminaires. 

■*  • L' A RITH  M ETIQUE  est  la  science  des  nombres. 
Cette  science  est  ou  spéculative , ou  pratique.  L’une  traite 
des  propriétés  des  nombres;  l’autre  expose  tes  méthodes 
qu’il  faut  suivre , pour  faire  sur  eux  toutes  les  opérations 
dont  ils  sont  susceptibles. 

a.  Par  opération,  on  entend  ici  un  changement  quelconque , 
qu'on  fait  subir  à des  nombres.  Or,  ces  changements  s’exé- 
cutent en  composant  un  nombre  de  plusieurs  autres  réu- 
nis , ou  en  le  décomposant  en  quelques  autre*.  Ainsi  toutes 
Arithmétique.  \ 
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les  méthodes  en  arithmétique  sont,  ou  méthodes  de  com- 
position , on  méthodes  de  décomposition. 

5.  Chez  divers  peuples,  on  a employé  divers  signes,  sur- 
tout les  lettres  de  l’alphabet  , combinées  de  différentes 

manières, pour  exprimer  toutes  sortes  de  nombres.  Chacun. 

de  cessyst  èmes  de  numération  a ses  avantages  et  ses  inconvé- 
nients. Celui  qu’on  suit  aujourd’hui  dans  toute  l’Europe 
nous  vient  des  Arabes  : on  y emploie  les  dix  chiffres  (*) 
ou  caractères  suivants  } o , 1 } 2 , ô y 4 > 5 > ^>7*^*9* ( °nt 
nous  supposons  que  chacun  connaisse  la  valeur.  Pour 
désigner  par  ce  moyen  un  nombre  quelconque  , on  est 
convenu  «le  deux  choses  ; la  première  , que  la  différente 
forme  de  ces  caractères  désignerait  différents  assem- 
blages d’unités  ( excepté  o , qui  signifie  l'absence  de  tout 
nombre):  la  deuxième,  que  leurs  différentes  places  sur 
la  même  ligne  , désigneraient  différentes  valeurs  de  ces 
unités.  Ainsi , 5 désigne  trois  unités,  G en  désigne  six  , 7 
en  désigne  sept,  etc.  ; mais  si  j’écris  ces  trois  caractères 
de  suite , comme  ici  367  , les  unités  du  premier,  vers  la 
droite,  sont  censées  des  unités  simples  ; celles  du  second, 
des  unités  de  dixaine,  et  celles  du  troisième,  des  unités  de 


centaine. 

Il  faut  donc  distinguer,  dans  la  numération,  une  valeur 
absolue  des  caractères,  ^ui  dépend  de  leur  forme  et  qui 

détermine  d’une  façon  invariable  le  nombre  d'unités  qu’ils 

expriment , et  une  valeur  locale  qui  dépend  du  rang 
qu’ils  occupent  sur  la  même  ligne  et  qui  fixe  la  valeur 
de  ces  unités.  On  est  convenu  que  cette  dernière  valeur 
croîtrait  en  progression  décuple  (**)  , allant  de  droite  à 


gauche. 


(0  Un  chiffre  en  général  est  un  emblème  destiné  à rappeler  cer- 
taines idées  on  certains  objets.  Ainsi  tout  caractère  arithmétique 
ou  tout  assemblage  de  caractères  arithmétiques  , est  un  chiffre  , 
puisqu'il  désigne  l'idiîo  d'un  nombre;  mais  tout  chiffre  nest  pas  un 
caractère  arithmétique.  ]l  ne  faut  donc  pas  confondre  ces  deux  ex- 
pressions chiffrée t caractère. 

r**)  On  entend  par  progression  décuple,  une  suite  de  nombres 


\ 
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Connaissant  donc  la  valeur  absolue  des  caractères , il 
ne  faut , pour  énoncer  ou  pour  écrire  exactement  une 
expression  numérique  quelconque  , que  faire  attention 
à leur  valeur  locale  , suivant  laquelle  le  premier,  vers  la 
droite , exprime  des  unités  simples  ; le  second  , des  unités 
de  dixaine  ; le  troisième  , des  unités  de  centaine  ; le  qua-s 
trième,  des  unités  de  mille,  et  ainsi  de  suite. 

1 

Exemple. 
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4.  On  peut  conclure  de  ce  système  de  numération  , 
quunc  unité  d'un  rang  quelconque  vaut  plus  que  tout  ce 
qui  peut  se  trouver  à la  droite  de  cette  unité  dans  la  même 
expression  numérique.  Ainsi , une  unité  du  rang  des  mille, 
vaut  plus  que  toutes  les  centaines  , les  dixaines  et  les 
unités  simples  qui  viennent  après;  car  celles-ci  ne  peuvent 
Valoir  plus  de  999,  et  l’autre  vaut  1000. 

5.  On  appelle  nombres  abstraits , ou  nombres  nombrants, 
ceux  dont  l’unité  ne  désigne  aucun  objet  en  particulier  , 
comme  10,  20,  3o  , ou  dix  fois  , vingt  fois , trente  fois. 
On  appelle  nombres  concrets  ou  nombres  nombres , ceux 


dont  chacun  contient  dix  fais  celui  qui  le  précède  immédiatement. 
Ainsi  les  nombres  10,  too,  1000,  icoco,  etc.,  forment  une  progres- 
sion décuple. 
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dont  l’unité  désigne  des  choses  déterminées , comme  10 
toises  , 20  livres  , 6 heures. 

Quelle  que  soit  l’unité  , abstraite  ou  concrète  , on  peut 
la  concevoir  divisée  en  plusieurs  parties  égales  , qu  on 
prendra  pour  des  unités  d’une  plus  petite  espèce.  On  peut 
donc  avoir  des  expressions  numériques  qui  contiennent 
une  ou  plusieurs  de  ces  parties  égalés  de  1 unité  ; et  ces 
expressions  sont  appelées  nombres  fractionnaires  , ou  sim- 
plement fractions.  Par  opposition  à ces  nombres  , on  ap- 
pelle entiers  ceux  qui  contiennent  l'unité,  prise  un  cer- 
tain nombre  de  fois  sans  reste.  Ainsi,  deux  tiers,  trois 
quarts,  vingt-cinq  trente-sixièmes  de  l’unité,  (ce  qui  s écrit 
ainsi  7 , 7 , tt  ) sont  ^es  fractions  , et  5,4»  10  , 100,  sont 
des  entiers. 

Un  entier  joint  à une  fraction  , comme  cinq  et  trois 
quarts,  dix  et  un  tiers  , est  appelle  nombre  mixte;  il 
s’écrit  ainsi  5 7 , 10  7. 


CHAPITRE  II. 

De  V Addition. 

G.  Définition,  h' addition  est  une  opération  par  laquelle, 
de  plusieurs  nombres  donnés  , on  en  compose  un  seul,  qui 
devient  alors  leur  somme. 

Demande.  On  demande  ici  que  chacun  sache  prendre 
la  somme  des  nombres  exprimés  par  un  seul  caractère  ; 
voici  la  règle  qu’il  faut  suivre  pour  ceux  qui  sont  expri- 
més par  plusieurs. 

7.  Réglé.  Ecrivez  les  nombres  à ajouter  , les  uns  sous  les 
autres  , de  façon  que  les  unités  répondent  aux  unités  , les 
dixaines  aux  dixaines  , les  centaines  aux  centaines  , etc.  , 
et  si  aucune  colonne  ne  monte  à 10  , prenez  seulement  la 
somme  de  chacune , en  allant  de  droite  à gauche  , et  éc/i- 
vez-là  en  dessous , 
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II  faut  ajouter  ensemble  les  trois  nom- 
bres 2523  , 3212 , 23Ü2.  Je  les  dispose  d’a- 
bord comme  on  les  voit  dans  l’exemple  I ; 
tirant  ensuite  une  ligne  par  dessous  , je 
7897  prends  les  sommes  particulières  des  quatre 

colonnes  ; et  comme  aucune  ne  monte  k 
10 , je  les  écris  simplement  en  dessous  et  vis-à-vis  chaque 
colonne  ; ce  qui  fait  le  nombre  7897.  \ 

8.  Mais  il  arrive  le  plus  souvent  que  la  somme  d'une 
colonne  monte  à 10  et  au  dessus;  de  façon  que  la  somme 
des  unités  fait  des  dixaines  , celle  des  dixaines  fait  des 
centaines,  etc.  Alors  n' écrivez  sous  chaque  colonne  que 
les  unités  de  l'espèce  qui  convient  à cette  colonne , et  gar- 
dez les  dixaines  de  cette  espèce  pour  la  colonne  suivante. 


La  somme  des  unités  ( Ex.  II.  ) étant 
ici  19,  elle  contient  une  dixaine  et  9 
unités  ; c’est  pourquoi  j’écris  g sous  la 
colonne  des  unités , et  je  retiens  une 
dixaine  pour  la  colonne  suivante  : la 
somme  des  dixaines  étant  20,  avec  celle 
que  j’y  ai  transportée  de  la  colonne  précédente  , elles  font 
juste  2 centaines  ; c’est  pourquoi  j’écris  o sous  la  colonne 
des  dixaines,  et  je  retiens  deux  centaines  pour  la  colonne 
suivante.  II  en  est  de  même  pour  les  autres  colonnes. 

Il  est  évident  que  cette  méthode  remplit  l’objet  qu’on 
se  propose  dans  cette  opération  ; car , un  nombre  entier 
ne  pouvant  contenir  que  des  unités,  des  dixaines,  des 
centaines  , etc. , on  a évidemment  pris  la  somme  de  plu- 
sieurs de  ces  nombres,  quand  on  a pris  celle  de  leurs 
unités  , de  leurs  dixaines,  de  leurs  centaines,  etc. 

9.  Remarque  I.  Il  arrive  quelquefois  qu’on  ne  veut 
qu’indiquer  l’addition  de  plusieurs  nombres,sans  l’exécu- 
ter , et  alors  on  les  joint  par  ce  caractère  -4-,  qui  signifie 
plus.  Ainsi , 3-4-4-+-6+Q  , indique  que  les  nombre»  3, 

G,  9,  doivent  être  ajoutés  ensemble. 


Exemple  II. 

5423 
8297 
’ 558g 
17309 
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1 I.  Souvent  il  faut  additionner  plusieurs  nombres  de 
même  nature  (*),  mais  de  différente  unité,  comme  se- 
raient diverses  sommes  de  livres  , de  sols  et  de  deniers  ; 
ou  bien  de  francs  , de  décimes  et  de  centimes  ; ou  bien 
encore  de  mètres,  de  décimètres  et  de  centimètres,  etc. 
Alors  on  ajoute  ensemble  les  unités  de  môme  dénomination  , 
commençant  par  les  plus  petites  : on  en  compose  de  plus 
grandes , s'il  y a lieu , et  de  toutes  ces  sommes  réunies  , on 
forme  la  somme  totale. 


Exemple  III. 

36"  12*  8* 
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Ainsi  ( Ex.  III.  ),  ayant  a à ajouter  en- 
semble des  livres,  des  sols  et  des  deniers, 
l'on  prend  d’abord  la  somme  des  de- 
niers, qui  étant  21 , forme  î 5 et  9*  ; on 
écrit  9 , et  on  transporte  le  sol  au  rang 
des  sols;  prenant  ensuite  la  somme  des 
sols  , qui  est  ^5S  , on  laisse  5 s dans  le  rang  des  sols  , et 
on  transporte  les  livres  au  rang  des  livres,  dont  la  somme 
est  322. 


022" 


Lorsque  dans  les  nombres  complexes  , les  diverses  unités 
qui  les  composent , décroissent  de  valeur  en  suivant  la  pro- 
gression décuple  de  la  numération  ordinaire , l'addition  se 
fait  comme  dans  les  nombres  incomplexcs. 


(*)  i.®  H est  évident  qu’on  11e  peut  former  une  somme  de  nombre* 
hétérogènes , ou  de  diverse  nature  , comme  seraient  par  exemple, 
des  francs,  des  toises  et  des  heures,  parce  que  n’ayant  pas  d'unite 
commune,  on  11c  peut  les  concevoir  sous  le  rapport  de  tout  et  do 
partie. 

2.°  Les  nombres  qui  renferment  des  unités  do  diverses  valeurs  , 
quoique  de  meme  nature,  sont  appelés  nombres  complexes  ou  tic 
différentes  espèces / ceux  où  l’unité  est  toujours  de  même  valeur  , 
sont  appelés  incomplexcs.  Ainsi  , 124  liv.  i5  s.  4 d.  ou  bien  12  fr. 
3 déc.  4 ccut. , ou  bien  6 met.  4 déc. 3 cent.,  sont  des  nombres  com- 
plexes. 354  toises,  ou  126  fr.  ou  1786  met.,  sont  des  nombres  in- 
complcxcs. 
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Exemple  IV. 


Dans  l’ex.  IV  où  il  faut  ajouter  en- 
semble des  mètre*,  des  décimètres  et 
des  centimètres,  on  prend  d'abord  la 
somme  de  ces  derniers  laquelle  étant 
23,  on  écrit  3 dans  la  colonne  des 
centimètres , et  on  retient  2 qui  sont 
des  décimètres,  pour  les  transporter 
à la  colonne  suivante  ; celle-ci  donnant  3a  ou  3 métrés  et  a 
décimètres,  on  écrit  ici  2 et  l’on  retient  3, pour  la  colonno 
des  mètres  , laquelle  devient  par-là  1907  , t5t  la  somme 
totale  est  igo7mc1,  2 3ccm‘ 


3Q  onét.  qdic.  ycent. 

628  8 5 

467  9 8 

45  4 3 


1907 


CHAPITRE  III. 

De  la  Soustraction. 


10.  Définition.  La  soustraction  est  une  opération  par 
laquelle  on  décompose  un  nombre  donné  en  deux  ou  plu- 
sieurs autres  , dont  il  est  la  somme. 

On  voit  par  cette  définition,  i.°  que  pour  remplir  1 ob- 
jet qu’on  se  propose  ici , on  doit  retrancher  du  nombre 
donné  , un  ou  plusieurs  autres  nombres  ; 2.*  que  les 
nombres  retranchés,  ajoutés  à ce  qui  restera  du  nombre 
donné,  doivent  rétablir  celui-ci  ; 3.*  enfin,  que  cette 
opération  est  opposée  à celle  d addition. 

11.  Demande.  On  demande  ici  que  chacun  sache  fairo 
la  soustraction  sur  les  nombres  exprimés  par  un  seul 
caractère.  La  règle  suivante  contient  la  méthode  qu  il 
faut  suivre  pour  les  autres. 

12.  Rèole  I.  Écrivez  le  nombre  qui  doit  être  soustrait 
sous  celui  dont  vous  voulez  le  soustraire , de  façon  que  les 
unités  répondent  aux  unités,  les  dixames  aux  dixaincs  , 
les  centaines  aux  centaines  , etc.  l'.t  si  chaque  caractère  in- 
férieur vaut  moins  que  le  supérieur  qui  lui  répond,  prenez 
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simplement  la  différence  de  leurs  -valeurs,  en  allant  de 
droite  à gauche , et  l'écrivez  en  dessous 


Exemple  I.  On  me  propose  de  soustraire  1234  de 
3546.  Je  dispose  d’abord  ces  deux  nombres, 
comme  on  les  voit  ci-à-côté  ; et , ayant 
tiré  une  ligne  par  dessous,  je  prends  la 
différence  des  valeurs  des  caractères  cor- 
respondants, en  disant  : 4 de  6,  ( on  sous  - entend  sous- 
trait ) reste  2 ; 5 de  4 > teste  1 ; 2 de  5,  reste  3 ; 1 de  3 , 
reste  2 ; et  la  différence  totale  est  23i2. 


3546 
1 2^4 

23 12 


i3.  Règle  II.  Si  le  caractère  inférieur -vaut  plus  que 
le  supérieur  qui  lui  répond  , augmentez  la  valeur  de  celui- 
ci  de  10 , et  par  compensation  ajoutez  une  unité  au  carac- 
tère inférieur  qui  suit  immédiatement . 


Ayant  disposé  les  deux  nombres  , 
comme  on  le  voit  (ex.  II.)  je  dis  : 6 de  1 , 
cela  ne  se  peut  ; c’est  pourquoi  j’aug- 
mente de  10  la  valeur  du  caractère  supé- 
rieur, ce  qui  fait  1 1 , et  je  dis  : 6 de  1 1 , 
reste5,  quej  ecrisen  dessous.  Ajoutant  par  compensation  1 
au  caractère  inférieur  suivant , je  dis  : 8 de  3 , cela  ne  se 
peut  ; j’ajoute  donc  xo  à 3 , ce  qui  fait  i3  ; or,  8 de  i3, 
reste  5.  Continuant  de  même  à ajouter  1 au  caractère 
inférieur  , toutes  les  fois  que  j'ai  ajouté  10  au  supérieur 
qui  précède  , je  dis  : 5 de  i3 , reste  8 ; 9 de  12  , reste  3 ; 
1 de  9,  reste  8. 

On  voit  aisément  qu’en  ajoutant  10  à la  valeur  du  ca- 
ractère supérieur , et  1 à celle  de  l’inférieur  de  la  colonne 
suivante  , on  augmente  également  le  nombre  soustrait  et 
le  nombre  proposé  (3) , ce  qui  fait  que  leur  différence 
ne  change  pas. 

La  même  règle  doit  s’observer  quand  le  nombre  pro- 
posé contient  des  zéros,  comme  dans  l’exemple  suivant* 


Exemple  1 1. 

9233i 

8476 

83855 
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Exemple  III.  Tout  étant  arrangé,  comme  on  le  voit 
4oqoo  (ex.  III),  je  dis:  3 de  o,  cela  ne  se  peut;  ajou- 

24<)r>3  tant  10  à o , je  dis  : 3 de  îo , reste  7 ; j’ajoute 

i5q47  ensuite  une  unité  au  premier  caractère  qui 
• suit  dans  le  nombre  soustrait , ce  qui  fait 

6 ; or , 6 de  o , cela  ne  se  peut  encore  ; j’ajoute  donc  10  à 
o , et  je  dis  alors  : 6 de  10  , reste  4.  Opérant  toujours  de 
même  , je  continue  en  disant  : xo  de  19  , reste  g ; 5 de  10, 
reste  5 ; 3 de  4 > reste  1 ; et  la  diffei’ence  cherchée  est 
15947. 


14.  S’il  faut  pratiquer  la  soustraction  sur  des  nombres 
de  différentes  espèces  , on  les  écrira  de  façon  que  les  es- 
pèces semblables  se  correspondent  , empruntant , s il  le 
faut , dans  le  nombre  proposé  , une  unité  d'un  rang  , pour 
accroître  celles  du  rang  inférieur  , et  rendre  la  soustraction 
possible. 


Exemple  IV.  Après  avoir  écrit,  comme  on  lo 

voit  (ex.  IV),  les  deniers  sous  les  de- 
niers , les  sols  sous  les  sols  , les  livres 
sousles  livres,  on  procédera  ainsi  : 1 1 
de  9 , cela  ne  se  peut  ; c’est  pourquoi 
de  la  colonne  des  sols,  et  l’ajoutant  aux 
g*  du  nombre  proposé , je  dis  : 11  de  21  , reste  10  ; pas- 
sant aux  sols,  je  dis:  i5  de  12  , cela  ne  se  peut  ; pre- 
nant donc  1 H dans  la  colonne  des  livres,  et  la  changeant 
en  sols  pour  l’ajouter  au  reste  , je  dis  : i5  de  3a  , reste  17. 
Opérant  enfin  sur  les  livres  comme  ci-dessus  , je  trouve 
la  différence  indiquée  dans  l’exemple. 


no"  i3* 

9* 

89  i5 

1 1 

20rt  17'' 

io* 

j'emprunte  1 

J de  la 

Si  dans  les  nombres  de  différentes  espèces , la  valeur 
des  unités  décroît  en  progression  décuple , la  soustraction 
se  fera  suivant  la  règle  générale  (i5 ),  et  sans  égard  à la 
différence  de  ces  unités . 
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Ainsi,  dans  l’ex.  V,  ajoutant  10 
au  caractère  supérieur,  et  1 au  ca- 
ractère inférieur  qui  suit  immédia- 
tement , on  dira  : 8 de  1 5 , reste  7 ; 
G de  14  , reste  8 ; 10  de  19  , reste 
9 î 8 de  16  , reste  8 ; 5 de  5 , reste  o ; et  la  différence 
cherchée  sera  yceat- 

On  vérifie  le  résultat  de  la  soustraction  en  ajoutant  la 
différence  au  nombre  soustrait , puisque  cette  somme 
doit  rétablir  le  nombre  proposé  (10). 

x5.  Si  l’on  veut  soustraire  plusieurs  nombres  , comme 
sx'3j7>  d’un  nombre  donné,  par  exemple  i5,  on  dira: 
a de  i5  , reste  i5  ; 5 de  i5  , reste  io  ; 7 de  10  , reste  3 ; 
ou  bien  on  ajoutera  ensemble  les  nombres  à soustraire , 
dont  la  somme  est  ici  îa  , on  les  retranchera  du  nombre 
proposé  i5,  et  la  différence  sera  également  3. 

xG.  Remarques  importantes.  I.  Il  arrive  souvent 
dans  1 Arithmétique  qu’on  doit  indiquer  une  soustrac- 
tion sans  la  faire  ; alors  on  met  ce  caractère  qui 

désigné  moins  , devant  le  nombre  qui  doit  être  soustrait. 

Ainsi,  24 10,  désigne  que  10  doit  être  soustrait  de  24  , 

et  cela  s énonce  ainsi , 24  moins  10.  Si  d’un  même  nombre 
on  en  veut  retrancher  plusieurs  autres  , rien  n’empêche 
de  les  écrire  à la  suite  de  celui-li  avec  le  signe — . Ainsi 
on  écrira  24 — 10 — G — 5 , ou  bien  24 — 19  , et  la  diffé- 
rence sera  5. 

1 1.  Un’  nombre  peut  représenter  telle  quantité  que  , 

1 ajoutant  à un  autre  nombre  , il  le  diminue  , et  l’en  re- 
tranchant, il  l’augmente  ( voy.  Disc.  prél.  n.°  X).  Ainsi  , 
une  dette  ajoutée  à un  bien  réel  , diminue  ce  bien  ; et 
réciproquement  le  bien  ajouté  k la  dette  la  diminue  : le 
contraire  arrive  si  l’on  retranche  l’un  de  l’autre.  11  faut 
donc,  pour  exprimer  arithmétiquement  la  somme  d’un 
bien  de  1000  fr. , par  exemple,  et  d’une  dette  de  100  fr. 
écrire  1000  fr. — 100  fr.  , sans  quoi  l’expression  ou  for- 
mule arithmétique  ne  serait  pas  conforme  à la  vérité.  Si, 


Exemple  V. 
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au  contraire  , je  voulais  exprimer  que  de  l’état  d’ua 
homme  qui  a xooo  fr.  de  bien  et  100  fr.  de  dettes  , on  a 
retranché  les  dettes,  je  devrais  ajouter  100  fr.  à ce  qui 
exprimait  l’état  de  sa  fortune  avec  les  dettes  en  écrivant 
1000  fr. — 100  fr.  + 100  fr.  , de  manière  que  par  cette 
soustraction  , son  bien  réel  serait  augmenté  de  100  fr. 

Rien  n’empèche  d’indiquer  à la  fois  l’addition  ou  la 
soustraction  de  plusieurs  nombres  de  cette  espèce.  Ainsi, 
je  pourrais  écrire  1000  fr.  — 100  fr. — 56  fr. 

17.  Définition.  Deux  nombres  sont  dits  d'especes 
opposées  , ou  simplement  opposés  , quand  l'addition  de 
l'un  diminue  l'autre,  et  que  sa  soustraction  l'augmente. 
Pour  les  distinguer  entre  eux- , ceux  d’une  même  espèce 
sont  appelles  positifs  et  précédés  du  signe-t-  ; et  ceux  de 
l’espèce  opposée  sont  appelles  négatifs  , et  précédés  du 
signe — . Il  est  indifférent  à laquelle  des  deux  espèces  on 
donne  le  signe -t-  , ouïe  signe  — , pourvu  qu’on  garde 
toujours  la  même  dénomination  pour  les  nombres  d’une 
même  espèce. 

18.  Corollaire.  Pour  ajouter  ensemble  des  nombres 
négatifs  et  positifs , on  les  écrira  donc  à la  suite  les  uns 
des  autres  avec  leurs  signes  ; mais  pour  les  soustraire  , on 
changera  toujours  les  signes  des  nombres  soustraits.  Ainsi  , 
pour  ajouter — 100  à -t-  1000,  j'écrirai  1000 — 100,  et 
pour  l’en  soustraire  j’écrirai  1000-1-100(16). 

Souvent  pour  indiquer  que  des  nombres  doivent  être 
ajoutés  ou  soustraits  de  quelqu’autre  , on  les  renferme 
entre  deux  crochets,  mettant  en  tête  le  signe  •+-  ou  le 
signe — . Ainsi  i5 — ( +4 — 6 — 9)  m’indique  que  les  nom- 
bres -4-  4 — b — 9 doivent  être  soustraits  de  i5. 
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CHAPITRE  IV. 

De  la  Multiplication  simple. 

,g.D  éfinitiox.  La  multiplication  est  une  opération 
par  laquelle  , deux  nombres  étant  donnés  , on  en  cherche 
un  troisième  qui  soit  composé  de  l'un  pris  autant  de  fois 
qu'il  est  indiqué  par  l'autre. 

Ainsi,  multiplier  6 par4>  c’est  chercher  un  nombre 
( c’est  ici  24  ) qui  doit  être  composé  de  6 pris  4 fois. 

On  appelle  multiplicande  le  nombre  composant  ( c’est 
ici  6 ) ; multiplicateur , le  nombre  qui  désigne  combien  de 
fois  il  faut  prendre  le  multiplicande  ( c’est  ici  4):  et  pro- 
duit, le  nombre  composé  qui  résulte  de  l’opération  (c’est 
ici  24).  Le  multiplicande  et  le  multiplicateur  sont  appe- 
lés d’un  nom  commun  les  facteurs  , les  produisants  , ou 
les  racines. 

20.  Coaoluirï.  On  peut  conclure  de  ladéfinition de 
cette  opération  , i.°  que  le  multiplicateur  est  toujours  un 
pur  nombre  abstrait , puisqu’il  désigne  seulement  combien 
de  fois  il  faut  prendre  le  multiplicande. 

2.0  Que  le  produit  est  un  nombre  de  la  même  espèce 
que  le  multiplicande  , et  qu’il  le  contient  autant  de  fois 
que  le  multiplicateur  contient  l’unité  : ce  qui  s’exprime 
en  disant  que  le  produit  est  au  multiplicande , comme  le 
multiplicateur  est  à l'unité. 

5.”  Qu’un  nombre  quelconque  multiplié  par  l'unité  ( si 
toutefois  c’est  une  multiplication  proprement  dite  ) ne 
change  point  de  valeur. 

11  est  indifférent  pour  le  produit  de  deux  nombres  , 
démultiplier  le  plus  grand  par  le  plus  petit,  ou  le  plus 
petit  par  le  plus  grand  ; car  G fois  4 ou  4 fois  6 sont  la 
même  chose.  Cependant  dans  la  pratique  , il  est  plus 
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commode  de  prendre  pour  multiplicateur  le  nombre  qui 
renferme  ou  le  moins  de  caractères  , ou  ceux  de  moindre 
valeur. 

21.  Il  n’y  a point  de  règle  pour  la  multiplication  des 
nombres  à un  seul  caractère.  La  table  suivante  fait  assez 
connaître  ces  sortes  de  produits.  Tour  s’en  servir  , il  faut 
voir  quelle  est  la  case  qui  répond  à la  fois  aux  deux  fac- 
teurs pris  , l’un  dans  la  première  ligne  supérieure,  l’autro 
dans  la  première  colonne  à gauche  , et  c’est  dans  cette 
case  que  sc  trouve  le  produit  cherché.  Ainsi  42  est  le  pro- 
duit  de  6 par  7 564  est  celui  de  8 par  8 ; 63  celui  de  9 par  7, etc. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

3 

4 

6 

8 

10 

12 

*4 

l6 

18 

3 

6 

9 

12 

i5 

18 

21 

24 

27 

4 

8 

12 

l6 

20 

24 

28 

Ô2 

36 

5 

IO 

i5 

20 

25 

3o 

35 

4° 

45 

6 

12 

18 

24 

3o 

36 

42 

48 

54 

7 

i4 

2 1 

28 

35 

42 

49 

56 

63 

8 

16 

24 

32 

40 

48 

56 

64 

72 

9 

18 

27 

36 

45 

54 

63 

72 

81 

Quelquefois  on  ne  veut  qu’indiquer  la  multiplication 
de  deux  nombres  , et  alors  on  écrit  entre  eux  ce  carac- 
tère X , qui  signifie  multiplié  par  ; ou  bien  on  les  sépare 
par  un  point , ou  bien  on  les  enferme  chacun  entre  deux 
crochets.  Ainsi  26x17,  ou  26.  17,  ou(26)(i7)  sont 
trois  manières  de  désigner  , 26  multiplié  par  17. 

S’il  faut  operer  sur  des  nombres  exprimés  par  plusieurs 
caractères  , suivez  cette  règle. 
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22.  fl  Ê r.  le.  Ecrivez  le  multiplicateur  sous  le  multipli- 
cande, et  allant  de  droite  à gauche , multipliez  le  nombre 
supérieur  par  chaque  caractère  de  V inférieur  ; placez  le 
premier  caractère  de  chaque  produit  partiel , vis-à-vis  celui 
du  multiplicateur  avec  lequel  vous  opérez  , et  delà  somma 
de  ces  produits  partiels  formez  le  produit  total. 


Multiplicande  . . 
Multiplicateur  . . . 

Produits  partiels. 


3^4 


f i Gac 
1648 


Exemple  I.  Ayant  disposé  le  multiplicande 

et  le  multiplicateur  comme  on  le 
voit  ici,  je  dis  4 X 5,  ou  bien  5 
fois  4 font  20  ; j’écris  o et  je  retiens 
2 ; 5 fois  2 font  10  et  2 retenus 
font  12  , je  pose  2 et  je  retiens  1 : 
5 fois  5 font  i5  et  un  retenu  font 
16.  Passant  ensuite  au  second  caractère  du  multiplica- 
teur , je  dis  : 2 fois  4 font  8 , que  j’écris  eu  dessous  vis- 
à-vis  le  2 du  multiplicateur;  2 fois  2 font  4 ; 2 fois  3 font 
G.  Prenant  ensuite  la  somme  de  ces  produits  partiels  dans 
lo  même  ordre  qu'ils  sont  écrits  , j’ai  pour  produit  total 
Sioo. 


Produit  total  . . 


1620 

8100 


a5.  Si  l’un  des  deux  nombres  , ou  tous  les  deux  à la 
fois  , sont  terminés  par  des  zéros,  on  abrège  l'opération 
en  multipliant  seulement  les  caractères  signifiants  ; mais 
alors  on  écrira  autant  de  zéros  à la  fin  du  produit , qu'il 
s'eu  trouvait  de  suite  à la  fin  des  deux  facteurs. 


Exemple  I I. 


Multiplicande  . • 35oO 
Multiplicateur  . . . /5o 


Produits  partiels. 
Produit  total  . . . 


1 *73 

140 


1^75 


JOOO 


Ayant  à multiplier  35oo 
par45o,  je  me  contente  de 
multiplier  35  par  4^,etau 
1 produit  i5y5  , j’ajoute  les 
trois  zéros  qui  terminent  les 
deux  facteurs. 
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LE  III. 

Multiplicande  . , 
Multiplicateur  • 

91) 

Multiplicande.  . . . 
Multiplicateur.  . . . 

999 

• • • • 99 

999 

Produits  partiels. 

f 89t 
l 891 

Produits  partiels.  . . 

f 8991 

{ ®99 1 
(.8991 

Produit  total  . . . 

• • 9801 

Produit  total  .... 

998001 

24.  P*  e ma  n q 17  e.  On  observera , d'après  ces  exemples  , 
que  le  produit  de  deux  nombres  quelconques  ne  renferme 
Jamais  qu  autant  de  caractères  qu'il  s'en  trouvé  dans  scs 
facteurs,  ou  un  de  moins  seulement  ; et  cela  vient  de  ce 

que  les  produits  partiels  forment  autant  de  colonnes 
qu’il  y a de  ces  caractères  , ou  une  de  moins  seulement. 

25.  S’il  faut  avoir  le  produit  de  plusieurs  nombres, 
comme  de  7 , 3,  4,  5 , on  prendra  d’abord  celui  de  deux 
seulement  ; puis  on  le  multipliera  par  un  troisième 
nombre  , ce  nouveau  produit  par  un  quatrième,  et  ainsi 
de  suite,  Or  , comme  ces  facteurs  ,7,5,4, 5,  donnent 
420,  dans  quelque  ordre  qu'on  les  multiplie,  on  en  con- 
clura de  nouveau,  qu'il  est  indiffèrent  pour  un  produit 
de  quelle  façon  on  combine  ses  facteurs. 

aG.  Outre  la  multiplication  des  nombres  abstraits  dont 
nous  venons  de  parler  , et  qui  ne  sont  ni  positifs  ni  né- 
gatifs , l'arithmétique  offre  sans  cesse  des  cas  où  les 
deux  facteurs  se  présentent  avec  les  signes  H- et — , ce 
qui  indique  des  nombres  essentiellement  concrets(  Disc, 
prél.  n.®  XI) , comme  dans  cet  exemple  -t-  G — 4 multiplié 
par  -+-  2,  ce  qui  s’écrit  ainsi  4-  G — 4 X -t-  2.  Mais  cette 
expression  ne  désigne  autre  chose , si  ce  n’est  que  les 
nombres  4- 6 et — 4»  doivent  d’abord  être  multipliés  par 
le  nombre  abstraits,  c'est-à-dire , pris  deux  fois  tels  qu’ils 
sont;  et  qu’ensuite  ce  produit  qui  sera  12  — 8 doit  être 
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ajouté  ou  Lien  à o,  ou  Lien  aux  autres  nomLres  arec  les- 
quels il  est  combiné  dans  le  même  calcul.  Aussi  (21)  peut- 
on  écrire  pour  produit  indiqué  0 + 2 (6 — 4)*  (Voyez  Disc, 
prél.  n.°  XIII  et  XIV  ). 

On  justifiera  par  un  raisonnement  semLlaLle  les  ex- 
pressions qui  présenteront  un  multiplicateur  négatif.  On 

dira,  par  exemple,  que  6 — 4 X — 2 indique  qu’il  faut 
d’aLord  prendre  le  multiplicande  2 fois,  ce  qui  donne 

12 8,  et  qu’il  faut  soustraire  ce  produit  des  autres 

nomLres  qui  peuvent  le  précéder. 

Or  , pour  ajouter  des  nomLres  de  différents  signes  k 
ceux  qui  les  précédent,  il  faut  les  écrire  à la  suite  avec 
leurs  propres  signes;  au  lieu  qu’il  faut  changer  ces  signes 
pour  les  soustraire  (18).  Il  faut  donc  que  -4-  0 — 4 X -+-  a 
fasse  -4-  12  — 8 ; et  que-4-  6 — 4 X — 2 donne — 12  -t-  8. 
D’oh  l’on  déduira  cette  règle:  que  le  produit  doit  avoir 
le  signe  du  multiplicande , lorsque  le  multiplicateur  est  po- 
sitif, et  qu'il  doit  avoir  le  signe  contraire  , lorsqu'il  est 
négatif 

Cette  règle  s’énonce  par  cet  aLrégé  4-X  -4-  = + , — x 
— j -4-  X — , ' X — “t-  (*)« 

27.  Remarque.  Il  arrive  souvent  dans  la  pratique  de 
cette  opération  , que  le  multiplicande  et  le  multiplica- 
teur , ou  l’un  des  deux  seulement,  contiennent  des  uni- 
tés de  différente  valeur,  quoique  de  même  espèce  : comme 
par  exemple,  si  l’on  demandait  le  prix  d’un  ouvrage  de 
124  toises  5 pieds  5 pouces,  à 26  fr.  54  centimes  la  toise. 
Dans  ces  sortes  de  cas,  la  méthode  la  plus  simple  exige, 
pour  avoir  le  produit,  qu’on  pienne  la  moitié  , le  quart, 
le  dixième  , etc.  , ou  telle  autre  partie  aliquote  d’un 
nombre  donné  , et  la  règle  à suivre  pour  y parvenir  , exi- 
geant la  connaissance  de  la  division  , nous  en  parlerons 
plus  bas  au  chapitre  V de  la  seconde  section,  sous  le  titre 
de  multiplication  composée. 


C)  Ce  caractère  =:siguifie  égale. 


CHAPITRE 
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CHAPITRE  V. 

De  la  Division. 

28.  Définition.  La  division  esc  une  opération  par  la- 
quelle on  décomposé  un  nombre  en  un  nombre  donné  de 
parues  égales,  et  on  détermine  la  valeur  de  chacune  • ainsi 
, ser  24  par  6,  c’est  décomposer  34  en  six  parties  égales, 
dont  chacune  est4.Dans  cet  exemple,  24  est  le  dividende, 
C est  le  diviseur,  et  4 est  le  quotient. 

29.  Corollaire.  On  peut  conclure  de  cette  définition 
1 . que  dans  toute  division  le  diviseur  est  un  nombre  abstrait 
puisqu  il  désigné  en  combien  de  parties  égales  il  faut 
décomposer  le  dividende. 

2.0  Que  le  quotient  est  de  même  nature  que  le  dividende 
puisqu  il  est  une  de  ses  parties. 

3. »  Que  le  dividende  contient  le  quotient  autant  de  Lois 
que  le  diviseur  contient  l'unité  ; d’où  s’ensuit,  en  considé- 
rant ces  nombres  comme  nombres  abstraits,  i.«  „ub  le 
dividende  contient  le  diviseur  autant  défais  que  le  quotient 
contient  l unité  ; 2.°  que  le  quotient  multiplié  par  lediviseur, 
doit  rétablir  le  dividende. 

4.  Enfin  , que  la  division  décompose  les  nombres,  comme 
la  multiplication  les  compose,  et  qu’ainsi  l’une  de  ces 
operations  est  l’inverse  de  l’autre. 

Pour  indiquer  la  division,  on  écrit  ordinairement  le 
diviseur  sous  le  dividende  , et  on  les  sépare  par  Un  trait  • 
«ms.  , -7- indique  que  24  doit  être  div.sé  par  6 ; cependant’ 
dans  la  pratique  de  1 opération,  il  est  plus  commode  dé 
suivre  un  autre  arrangement,  tel  qu’on  le  Terra  dan! 
les  exemples  ci-dessous. 

On  suppose  que  chacun  sache  faire  la  division , lorsque 

le  dividende  et  le  diviseur  sont  des  nombres  exnrimés 
par  un  seul  caractère.  exprime» 

.Voici  la  règle  à suivre  dans  les  autres  cas. 

Arithmétique . 
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PREMIER  CAS. 

seul  caractère. 

Supposons  qu’il  faillo 
diviser  g468par4,  ou  bien 
en  déterminer  la  qua- 
trième partie.  Aprèsavoir 
disposé  ces  nombres  , 
comme  on  le  voit  ici , j’ob  - 
serve,  i.°  que  l'opération 
doit  commencer  parla  gau- 
che du  dividende , c’est-à- 
dire  , par  les  unités  de  la 
plus  forte  espèce , parce 
que  , s’il  y a un  reste  de 
ces  unités , on  les  conver- 
tira en  unités  de  l'espèce  inférieure,  pour  en  avoir  le 
quart  ; ce  qui  ne  pourrait  se  faire  en  allant  de  droite  à 
gauche,  puisqu’un  reste  de  dixaines,  par  exemple,  ne  pour- 
rait former  des  centaines  , ni  un  reste  de  centaines  ne 
pourrait  former  des  mille  , etc.  2.0  Que  pour  procéder 
plus  commodément,  il  faut  s’arrêter  d’abord  au  premier 
caractère  du  dividende  total  , puisque  présentant  neuf 
unités  du  rang  des  mille , il  doit  nécessairement  s’en  trou- 
ver quelqu’une  au  quotient.  Je  marque  donc  ce  carac- 
tère par  un  point,  pour  désigner  le  premier  dividende 
partiel , et  je  dis  : 

Le  quart  de  9 est  2 et  un  peu  plus  , j’ccris  2 au  quo- 
tient, je  le  multiplie  par  le  diviseur 4,  et  je  soustrais  le 
produit  8 de  9 , ce  qui  donne  1 pour  reste. 

Ce  reste  est  un  mille  qu’il  faut  convertir  en  centaines  , 
pour  en  avoir  le  quart , et  y ajouter  celles  du  dividende. 
Tout  cela  se  fait  à la  fois  en  abaissant  à la  droite  de  1 
le  caractère  suivant  4 que  je  marque  d’un  point,  ce  qui 


3o  Diviseur  A un 


Exemple  I. 

"‘/f'âf  4*.  • • d ivifeur. 
Diridt-ntic. . . 94^—1  - 

8 ^a367  . . qu®ti«n«. 

*4 


26 

*4 

28 

28 
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indique  14  centaines.  Or,  le  quart  de  14  centaines  est  5 
centaines  et  plus  , j’écris  3 au  quotient  : multipliant  3 
parle  diviseur  4 , je  porte  le  produit  12  sous  14  pour  l'en 
soustraire,  et  il  me  reste  2 centaines  , dont  je  n’ai  point 
encore  pris  le  quart. 

Pour  trouver  ce  quart , je  change  ces  deux  centaines 
en  20  dixaines  , et  j’abaisse  à côté  celles  du  dividende  , 
ce  qui  fait  26  dixaines  , dont  le  quart  est  6 dixaines  et 
un  peu  plus.  J’écris  6 au  quotient,  je  multiplie  6 par  4 ; 
et  soustrayant  le  produit  24  de  26  , il  reste  2 dixaines 
dont  il  faut  encore  prendre  le  quart. 

Pour  l’obtenir,  je  change  ces  deux  dixaines  en  20  uni- 
tés auxquelles  j’ajoute  celles  du  dividende  en  abaissant  8. 
Or,  28  divisé  par  4 donne  7 , que  j’écris  au  quotient  ; 
multipliant  7 par  4 , et  soustrayant  le  produit  28  du  der- 
nier dividende  partiel  28  , le  reste  est  o : donc  le  quo^ 
tient  juste  de  9468  divisé  par  4 , est  2667. 

Pour  m’en  assurer  de  nouveau,  je  multiplie  le  quotient 
3067  par  le  diviseur  4 , et  puisque  le  produit  rétablit  le 
dividende , l’opération  est  exacte  (29). 


1 J.TÎsrur 

• quotient. 


Exemple  II.  • Supposons  2534  à diviser 

par  7,  j’observe  qu’ici  le 
quotient  ne  pourra  conte- 
nir des  unités  de  mille,  puis* 
qu’il  en  faudrait  au  moins 
7 au  dividende  pour  qu’il 
y en  eût  une  de  cette  es- 
pèce au  quotient.  Ainsi , le 
premier  dividende  partiel 
/ s’étendra  jusqu’au  second 
caractèreS  que  je  marque  d'un  point,  c’est-à-dire,  qu’il 
renfermera '25  centaines  ; et  le  quotient,  Commençant 
par  des  centaines  , aura  nécessairement  trois  caractères 
et  n’en  pourra  avoir  davantage. 

Or,  25  divisé  par  7 , donne  3,  que  j’écris  au  quotient  ; 


Dividende...  a53\fy.  . 

vii  1362 
43 
_4» 
i4 
__!4 

O 
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puis  je  multiplie  3 par  7 , et  je  soustrais  le  produit  21  de 
a5,  ce  qui  donne  4 centaines^iour  reste.  Pour  convertir 
ces  centaines  en  dixaines  et  en  prendre  le  quart,  j’abaisse 
à côté  de  4,  le  caractère  suivant  du  dividende,  le- 
quel est  3 ( marquant  toujours  d’un  point  les  carac- 
tères abaissés) , et  je  divise  4^  par  7 , ce  qui  donne  6 au 
quotient  ; multipliant  6 par  7 et  soustrayant  le  produit 
42  de  43  > d vient  1 pour  reste  ; ce  qui  indique  une 
dixaine  ; enfin  , à côté  de  ce  reste  abaissant  le  dernier 
caractère  du  dividende,  j’ai  14  unités  simples  à diviser 
par  7 , et  il  vient  2 sans  reste  : dono  le  quotient  de 
2534  divisé  par  7 est  562. 

3t.  Coroll.  Chaque  division  particulière  ne  disant 
fournir  qu’un  caractère  au  quotient , il  s’ensuit  que  le 
premier  dividende  partiel  doit  contenir  autant  de  caractères 
qu'il  y en  a dans  le  diviseur,  ou  un  de  plus  seulement. 
Ainsi,  deux  nombres  étant  proposés,  il  est  aisé  devoir 
de  combien  de  caractères  sera  composé  le  quotient  qui 
doit  venir  en  divisant  l’un  par  l'autre. 

SECOND  CAS. 


3a  Diviseur  à plusieurs  caractères. 


Exemple  I. 

Dividende  6258f"  21.  . 

42  1 298  . . 

205 

»89  < 

168 

168  -i  ; 
o 


Supposons  qu’on  ait  & 
diviser  6268  par  21  , j’ob- 
' d,'r,ïCUr'  serve  d’abord  que  , dans 

quoi  mot.  ce  CflS  ^ je  qUOt;ent  ne  peut 

contenir  des  mille  , puis- 
qu’il en  faudrait  au  moins 
21  au  dividende  , pour 
qu’il  s’en  trouvât  un  au 
quotient  ; c’est  pourquoi 
joignant  les  mille  aux  cen- 


, taines  et  les  marquant 
d’un  point  , ce  qui  fait  62  centaines  , j’en  cherche 
d’abord  la  vingt-uoième  partie.  Or,  cette  partie  est  a 
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centaines  et  plus , sans  être  trois.  J’écris  donc  2 au  quo- 
tient, et  ce  sera  toutes  les  centaines  qu’il  peut  contenir1. 
Je  multiplie  21  par  3 , et  soustrayant  le  produit  42  de  6a, 
il  reste  20  centaines  que  je  change  en  dixaines  , en  abais- 
sant à côté  le  caractère  5 du  dividende  , et  j’ai  2o5  dixaines 
à diviser  par  2i. 

Pour  opérer  plus  facilement , je  borne  la  division  aux 
deux  premiers  caractères  de  ce  dividende  et  au  premier  ca- 
ractère du  diviseur  , et  je  dis  : 20  divisé  par  2 donne  10. 
Mais  j’observe  que  si  j’écrivais  ici  deux  caractères  au  quo- 
tient , j’y  mettrais  des  dixaines  de  dixaine  , c’est-à-dire, 
des  centaines  , et  alors  le  caractère  précédent  n’exprime- 
rait pas  assez  de  centaines  ; ce  qui  ne  saurait  arriver  d’a- 
près la  méthode  que  nous  avons  suivie.  Il  est  donc  im- 
possible que  , dans  aucune  division  partielle  , il  faille  écrire 
à la  fois  deux  caractères  , c'est-à-dire  , plus  de  9 au  quo- 
tient. Avant  d’écrire  ici  le  caractère  g , je  l’essaye  en  mul- 
tipliant à part  21  par  9 ; et  comme  le  produit  189  peut 
être  soustrait  de  2o5  avec  un  reste  16,  moindre  que  le 
diviseur  , j’écris  9 au  quotient. 

Enfin,  abaissant  le  dernier  caractère  8 à côté  de  16, 
ce  qui  donne  168,  je  change  les  dixaines  en  unités,  et 
je  les  divise  par  21.  Essayant  à part  la  division  des  deux 
premiers  caractères  de  ce  dividende  partiel  par  le  premier 
caractère  du  divisdur,  j’ai  16  divisé  par  2,  qui  donne  8 ; 
lequel  nombre  multiplié  par  31  , produit  168  ; or  , 168 
soustrait  du  dividende  partiel,  ne  laissant  point  de  reste  , 
j’en  conclus  que  le  quotient  exact  de  6258  divisé  par  21  , 
est  298. 

33.  Coroll.  Toute  la  pratique  de  la  division  se  ré- 
duit donc  à ces  quatre  choses:  1 ."  A fixer  le  premier  divi- 
dende partiel  ; 2.0  à chercher  par  le  premier , ou  les  deux 
premiers  caractères  du  dividende  et  du  diviseur , quel  est  le 
caractère  qu'on  doit  écrire  au  quotient  ; 3.®  à multiplier  la 
valeur  de  ce  caractère  par  le  diviseur , pour  soustraire  le 
produit  du  dividende  ; 4*°  à abaisser  à côté  du  reste  les 
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caractères  suivants , s'il  y en  a , un  à un , jusqu'à  ce  que  le 
dividende  total  soit  épuisé. 

Exemple  II. 

v 

DiTidcode.1 1739/  3g  . .dirUtur. 

1 1 y V.  3oi..  quotient. 

seulement  des  centaines.  Ainsi , le  premier  dividende 
partiel  s’étendant  jusqu’aux  centaines  , je  les  marque 
par  un  point,  et  je  cherche  la  trente-neuvième  partie  de 
117  centaines.  Essayant  donc  de  la  trouver  avec  les  deux 
premiers  caractères  du  dividende  et  le  premier  du  divi- 
viseur  , je  dis:  le  tiers  de  1 1 est  3 , que  j’éprouve  à côté  , 
en  le  multipliant  par  ^9  î et  comme  le  produit  117  peut 
être  soustrait  du  dividende  partiel , j’écris  3 au  quotient. 
N’y  ayant  point  de  reste,  j’abaisse  le  caractère  suivant 3 , 
et  je  mets  o au  quotient , pour  désigner  qu’il  ne  doit  pas 
contenir  des  dixaines.  Enfin  , abaissant  9 à côté  de  3 , il 
me  reste  3g  unités  à diviser  par  3g  , ce  qui  donne  pour 
quotient  1 sans  reste. 

34.  Remarques.  1."  On  voit  par  ces  exemples,  que  si 
le  caractère  abaissé , joint  au  reste  précédent,  est  plus' 
petit  que  le  diviseur,  on  doit  mettre  o au  quotient , pour 
désigner  que  celui-ci  ne  contient  point  d’unités  du  rang 
de  celles  qu’on  a abaissées. 

2.0  Lorsque  le  dividende  et  le  diviseur  sont  de  purs 
nombres  abstraits  , le  quotient  exprime  combien  de 
fois  ce  dernier  est  contenu  dans  l’autre  (39).  On  peut 
donc,  dans  la  pratique  de  cette  opération,  les  supposer 
l’un  et  l’autre  nombres  abstraits  ; et,  pour  avoir  le  ca- 
ractère qui  doit  entrer  dans  le  quotient,  chercher  com- 
bien de  fois  un  dividende  partiel  contient  le  diviseur. 


On  me  propose  de 
diviser  11739  par  3g. 
J’observe  d’abord  que 
le  dividende  ne  conte- 
nant pas  3g  unités  du 
rang  des  mille  , le  quo- 
tient ne  contiendra 
point  de  mille  , mais 
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35.  S’il  se  trouve  un  dernier  reste,  après  avoir  abaissé 
tous  les  caractères  du  dividende  , il  faut  l'écrire  à la  suite 
du  quotient  ; et,  plaçant  le  diviseur  en  dessous,  on  les  sépa- 
rera par  un  trait , ce  qui  formera  une  fraction  ajoutée  au 
premier  quotient. 


Exemple  III. 

Dividende  464 1 f 54  • - diviseur. 


102 

321 

304 

>7 


On  veut  diviser  4641  par 
34.  Après  avoir  trouvé  le 
quotient  i36,  il  vient  un 
dernier  reste  17  , qu’on 
écrira  à la  suite  sous  la 
forme  de  cette  fraction 
36.  S c h o li  e.  Il  y a plu- 
sieurs cas  où  la  division  se 
peut  faire  d’une  manière 
plus  abrégée.  Nous  allons 
^•apporter  ici  les  princi- 
paux. 


1. ®  Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  terminés  par  des 
zéros , retranchez-en  le  même  nombre  de  chacun  , et  di- 
visez le  reste.  Ainsi  se  réduit  h ~ , qui  donne  13  au 
quotient. 

2. ®  Si  le  diviseur  seulement  est  terminé  par  des  zéros  , 
retranchez-les,  et  ôtez  en  même  temps  un  égal  nombre 
de  caractères  signifiants  vers  la  droite  du  dividende  ; par 
exemple , se  réduit  d’abord  à ^ , qui  donne  9 pour 
quotient  et  1 pour  reste.  J'écris  ce  reste  à la  gauche  de  C7 
que  j’avois  retranché , et  de  ce  nombre  divise  par  5oo  , je 
forme  la  fraction  pour  l’ajouter  è 9.  Ainsi  le  vrai  quo- 
tient est  ici  9 77;. 


67.  Conon..  I.  Donc  pour  prendre  la  dixième  partie 
d'un  nombre , ou  bien  pour  le  diviser  par  10 , il  suffit  d'en 
retrancher  le  dernier  caractère,  qu'on  divisera  par  10,  et 
de  joindre  cette  fraction  à la  valeur  des  autres  caractères. 
Ainsi  donne  35  — ; —■  donne  34» 

Pour  prendre  la  centième  partie  d’un  nombre,  ou  pour 
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le  diviser  par  100,  il  suffit  d'en  retrancher  les  deux  den* 
niers  caractères , qu'on  divisera  par  100  , et  ainsi  de  suite. 
Donc  si  ces  caractères  retranchés  sont  des  zéros  , il  suffit 
de  les  effacer. 

S'il  faut  diviser  un  nombre  par  20 , retranchez  d'abord 
le  dernier  caractère  vers  la  droite , et  prenez  la  moitié  de  la 
valeur  des  autres.  S’il  vient  1 pour  reste , écrivez  ce  reste 
devant  le  caractère  retranché  ; divisez  par  20  , et  écri- 
vez cette  fraction  à la  suite.  Ainsi  dans  je  retranche 
le  6,  je  prends  la  moitié  de  ^5  , qui  donne  22  et  1 pour 
reste  , que  j’écris  devant  6 , pour  en  former  la  frac- 
tion ~.  Le  vrai  quotient  est  donc  ici  22  vî-.  De  même, 

• donne  l5  donne  g. 

On  voit  par-là  comment  on  réduit  un  nombre  de  sol» 
en  livres , puisqu'il  ne  faut  pour  cela  que  prendre  la 
vingtième  partie  de  ce  nombre,  ou  le  diviser  par  20.  En 
général , on  réduit  une  pefjte  espèce  à une  plus  grande  , 
en  divisant  le  nombre  qui  exprime  la  petite  par  celui  qui 
désigne  combien  de  fois  l'unité  de  cette  espèce  est  contenue 
dans  celle  de  la  grande.  Ainsi  , pour  réduire  un  nombre 
de  pieds  en  toises,  on  le  divisera  par  6 ; pour  réduire  un 
nombre  de  pouces  en  pieds,  on  le  divisera  par  12. 

38.  Scholie.  On  remarquera  ici , i.°  que  tout  nombre 
terminé  par  5 est  exactement  divisible  par  5 , et  qu’il  l’est, 
aussi  par  10  et  par  5,  s’il  finit  par  unoj  2°  qu’un  nom- 
bre est  divisible  par  2 , si  la  valeur  du  dernier  caractère 
est  divisible  par  2 ; qu’il  l’est  par  4>  si  la  valeur  des  deux 
derniers  caractères  est  divisible  par  4 ; qu’il  l’est  par  8 , 
si  la  valeur  des  trois  derniers  caractères  est  divisible 
par  8 , et  ainsi  de  suite  ; 3.°  qu’un  rfombre  est  divisible 
par  9 et  par  5 , si  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ses 
caractères  est  divisible  par  9 ; et  si  cette  somme  est  di- 
visible par  5 seulement , ce  nombre  sera  divisible  par  5 ; 
et  même  par  6,  lorsque  le  dernier  caractère  vers  la  droite 
exprimera  un  nombre  pair  ; 4*°  qu’un  nombre  est  divi- 
sible par  11  , lorsque  la  somme  des  valeurs  absolues  de 
ses  caractères  de  rang  impair  , savoir  , du  fer,  du  3 m#, 
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du  5 m%  etc. , vaudra  celle  des  caractères  de  rang  pair  ; 
savoir,  du  2.™*,  du  4m%  du  6me,  etc.  (*) 

3g.  Il  se  présente  souvent  des  cas  où  l’on  propose  de 
diviser  des  nombres  positifs  et  négatifs  les  uns  par  les 
autres  ; mais  sur  tous  ces  cas  en  général  , nous  obser- 
vons que  le  diviseur  doit  être  regardé  comme  un  pur 
nombre  abstrait , sans  quoi  la  question  serait  absurde,  et 
l’opération  impratiquable  (29).  > 

Supposons  d’abord  qu’il  faille  diviser -{- i5  par  — 5. 
Faisant  abstraction  du  signe  du  diviseur,  je  cherche  d’a- 
bord la  cinquième  partie  de  H-  i5  , qui  devant  être  de 
même  espèce  que  le  dividende  (ag)  sera  •+•  3.  Mais  comme 
le  signe  — qui  affecte  le  diviseur  m'indique  qu’il  faut 
soustraire  ce  quotient  des  nombres  qui  le  précèdent,  ou 
qui  peuvent  le  précéder  , je  change  son  signe  et  j’écris 
— 5.  ( Disc,  prélim.  n.°  XV  ). 

On  voit  par  le  même  raisonnement  , que  si  j’avais  eu  à 
diviser — i5  par — 5,  j’aurais  du  écrire  au  quotient  +3  , 
parce  que  la  cinquième  partie  de  — 15  est  — 3,  et  que 


(*)  Pour  démontrer  cette  propriété  du  nombre  11 , on  peut  rai- 
sonucr  ainsi  : 

Dans  chaque  dixaine , il  manque  une  unité  pour  faire  un  multiple 
de  il  ; dans  chaque  centaine,  il  y a une  unité  de  trop  pour  avoir 
un  multiple  de  11;  dans  chaque  mille,  il  manque  une  unité'  pour 
un  multiple  de  11  , et  ainsi  alternativement  d’excès  en  défauts: 
donc  dans  5780  , par  exemple  , il  y a treize  unités  en  défaut  et  sept 
en  excès , pour  avoir  un  multiple  de  11  ; par  couscqucnt , si  au  lieu- 
de  zéro,  j’écrivais  pour  dernier  caractère  6 de  cette  manière  6786, 
% je  ferais  une  juste  compensation  , et  je  serais  assuré  de  trouver 
dans  S786  un  multiple  de  11:  et  comme  ce  raisonnement  s’applique 
à tous  les  cas,  je  puis  dire  qu’w n nombre  est  multiple  de  11,  lors- 
que la  somme  des  valeurs  absolues  de  ses  caractères  de  rang  pair 
égale  celle  des  caractères  de  rang  impair.  D’où  il  s’ensuit  qu’un 
nombre  étant  donné , on  peut  voir  , par  la  valeur  de  ses  carac- 
tères, s’il  est  multiple  de  11  , ou  combien  il  s'en  faut  qu’il  ne  le 
soit. 

De  semblables  observations  peuvent  sc  faire  sur  la  nonibra  9 et 
K démontrer  de  même. 
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devant  ici  soustraire  cette  partie  de  ce  qui  la  précède  ou 
peut  la  précéder,  je  dois  (18)  changer  son  signe  en  écri- 
vant -+-  5. 

Au  contraire  , si  le  diviseur  est  précédé  du  signe  -4- , il 
faut  laisser  au  quotient  le  signe  du  dividende,  qu’il  doit 
naturellement  avoir,  puisque  ce  quotient  est  censé  ajouté 
à ce  qui  le  précède  ou  qui  peut  le  précéder  dans  la  même 
formule  numérique.  Ainsi  ■+■  1 5 divisé  par  4-  5 , donne 
-H  3;  — 15  divisé  par  -+-  5,  donne  — 3. 


Tout  cela  s’exprime  par  cet  abrégé  : — ou  


ou. 


SECTION  II. 

Du  calcul  des  Fractions. 

CHAPITRE  PREMIER. 

De  la  nature  et  des  principales  propriétés  des  fractions. 

4°-  ^ É f i n it  i o n.  Si  Ton  conçoit  l'imité  divisée  en  plu- 
sieurs parties  égales  , V expression  qui  désigne  une  ou  plu- 
sieurs de  ces  parties,  s'appelle  une  fraction;  elle  s’écrit  en 
forme  de  division  , de  cette  manière  j-,  et  on  l’énonce 
ainsi  : un  quart , douze  quinzièmes.  Le  nombre  supérieur 
est  appelé  numérateur , parce  qu’il  fixe  le  nombre  qu’on, 
prend  des  parties  égales  de  l’unité  ; l’inférieur  est  appelé 
dénominateur  , parce  qu’il  détermine  le  nom  ou  l’espèce 
de  ces  parties.  Si  le  numérateur  est  égal  au  dénomina- 
teur , ou  plus  grand  que  lui , la  fraction  vaut  l’unité  ou 
plus  que  1 unité  ; et  c’est  alors  une  fraction  improprement 
dite. 
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41.  Cor o ll.  I.  Une  fraction  exprime  toujours  le  quo- 
tient du  numérateur  divisé  par  le  dénominateur.  Ainsi , la 
fraction  est  la  même  chose  que  le  quotient  de  3 divisé 
par  4 > car  elle  indique  (4°)  que  l’unité  est  divisée  en 
quatre  parties  égales  et  qu’on  en  prend  trois  ; et  le  quo- 
tient de  3 divisé  par  4 , désigne  le  quart  de  trois  de  ces 
mêmes  unités  (28).  Or  , le  quart  de  trois  unités,  ouïes 
trois  quarts  d’une  de  ces  unités,  sont  1^.  même  chose. 

42.  II.  Une  fraction  est  donc  un  nombre  de  même  na- 
ture que  le  numérateur  (29).  • 

43.  1 1.  Lorsque  deux , ou  plusieurs  fractions  ont  même 
dénominateur , celle  qui  a un  plus  grand  numérateur  est 
dans  la  même  proportion  plus  grande  ; parce  que  renfer- 
mant l’une  et  l'autre  les  mêmes  parties  de  l’unité,  celle 
qui  a un  plus  grand  numérateur  , contient  en  propor- 
tion plus  de  ces  parties,  AiRsi-^  est  double  de  , ■—  est 
octuple  de  7^. 

Mais  si  des  fractions  ont  même  numérateur , celle  qui  a 
un  plus  grand  dénominateur  est  dans  la  même  proportion 
plus  petite;  parce  que  exprimant  le  même  nombre  de  par- 
ties, elle  les  contient  d’autant  plus  petites  , que  son  dé- 
nominateur est  plus  grand.  Ainsi  7 est  la  moitié  de  -j;  f 
est  triple  de  -£•. 

Cette  propriété  des  fractions  s’exprime  en  disant  : que 
si  deux  fractions  ont  même  dénominateur  , leurs  valeurs 
sont  directement  comme  les  numérateurs  ; et  que  si  elles  ont 
même  numérateur , leurs  valeurs  sont  inversement  comme 
les  dénominateurs. 

44-  Ou  peut  conclure  de-là  : i.°  qu'on  ne  cfiange  pas 
la  valeur  d'une  fraction , en  multipliant  ou  divisant  son 
numérateur  et  son  dénominateur  par  le  même  nombre  : car  • 
si  l’on  multiplie  haut  et  bas  par  le  même  nombre,  la  frao* 
tion  croit  autant  par  la  multiplication  du  numérateur , 
qu’elle  décroît  par  celle  du  dénominateur  (43). 

Si  on  divise  haut  et  bas  par  le  même  nombre  , la  frac- 
tion diminue  autant  par  le  décroissement  du  numérateur. 
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qu’elle  augmente  par  celui  du  dénominateur  (43)  : donc, 
dans  l’un  et  l’autre  cas,  elle  ne  change  point  de  valeur. 

Ainsi  vaut  autant  que^j,  où  l’on  a multiplié  haut  e* 
bas  par  a ; autant  que-)  où  l’on  a divisé  haut  et  bas  par  6. 

a.*  Que  , sans  changer  de.  valeur,  tout  entier  peut  être  mis 
sous  la  forme  d'une  fraction  , en  lui  donnant  l'unité  pour 
dénominateur , ou  même  tout  autre  nombre , pourvu  qu’on 
multiplie  cet  entiar  par  ce  nombre.  Ainsi , 36  peut  se 

, - J6  Mv4  * 

présenter  sous  cette  forme  T ou  - -■)  ou  ■ 

45.  Problème  I.  Réduire  un  nombre  mixte  à une  sim- 
ple fraction , sans  changer  sa  valeur . 

Sol.  Multipliez  l'entier  par  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion qui  entre  dans  le  nombre  mixte  ; ajoutez  le  produit  à 
son  numérateur , et  faites  de  celte  somme  le  numérateur  de 
la  nouvelle  fraction.  • 

Ainsi,  pour  réduire  137  à une  seule  fraction  , je  mul- 
tiplie r 2 par  4,  ce  qui  fait  48;  j'ajoute  3 au  produit,  et 
mettant  la  somme  5i  en  fraction  sur  4 > j’ai  ^ à la  place 
de  127.  De  même  a3-j  devient  -4^,  120  7 devient 

Par  ce  procédé , l’entier , sans  changer  de  valeur  (44)» 
prend  la  forme  d'une  fraction , à laquelle  on  ajoute  celle 
qui  entrait  dans  le  nombre  mixte. 

46.  Problème  II.  Réduire  plusieurs  fractions  au  même 
dénominateur , sans  changer  leur  valeur. 


% 


Sol.  Multipliez  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 
chacune , par  le  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les 
autres.  Aÿisi , pour  réduire  7,  7,7  au  même  dénominateur, 

j’écris  la  première  ; ainsi,  sesonde  ainsi,  — fri  ; 

la  troisième  ainsi , * ce  qui  se  réduit  à li  > .1  > 11 . Il  est 

évident  que  par -là  chacune  garde  sa  première  valeur 
(42) , et  que  cependant  elles  acquièrent  le  même  dénomi- 
nateur. 


47.  Remarque.  Lorsque  les  dénominateurs  de  deux 
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fractions  ont  des  facteurs  communs,  la  réduction  au 
même  dénominateur  se  fait  plus  simplement,  en  multi~ 
pliant  haut  et  bas  dans  chacune  , par  les  facteurs  du  dé - 
nominateur  de  l'autre  , qui  ne  sont  pas.  communs.  Ainsi  , 
je  réduis  •—  et-^j  au  même  dénominateur,  en  les  écrivant 

d’abord  de  cette  façon,  , pour  voir  les  facteurs 

communs  des  deux  dénominateurs;  puis  multipliant  haut 
et  bas  dans  la  première  par  5,  et  dans  la  seconde  par  4 > 

ce  qu,  donne  — _ 53^,  ou  b.en  æ<  s 


48.  Le  mme.  Pour  trouver  le  plus  grand  diviseur  com- 
mun de  deux  nombres  donnés  a et  b , divisez  le  plus  grand  , 
que  je  suppose  a , par  le  plus  petit  b ; s'il  vient  un  premier 
reste  c,  divisez  b par  c ; s’il  vient  un  second  reste  d , divisez 
c par  d ; s'il  vient  un  troisième  reste  e , divisez  d par  e ; et 
enfin  , quand  vous  aurez  une  division  salis  reste  , le  divi- 
seur qui  aura  servi  alors  sera  le  nombre  que  vous  cherchez . 

Ex.  On  demande  le  plus  grand  diviseur  commun  de 
384  et  de  5 G.  1 .*  Je  divise  384  Par  56,  et  j’ai  ^ =6,  avec 

48  pour  reste.  2.®  Sans  faire  attention  au  quotient , je 
divise  56  par  48 , et  j’ai  ~ = 1,  et  8 pour  reste.  3.°  Je  di- 
vise 46  Par  8 , et  j’ai  ~ = 6,  sans  reste.  D’où  je  conclus 
que  8 est  le  plus  grand  nombre  qui  puisse  diviser  à la  fois 
384  et  56.  (La  démonstration  de  cette  méthode  sera  don- 
née plus  bas). 


49-  Problème  III.  Réduire  une  fraction  à son  expres- 
sion la  plus  simple , sans  changer  sa  valeur. 

Sol.  Divisez  ses  deux  termes  par  leur  plus  grand  divi- 
seur commun  , et  écrivez  les  quotients  à la  place  de  ces 
termes.  Il  est  évident  que  par-là  vous  rendrez  l’expression 
plus  simple , sans  changer  la  valeur  de  la  fraction  pro- 
posée ( 44  )•  Ainsi , ~ se  réduit  à — , en  divisant  haut  et 
bas  par  36,  qui  est  le  plus  grand  diviseur  commun  de 
a52  et  de  5g6.  * 
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CHAPITRE  IL 

Des  quatre  opérations  de  V Arithmétique  sur  les 
fractions. 

5o.  I.  L’addition  des  fractions  se  fait  en  les  réduisant 
au.  même  dénominateur  et  prenant  la  somme  des  numéra- 
teurs. Ainsi,  pour  ajouter  f , 4 / 7,  j’écris  d'abord  77 , 77  , 
et  prenant  la  somme  des  numérateurs,  j’ai  77  = 1 77. 

5i.  II.  La  soustraction  se  fait  en  réduisant  au  même 
dénominateur , et  prenant  la  différence  des  numérateurs. 
Ainsi  ,7  — 7 devient  ^ ± 

5a.  III.  Pour  multiplier  une  fraction  par  une  autre  , 
prenez  le  produit  des  numérateurs , et  mettez-le  en  fraction 
sur  celui  des  dénominateurs.  Ainsi , 7 X 7 = A,  ou  7. 

55.  IV.  Pour  diviser  une  fraction  par  une  fraction  , 
renversez  les  termes  de  celle  qui  doit  servir  de  diviseur  , 
multipliez  de  suite  (*) , et  les  produits  mis  en  fraction  don- 
neront le  quotient.  Ainsi , pour  diviser  7 par  -j- , j’écris 
7 X 7,  ce  qui  donne  77,  ou  i 77,  lequel  se  réduit  à 17.  (**) 

54.  Remarques.  I.  Si  on  doit  multiplier  les  unes  parles 
autres  plusieurs  fractions  qui  ayent  les  mêmes  nombres 
parmi  leurs  numérateurs  et  leurs  dénominateurs,  il  est 
plus  simple(t\ 4)  d'effacer  ces  nombres  haut  et  bas  , et  de  mul- 
tiplier le  reste.  Ainsi,  7 X 7 X 7 X |se  réduit  à 7 X 4 — 7L. 

55.  II.  Pour  multiplier  une  fraction  par  un  entier  , il 
suffit  de  multiplier  le  numérateur , ou  de  diviser  le  dénomi- 


(*)  itlulliplier  de  suite , c’est  multiplier  numérateur  par  numé- 
rateur, et  dénominateur  par  dénominateur. 

(**)  Voy.  Disc,  prc'l.  n.*  XV. 
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nateur  par  cet  entier  (43)*  Ainsi,  ~ * 3 donne  ou 

bien  f = x f . 

I 

56.  III.  Pour  diviser  une  fraction  par  un  entier , il  suffit 
de  diviser  le  numérateur , ou  de  multiplier  le  dénominateur 
par  cet  entier  (43).  Ainsi,  pour  diviser  f par  3,  il  est  indif- 
férent d’écrire  ÿ , en  divisant  le  numérateur  par  3 ; ou 

en  multipliant  le  dénominateur  par  3. 

57.  IV.  Pour  diviser  un  entier  par  une  fraction , il  faut 
multiplier  l'entier  par  le  dénominateur  de  la  fraction  , et 
mettre  le  produit  en  fraction  sur  le  numérateur.  Ainsi,  pour 

6x5  * 

diviser  6 par  f,  j’écris  -y-,  ce  qui  fait  10. 

58.  V.  Pour  prendre  une  fraction  de  fraction , par  exem- 
ple , les  j de  il  faut  multiplier  les  deux  fractions  l'une 
par  l'autre , ce  qui  donne  ici  -±.  Il  en  est  de  même  pour 
prendre  une  ou  plusieurs  parties  d’un  entier,  par  ex.  , 
les  r;  de  a5 , je  dois  multiplier  par  a5,  et  je  trouve 
aa  ~ , qui  exprimeront  les  de  a5. 

CHAPITRE  III. 

Ve  P origine  et  des  propriétés  des  fractions  décimales. 

% Nou  s avons  vu  (3)  que , dans  lu  numération  ordi- 
naire, la  valeur  locale  des  caractères  décroît  en  progres- 
sion décuple,  en  allant  de  gauche  à droite,  de  façon  que 
le  dernier  exprime  toujours  des  unités  simples.  Mais  rien 
n’empêche  de  concevoir  cette  progression  prolongée  au- 
dessous  des  unités,  de  telle  sorte  que  le  premier  caractère 
«près  les  unités  exprime  des  dixièmes,  le  second  des  cen- 
tièmes, le  troisième  des  millièmes,  et  ainsi  de  suite.  Il 
faudra  seulement,  pour  éviter  la  confusion,  séparer  ces 
fractions  des  entiers  ; ce  qui  pourra  se  faire  par  un  point 
ou  une  virgule.  Ainsi,  565,  947  désignera  365  entiers-!- 
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Go.  Définition.  On  appelle  fractions  décimales  ces  sortes 
de  J notions  dont  la  valeur  locale  des  caractères  continue  au 
dessous  de  l'unité  la  progression  décuple  ou  décimale  de  la 
numération  ordinaire.  Ainsi  o , 947  est  une  fraction  déci- 
male sans  entiers , oii  le  premier  caractère  signifiant  ex- 
prime rr  > Ie  second  , le  troisième  vrrr*  • 

61.  Co  ro  ll.  I.  On  déduira  de-là,  i.°  Que  sans  changer 
la  valeur  d'une  fraction  décimale  , on  peut  réduire  ses  ca- 
ractères à désigner  des  unités  de  la  plus  petite  espèce.  Ainsi , 
dans  l’exemple  ci-dessus  , 9 qui  exprime  des  dixièmes  , 
4 des  centièmes , 7 des  millièmes , peuvent  se  réduire  (44) 
à rrrr  + tHt  -+-  ttt.  > ou  bien  à ; et  comme  toute  autre 
suite  de  décimales  se  peut  réduire  de  même  , on  en  con- 
clura que  ces  sortes  de  fractions  ont  toujours  pour  déno- 
minateur l'unité  suivie  d'autant  de  o,  qu'il  y a de  caractères 
au  numérateur.  Voilà  pourquoi  il  est  inutile  d’écrire  le 
dénominateur  décimal , et  qu’il  reste  toujours  sous- 
entendu. 

62.  Il  s’ensuit  de-là  qu’on  n' augmente  point  la  valeur 
d'une  fraction  décimale  en  mettant  des  o à sa  suite  , puis- 
qu’il est  censé  qu’on  en  ajoute  autant  au  dénominateur 
qu’au  numérateur.  Ainsi  o,  4 vaut  o,  4«j  ou  o,  4°°°- 
D'où  l'on  voit  qu'en  ajoutant  un  nombre  convenable  de  o , 
on  peut  réduire  toutes  sortes  de  fractions  décimales  au  même 
dénominateur , sans  changer  leurs  valeurs. 

0,41  ( o , 400 

6 , 78  > se  réduisent  i | 6,  780 

1 > 934  > t 7,  934 

Par  ce  moyen,  on  peut  présenter  un  entier  sous  la 
forme  d’une  fraction  décimale  , sans  changer  sa  valeur  > 
par  exemple,  au  lieu  de  164,  on  peut  écrire  i$4,  0000. 

63.  Coroll.  II.  Une  unité  décimale  d'un  rang  quel- 
conque , vaut  plus  que  la  somme  des  valeurs  de  tous  les 
caractères  décimaux  qui  viennent  après.  Ainsi,  dans  o , 099 

l’unité 
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I unité  décimale  du  premier  rang,  qui  est  ~ ou  vaut 
plus  que  la  somme  du  reste,  qui  pot  -i-,  t _»  ou 

On  conclura  de-là,  i.°  que  la  plus  grande  de  deux 
fractions  décimales  est  celle  qui , la  première  , présente 
un  caractère  de  plus  grande  valeur  en  allant  de  gauche  à 
droite.  Ainsi  o,  4 est  plus  grande  que  o,  3gggg,  continuée 
à l’infini. 

a.°  Que  si , dans  un  calcul , on  néglige  toutes  les  déci- 
males qui  viennent  après  le  premier  rang , l’erreur  ne 
peut  être  de  ~ ; que  si  on  néglige  celles  qui  viennent  après 
le  second  , elle  ne  peut  être  de  etc.  Cependant,  pour 
rendre  cette  erreur  aussi  petite  qu’il  est  possible  , en 
n’émployant  que  tel  ou  tel  nombre  de  décimales,  il  faut 
augmenter  d'une  unité  le  dernier  des  caractères  qui  restent, 
si  le  premier  de  ceux  qu'on  a retranchés  surpasse  5.  Par 
exemple,  dans  o,  8270,  si  je  retranche  simplement  les 
deux' derniers  caractères,  l’erreur  est  de  . en  défaut  • 
mais  en  ajoutant  une  unité  au  dernier  de  ceux  qui  restent 
de  cette  manière  o , 83,  l’erreur  n’est  que  de  - ea 
excès. 


CHAPITRE  IV.  ' 

Des  opérations  de  V Arithmétique  sur  les  fractions 

décimales. 

64.  Audition.  Pour  ajouter  ensemble  des  fractions  dé- 
cimales , il  faut  les  écrire  de  façon  que  les  entiers , s'il  y en 
a , ainsi  que  les  unités  décimales  de  même  espèce  soient  en 
colonne  ; procéder  ensuite  comme  dans  l'addition  ordinaire 
et  placer  dans  la  somm  e la  virgule  dans  la  colonne  des  vir- 
gules. _ ...... 

Arithmétique.  , 3 
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Exemple. 

. 54 , 34 

5 , o58g 
»36  , 9 

Somme . . . 194  > *9®9 

La  raison  de  ce  procédé  est  que  ces  décimales  réduite* 
au  même  dénominateur,  deviennent . . . 

54 , 2400 
’ 3 , o58g 

• i36,  gooo 

Or  ( 5o)  la  somme  de  ces  trois  fractions  est  194, 1989. 

65.  Soustraction.  Pour  soustraire  une  fraction  dé- 
cimale d’une  autre  , il  faut  écrire  celle  qu'on  veut  soustraire 
au  dessous  de  l'autre , opérer  comme  dans  la  soustraction 
ordinaire , et  conserveries  virgules  en  colonne. 

Exemple,  Ainsi, pou* soustraire 244, 63o  de8Go,g5, 
j’écris  ces  nombres  comme  on  les  voit  ici , 
860  , q5  et  j’ai  pour  différence  616,  3ao.  ( La  rai- 
344,  63o  son  est  la  même  que  pour  l’addition). 

GiG , 320 

66.  Multiplication.  Multipliez  d'abord  tout  Je  mul- 
tiplicande par  tout  le  multiplicateur  , comme  si  c'était  des 
nombres  entiers;  mettez  ensuite  autant  de  derniers  caractères 
du  produit  en  décimales , qu'il  y en  a en  somme  dans  le  mul- 
tiplicande et  dans  le  multiplicateur. 

Exemple.  En  multipliant  ici  les  deux 

facteurs  comme  s’ils  étaient 
Multiplicande  . . -5o,  74$  des  nombres  entiers,  on  a le 
Multiplicateur ...  4,  65  produit  14296425  , dont  on 

Produit 142,96425  met  les  cinq  derniers  carac- 

tères en  décimales  , parce 
qu’il  y a cinq  décimales  dans  ses  facteurs. 
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Pour  démontrer  cette  règle , il  suffit  de  mettre  les  deux 


voit  alors  que,  dans  tous  les  cas , un  produit  doit  renfermer 
autant  de  décimales  qu'il  y en  a dans  ses  facteurs. 


67.  Corollaire.  Puisque  dans  toute  division  le  divi- 
dende est  le  produit  du  quotient  multiplié  par  le  diviseur, 
il  doit  contenir  autant  de  décimales  qu'il  y en  a dans  le 
diviseur  et  dans  le  quotient. 

68.  Remarque.  Quand  les  premiers  caractères  d’une 
fraction  décimale  sont  des  o,  il  peut  arriver  qu’après  avoir 
multiplié,  comme  il  est  dit  ci-dessus,  le  produit  renferme 
moins  de  caractères  qu’il  n’y  a de  décimales  dans  ses  fac- 
teurs. Cela  se  trouve,  par  exemple,  dans  o,  o4xoooo3,  dont 
le  produit  12,  pris  à la  façon  des  nombres  ordinaires, 
contient  deux  caractères , tandis  que  les  facteurs  con- 
tiennent cinq  décimales.  Alors  on  doit  écrire  à la  gauche 
du  produit  le  nombre  de  zéros  qu'il  faut,  pour  qu'il  renferme 
autant  de  caractères  décimaux  qu'il  s'en  trouve  dans  ses 
facteurs . Ainsi,  o,  04  X o,  oo3  — o,  00012.  De  même 
o , 0016  X o,  014  = 0,  0000224. 

69.  Division.  Pour  diviser  une  fraction  décimale  pan 

une  autre.  i.°  On  commence  par  ajouter  , s'il  le  faut , ou 
supposer  ajoutés  à la  suite  du  dividende  assez  de  zéros  pour 
qu'il  ait  au  moins  autant  de  décimales  que  le  diviseur.  2.0  Ôn 
divise  ensuite  l'un  par  Vautre  , sans  faire  attention  aux  dé- 
cimales. 3.°  Dans  le  quotient  ainsi  trouvé , on  sépare  autant 
de  décimales  qu'il  y en  a de  plus  dans  le  dividende  que  dans 
le  diviseur  ; de  sorte  que  , s' il  y en  a le  même  nombre  dans 
les  deux , le  quotient  est  un  entier. 

-Exemple. 

Dividende.  . . • • . 4 > *456  f 1 > 2 • • diviseur. 

(_  3,  453  quotient. 

Dans  cet  exemple,  le  quotient  a trois  décimales , parce 
qu’il  y en  a quatre  dans  le  dividende,  et  une  dans  le  di- 
viseur. 
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La  raison  de  ce  procédé  est  que  le  dividende  , devant 
contenir  autant  de  décimales  qu’il  s’en  trouve  en  somme 
dans  le  diviseur  et  le  quotient  (67) , il  faut  que  celui-ci 
renferme  l’excès  de  celles  du  dividende  sur  celles  du  di- 
viseur. 

70.  Problème.  Etant  donné  deux  nombres  qui  n'ont  pas 
de  quotient  exact , trouver  un  quotient  qui  ne  différé  pas 
du  véritable, d'une  unité  décimale  aussi  petite  qu'on  voudra , 
par  exemple  de—-—. 

Sol.  Opérez  à l’ordinaire  jusqu’à  ce  que  vous  ayez  le 
premier  reste  : ajoutez  un  zéro  à ce  reste,  et  divisant 
encore  , mettez  le  quotient  qui  viendra  en  décimale  à la 
suite  du  quotient  trouvé;  continuez  ainsi  jusqu’à  oe  que 
vous  ayez  le  nombre  de  décimales -demandé. 

-Exemple. 


3232 

26 

“63“ 

5a 


{ 


i3 

248 , 6i538. 


112 

104 

80 

78 

20 

i3 


70 

65 

5o 

59 

1 10 

104  - 

” 6 


Il  est  clair  que  dans  cet 
ej^mple,  le  quotient  trouvé 
ne  diffère  pas  du  véritable 
de  puisque  (63) toutes 

les  décimales  qu’on  pour- 
rait mettre  à la  suite , ne 
;pourroient  valoir  — . 

7 1 . Coroll.  On  peut  donc 
réduire  une  fraction  ordinaire 
en  fraction  décimale  , en  la 
considérant  comme  un  reste 
de  division  , etopcrant comme 
ci-dessus.  Quand  cette  ré- 
duction ne  peut  point  se 
faire  exactement,  on  le  con- 
naîtra en  voyant  revenit  les 
mêmes  restes  qui  se  seront 
déjà  présentés  dans  quelque 
division  précédente  , et  dès- 


lors  les  mêmes  séries  de  caractères,  au  quotient. 
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abstrait,  saus  quoi  l’opératiou  serait  impossible  (ao). 
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Pour  avoir  le  prix  de  357  *•  à i5s  la  toise  , Je  raisonne 
ainsi  : si  c’était  à 20  J , les  357  *•  vaudraient  357*.  Or>  l^* 
sont  la  moitié  et  le  quart  de  20'*  , donc  le  prix  à i5*  sera 
la  moitié  et  le  quart  de  357*.  J’en  prends  d’abord  la  moitié 
pour  les  îo'* , ce  qui  donne  le  nombre c;  puis  le  quart  ou 
la  moitié  de  la  moitié  pour  5*  , formant  le  nombre  d. 

On  raisonnera  de  même  pour  avoir  le  prix  de  357 1*  à. 
3*  la  toise  ; on  dira  : si  c’était  à ia*  ou  i s , ce  prix  serait 
357 * j mais  3X  sont  le  quart  d’un  sol  : le  prix  sera  donc 
le  quart  de  357'* , ou  bien  89 * 3X,  valeur  indiquée  par  e. 

Pour  trouver  le  prix  des  4 pieds,  je  dis:  4 pieds  sont  les 
deux  tiers  de  la  toise  ; donc  ils  valent  les  deux  tiers  de  27* 
i5s  5X.  Or,  le  tiers  étant  9*  5S  ix  , les  deux  tiers  seront 
18*  îo*  2*  , valeur  exprimée  par  le  nombre  f. 

Enfin,  le  pied  valant  4*  i2f  6X , c’est-à-dire,  le  sixième 
de  la  toise,  les  trois  pouces,  qui  sont  le  quart  du  pied  , 
vaudront  le  quart  de  4*  i2J  6X  , qui  est  1*  Zs  i-rx,et 
les  9 pouces  vaudront  trois  fois  ce  nombre , ou  bien 
3*  91*  4;*'j  valeur  indiquée  par  le  nombre  g. 

Additionnant  ensemble  toutes  ces  valeurs  partielles  , 
on  a pour  valeur  totale  le  nombre  h. 


Exemple  II. 


5G7 

. 2J 


mât.  3 4 ce  ni. 


fr. 


34 

12e- 


On  demande  ( ex.  II.  ) le  prix  de 
567  mètres  et  34  centimètres  d’un 
ouvrage  à 23  francs  12  centimes 
le  mètre. 

D’après  la  nature  de  ces  valeurs, 
j’ai  ici  à multiplier  un  entier,  joint 
à une  fraction  décimale  par  un 
autre  entier  réuni  à une  autre 
décimale  ; et  opérant  sur  ces  nom- 
bres , d’après  la  règle  donnée  plus 
haut  ( 6G  ) , le  produit  est  i3i6  fr» 
dans  les  monnaies  républicaines,  la 
division  du  franc  ne  descend  pas  plus  bas  que  les  cen- 


1 1 5468 
56734 

170202 

113468 

1 5 1 6 , goo8 
et  comme , 
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les  deux  derniers  caractères  décimaux 
la  valeur  cherchée  i3i  16  lt • 90 e- 


D E 

times , je  supprime 
du  produit,  et  j’ai  pour 

Eexemple  III. 

g42  m*'-  34  "nt- 
à.  . . O fr-  <73Mat’ 

282702 

G39G38 

B.  . . 687,9082 

C.  . . 687^  goc* 


On  demande  le  prix  de  942 
mètres  34  centimètres  , à 75 
centimes  le  mètre. 

Multipliant  les  deux  nom- 
bres l-’un  par  l’autre  , d’après 
les  règles  données  pour  le  cal- 
cul des  fractions  décimales , 
j’ai  le  produit  B ; et  en  re- 
tranchant les  deux  derniers 
caractères, pour  s' arrêter  aux 
centimes,  il  reste  le  nombreC. 


Division  composée . 
Exemple  I. 


Di.ideud*.  • l35"  18'  10*  j 12 

12 

1 5 
12 

Reste.  . • 3* 


{ 12.  .....  dm*eur. 
\ PI1*  6J  6 — * quotient. 


dividende. 

rj9>S  J 12 

diviseur. 

7a  l 6J  q«oti«it. 

Rutr. 

. 6S 

B. 

- 

Dividende. 

82*  r 13 

diritenr. 

- 

r-Z  \ 6 

/.*  X quotient' 

R#*fe.  . 

10 

.. 
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73.  Lorsque  le  diviseur  ne  contient  que  les  mêmes  uni- 
té?, et  que  le  dividende  en  renferme  de  diverses  espèces  , il 
faut  diviser  successivement  ces  différentes  espèces  , en  com- 
mençant par  la  plus  haute  , et  changeant  les  restes  , s il  y 
en  a , en  unités  de  l'espèce  inférieure. 

Ainsi , dans  l’exemple  précédent,  on  divisera  d’abord 
4 35*  par  12,  et  on  trouvera  11»  pour  quotient  avec  5* 
pour  reste.  Convertissant  ce  reste  en  sols  et  les  ajoutant 
aux  18*  du  dividende,  on  aura  (case  A)  78  ^ à diviser  par 
12  ; ce  qui  donnera  G*  pour  quotient  et  6J  pour  reste. 
Changeant  de  nouveau  ce  reste  de  sols  en  deniers , et  les 
ajoutant  à ceux  qu’on  avait  déjà  , on  trouvera  ( case  B ) 
82 * à diviser  par  12,  et  il  viendra  pour  quotient  6 * et  fr 
de  denier.  Ainsi , dans  cet  exemple  , le  quotient  exact 
sera  1 1*  6*  67^*. 

74- Lorsque  le  dividende  et  le  diviseur  contiennent  cha- 
cun des  nombres  de  différentes  espèces , on  doit  réduire 
i un  et  Vautre  à la  plus  petite  espèce , et  diviser  à l'ordinaire. 


Dividende 


Exemple  IL 


. . . 386»  6*  8* 


24  **•  4p!-  3 P0, 
i5»  i2.s  8*  • 


• • • diviseur.’ 
• • • quotient. 


Vingt-quatre  toises  quatre  pieds  trois  pouces  d’un  ou- 
vrage ayant  coûté  386»  6 s 8*,  on  demande  à combien 
revient  la  toise. 

La  méthode  la  plus  simple  est  de  réduire  le  dividende 
en  deniers,  ce  qui  donnera  92720 y;  le  diviseur  en  pouces, 
qui  feront  1779  pouces  , et  de  diviser  par  la  méthode  or- 
dinaire , qui  fera  trouver  5a*  et  77—,  ou  bien  4J4rrH  * 
pour  la  valeur  de  chaque  pouce. 

Multipliant  cette  valeur  par  12  , afin  de  déterminer 
celle  du  pied,  on  aura  2»  i2x  i pour  prix  du  pied. 

Multipliant  enfin  cette  dernière  valeur  par  6 pour  avoir 
le  prix  de  la  toise  , il  viendra  i5»  i3s  8 —y*  pour  1© 
nombre  cherché. 
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Cette  opération  se  vérifie  en  multipliant  la  valeur  trou- 
vée de  la  toise  par  le  nombre  proposé  24  *•  4 3 P0,  dont 

le  produit  doit  égaler  586tt  61*  8*. 

Exemple  III. 


Diridtnde 


fr.  e«nr. 

. 33  62 
24o3 

959° 

7209 


met.  cent . 

2 \\  03  • • • «îmseur* 

1 ^r*  88.c  « «quotient» 


238  1 o 
2 1 627 


Rtsfe  . . . 2l83 


Vingt-quatre  mètres  et  trois  centimètres  d un  ouvrage  > 
ayant  coûté  33  francs  62  centimes  , on  demande  quelle 
sera  la  valeur  du  mètre. 

Pour  la  trouver , il  faut  diviser  ( ex.  III  ) 33  62  c-  par 

mè».  03  c*n,•  ; et  ajoutant  assez  de  zéros  au  dividende  ou 
aux  restes  du  dividende,  pour  avoir  deux  décimales  au 
quotient,  il  viendra,  d’après  la  règle  ci-dessus,  ifr-39c- 
pour  la  valeur  cherchée. 

On  s’assure  que  cette  valeur  du  mètre  est  exacte  , en 
la  multipliant  par  le  nombre  des  mètres;  savoir,  par 
24  «"««•  o3  «ni.  ; et  ajoutant  le  dernier  reste  2i83  à ce 
produit , on  retrouve  le  prix  total  33 fr-  62  c*nU  , 
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SECTION  III. 


Des  nombres  abstraits  considérés  par  rapport  d 
leurs  facteurs. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Des  nombres  simples  et  des  nombres  composés. 

Parmi  les  nombres  abstraits  dont  nous  parlons  ici, 
certains  peuvent  résulter  de  la  multiplication  de  quel- 
ques facteurs , et  d’autres  ne  le  peuvent  pas.  Ainsi , 4 peut 
résulter  de  a.  a ; 6 de  2.  3 ; 3o  de  a.  3.  5 ; etc.  Mais  il  n’y 
a point  de  facteurs  dont  la  multiplication  réciproque 
puisse  donner  les  nombres  3 , 7 , 11,  etc. (Si  on  en  ex- 
cepte ces  nombres  eux-mêmes  multipliés  par  l’unité  qu’on 
ne  doit  pas  mettre  au  rang  des  facteurs  ). 

75.  D éfinitions.  I.  On  appelle  nombre  simple  ou 
nombre  premier , celui  qui  ne  peut  résulter  de  la  multi- 
plication de  quelques  autres.  Voici  tous  ceux  qui  sont 
au  dessous  de  100. 

* > 2 , 3, 5 , 7 , 11 , i3, 17 , 19,  a3,  29, 3i  , 37,  41 ,43, 
47,  53 , 59 , 61 , 67, 71 , 73 , 79 , 83 , 89 , 97.. 

76.  1 1.  On  appelle  nombre  composé  tout  nombre  qui 
peut  résulter  de  la  multiplication  de  quelques  nombres 
simples  , comme  10  qui  résulte  de  2.  5 ; 12  qui  résulte 
de  2.  2.  3 ; 16  qui  résulte  de  2.  2.  2.  2. 

On  dit  encore  de  deux  nombres  qu’ils  sont  premiers 
entre  eux,  lorsqu’ils  n’ont  aucun  facteur  commun;  ce 
qu’on  exprime  aussi  en  disant  qu’ils  n’ont  aucune  mesure 
commune.  Ainsi , 8 et  i5  sont  premiers  entre  eux  , de 
même  que  10  et  21  , 6 et  35  , etc. 
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77.  III.  Un  nombre  est  dit  multiple  d’un  autre,  quand 

11  le  contient  un  nombre  de  fois  juste.  Ainsi,  12  est  mul- 
tiple de  a,  de  3 , de  4 et  de  6.  Les  nombres  qui  sont 
contenus  un  certain  nombre  de  fois  juste  dans  les  autres, 
s’appellent  leurs  sous-multiples  ou  leurs  parties  aliquotes 
ou  leurs  mesures. 

78.  Tout  nombre  composé  résulte  de  la  multiplication  de 
quelques  nombres  simples.  Ainsi , 24  résulte  de  a.  2. 2.  3 ; 
35  résulte  de  5.  7.  De  sorte  que  si  j’ai  à désigner  la  mul- 
tiplication de  24  par  35  , je  puis  écrire  ( 2.  2.  2. 3.  ) (5.  7.) 
et  dans  •quelque  ordre  que  je  dispose  ces  facteurs , le 
produit  sera  toujours  celui  de  24  par  35. 

79.  Un  produit  doit  contenir  tou»  les  nombres  premiers 
qui  sont  dans  ses  facteurs  , et  n'en  peut  contenir  d'autres. 
Ainsi , puisque  10  résulte  des  seuls  nombres  premiers  2 et 
5 , et  que  21  résulte  seulement  de  3 et  de  7 , le  produit 
de  10  par  21  , qui  est  210,  contiendra  les  nombres  pre- 
miers a>3,5,7,etne  contiendra  que  ceux-là. 

On  peut  se  convaincre  de  cette  vérité  en  écrivant  à 
la  place  des  produisants  10  et  21 , leurs  facteurs  simples  2. 
5.  3.  7.  Or  , quelque  facteur  simple  qu’on  ajoute , qu’on 
retranche  ou  qu’on  change  parmi  ceux-  là , on  n’aura 
jamais  le  produit  de  10  par  21  : donc  ce  produit  a pour 
facteurs  simples  les  nombres  premiers  2, 5, 5, 7,  et  n’en 
a point  d’autres.  v 

80.  Si  un  nombre  mesure  un  autre  nombre , il  mesurera 
également  tous  les  multiples  de  celui-ci.  Ainsi  , S^aesure 
de  12  , doit  mesurer  36 , 48 , 72  , qui  sont  des  multiple* 
de  12. 

81.  Quand  un  nombre  est  la  mesure  commune  de  deux 
ou  de  plusieurs  nombres  , il  l'est  aussi  de  leur  somme  et  de 
leur  différence.  Ainsi,  3 étant  la  mesure  commune  de  18 
et  de  12  ( puisqu’il  est  contenu  6 fois  dans  le  premier  , et 
4 fois  dans  le  second  ) , le  sera  aussi  de  leur  somme  18  -+• 

12  y qui  le  contiendra  dix  fois  ; et  de  leur  différence  18 — 
12,  qui  le  contiendra  deux  fois. 
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82.  Quand  une  fraction  est  réduite  à l’expression  la  plus 
simple,  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  premiers 
entre  eux  ; puisqu'il  ne  leur  reste  aucun  diviseur  commun. 
D'où  l’on  conclura , que  si  une  pareille  fraction  est  ajoutée 
à un  entier , et  qu'on  réduise  le  tout  en  forme  de  fraction  , 
le  numérateur  et  le  dénominateur  seront  encore  premiers 
entre  eux. 

Par  exemple  , si  j’ai  le  nombre  mixte  12^  dans  lequel  3 
et  5 sont  premiers  entre  eux  ; en  réduisant  à une  seule 
fraction  (45) , j’aurai  Or , je  dis  que  63  et  5 seront 
premiers  entre  eux  ; car  s’ils  ne  l’étaient  pas  , lê  diviseur 
commun  de  63  et  de  5 , diviserait  aussi  60  multiple  de  5 
(80)  ; il  diviserait  donn  3 , différence  de  60  et  de  63  (81)  ; 
et  par  conséquent  3 et  5 auraient  un  diviseur  commun, 
et  la  fraction  | ne  serait  pas  réduite  à l’expression  la  plus 
simple,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

Tout  nombre  est  divisible  sans  reste  par  chacun  da 
ceux  qui  ont  été  ses  facteurs.  Le  problème  suivant»donne 
la  méthode  de  trouver  tous  ces  diviseurs , tant  simples 
que  composés. 

83.  Probl  ème.  Trouver  tous  les  diviseurs  exacts  d'un, 
nombre. 

Sol.  Cherchez  d'abord  tous  les  nombres  premiers  qui  di- 
visent exactement  le  nombre  proposé , en  commençant  par 
les  plus  petits  ; multipliez  ensuite  tous  ces  diviseurs  simples  , 
tant  pat  eux-mémes  que  par  les  diviseurs  composés  déjà 
trouvés  ; et  ce  sera-là  tous  les  diviseurs  exacts  du  nombre 
proposé. 

Exemple  I. 


210 

io5 

35 

7 


2 > 

3,  6, 

5 , 10  , i5  , 5o  , 

7 , 14  , ai  , 42  , 35  , 70  , io5  , 210-. 


On  demande  ici  tous  les  diviseurs  exacts  du  nombre 
310.  Pour  opérer  sans  confusion  , je  tire  une  ligne  de 
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haut  en  bas  ; j’écris  ce  nombre  d’un  côté  de  la  ligne  et 
sou  plus  petit  diviseur  simple  , savoir  a,  de  l’autre  côté 
et  vis-à-vis.  Je  divise  ensuite  210  par  2,  et  j’écris  le  quo- 
tient io5  sous  le  dividende.  Je  vois  ensuite  que  io5  ne 
peut  plus  être  divisé  par  2 , mais  par  3 ; j’écris  donc  ce 
nouveau  diviseur  à côté  , et  le  quotient  35  au  dessous. 
Essayant  de  nouveau  sur  35  les  plus  petits  diviseurs  sim- 
ples , je  vois  que  ce  nombre  est  divisible  par  5 , que  j’écris 
vis-à-vis,  et  le  quotient  7 au  dessous  de  35.  Voyant  enfin 
que  7 n’a  d’autre  diviseur  simple  que  lui-même,  je  l’écris 
au  rang  des  diviseurs , de  façon  que  2 , 3 , 5 , 7 , sont  les 
seuls  diviseurs  simples  du  nombre  proposé. 

Pour  trouver  les  diviseurs  composés , je  commence  à 
multiplier  2 par  3 , ce  qui  donne  6,  que  j’écris  vis-à-vis  3. 
Je  multiplie  ensuite  2,3,6  par  5 , et  j’écris  vis-à-vis  les 
produits  10  , i5  , 3o.  Enfin  je  multiplie  par  7 tous  les 
nombres  qui  sont  au  dessus  , j’écris  à côté  de  7 les  pro- 
duits 14 , 2t  , 42 , 35 , 70,  io5,  210,  et  ce  sont-là  tous  les 
diviseurs  exacts  du  nombre  210. 

Exemple  II. 


3Go 

180 

9r 

45 

i5 

5 


2, 

2, 

2, 

3, 
3, 
5, 


4> 

8, 

6 , 12,  24 , 

9,18,36,7a, 

io,  20,  40,  »5,  3o,6o,  120,  45,  90,  180, 3Go. 


Dans  ce  second  exemple  on  trouve  , par  la  même 
méthode,  tous  les  diviseurs  exacts  de  56o  ; et  en  les  compa- 
rant avec  ceux  du  nombre  210  ( ex.  I.  ),  on  voit  que  le  plus 
grand  facteur  ou  diviseur  commun  de  ces  deux  nombres 
est  3o.  Or,  3o  est  le  produit  des  facteurs  simples  2,3,5, 
communs  à ces  deux  nombres;  d’où  l’on  conclura  que  Ion 
a lè  plus  grand  diviseur  commun  de  deux  nombres  , si  l'on 
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prend  le  produit  des  facteurs  simples  communs  à ces  nom- 
bres (*). 


CHAPITRE  IL 

Des  puissances  et  de  leurs  principales  propriétés. 

84.  Quas d un  nombre  résulte  de  la  multiplication  du 
même  nombre,  pris  plusieurs  fois  comme  facteur  , il  est 
une  puissance  de  ce  facteur  , qui,  par  cette  raison,  est 
appelé  racine  , relativement  à ce  produit  ou  à cette  puis- 
sance (**). 

Ainsi , puisque  4 résulte  de  a X a , 4 sera  la  seconde 
puissance , ou  le  quarrê  des,  et  a en  sera  la  racine  quar- 
rée  ; puisque  8 = a.  a.  a , 8 sera  la  troisième  puissance  , 
ou  le  cube  de  a , et  a sera  sa  racine  cubique  ; de  même  16 
sera  la  quatrième  puissance  de  a , 3a  en  sera  la  cinquième  , 
et  ainsi  de  suite.  Au  lieu  d’écrire  la  racine  plusieurs  fois  de 
suite  , pour  désigner  une  puissance  , on  l’enferme  entre 
deux  crochets  , et  on  met  à côté  , et  un  peu  au  dessus  , 
un  chiffre  qui  désigne  combien  de  fois  elle  entre  comme 
facteur  dans  la  puissance.  Ainsi  ( a) 1 désigne  a.  a,  ou  la 
seconde  puissance  de  a ; (a)3  désigne  a.  a.  a,ou  la  troisième 
puisssance  de  a;  (a)*  désigne  la  quatrième.  Ce  chiffre  écrit 
au  dessus  s’appelle  f exposant  de  la  puissance. 

La  table  suivante  présente  les  quarrës  et  les  cubes  des 
dix  premiers  nombres  delà  série  naturelle,  i,a,3,4, 
^.>6,7, 8, 9,  10. 


(')  Si  le  même  nombre  simple  est  plusieurs  fois  facteur  commun 
des  deux  nombres  propose's  , il  entrera  autant  de  fois  comme  facteur 
dans  leur  plus  grand  diviseur  commun.  Ainsi , puisque  34  résulte 
de  3.  3.  2.3,  et  que  84  résulte  de  2. 3.  3.7,  le  plus  grand  commua 
diviseur  de  34  et  de  84,  sera  3.  2.  3 , ou  12. 

(**)  La  définition  exacte  des  puissances  sera  donnée  plus  bas.  (Voy. 
Algèbre  124). 
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Quarrés.  » : 4 : g : 16  : a5  : 36  : 49  : 64  : 81  : 100. 

Cubes...  1 : 8 : 27  :64  : ia5  : 216  : 343  : 5ia:  729:  1000. 

85.  On  observera  comme  une  propriété  remarquable 

de  ces  nombres,  1 ° que  si  dans  la  suite  des  quanés  on  sous . 
traie  de  chacun  celui  qui  le  précède  -vers  la  gauche,  on  forme 
la  suite  des  nombres  impairs  3,  5,  7,  9,  u,  i3,  i5,  17,  19, 
etc. , qui  croissent  toujours  de  2.  * 

2.0  Que  si  dans  la  suite  des  cubes  on  soustrait  de  cha- 
cun celui  qui  le  précède,  il  vient  la  suite  7 , 19 , 87 , 61  , 
91 ,127, 169, 217, 271  , qui  paraît  d’abord  irrégulière! 
J\lais  si  de  chaque  terme  de  cette  suite  on  soustrait  encore  celui 
qui  le  précède  vers  la  gauche,  on  a celle-ci  ta,  18 , 24,  3o, 
36 , 42 , 48,  54  , dans  laquelle  chaque  terme  augmente  régu. 
lièretnent  de  6. 

86.  Tout  nombre  pair  se  peut  diviser  exactement  une 
ou  plusieurs  fois  par  2 , jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à un 
quotient  impair  (*).  Ainsi,  3o  ne  peut  être  divisé  qu’une 
fois  par  2,  parce  que  le  premier  quotient  est  i5  ; 28  peut 
l’être  deux  fois,  parce  que  le  premier  quotient  est  14,  et 
le  second  est  7;  24  peut  l’être  trois  fois,  parce  que  le  pre- 
mier quotient  est'  12  , le  second  6,  et  le  troisième  3.  Le 
nombre  2 entre  donc  dans  la  composition  d’un  nombre 
pair  une  ou  plusieurs  fois  comme  facteur  avec  un  nombre 
impair;  d’où  l’on  conclura  qu'un  nombre  pair  quelconque 
est  le  produit  d’un  nombre  impair  multiplié  par  le  nombre  2, 
ou  par  quelqu'une  de  ses  puissances.  Ainsi , 3o  = 2.  x5  • 28 
= (2)*.  7;  24  = ( 2)».  3. 

87.  Une  puissance  ne  peut  avoir  d'autres  facteurs  en  nom- 
bres premiers  que  ceux  qui  sont  facteurs  de  sa  racine.  Car  la 
puissance  est  un  produit  dans  lequel  la  racine  entre  un 
certain  nombre  de  fois  comme  produisant.  Or,  un  pro- 
duit ne  contient  d’autres  facteurs  en  nombres  premiers 
que  ceux  qui  sont  dans  ses  deux  produisants  (79).  Ainsi 
le  quarré  de  10  , qui  est  100  , n’a  d’autres  facteurs  ou  di- 


C J L unité  est  regardée  ici  comme  no  uoinbre  impair. 
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viseurs  simples  que  a et  5 , qui  le  sont  de  10.  Son  cube 
qui  est  1000,  sa  quatrième  puissance  qui  est  10000,  n’ont 
également  que  ceux-là. 

88.  De-là  on  peut  conclure,  i.4  que  si  deux  nombres 
n'ont  pas  de  facteur  commun , leurs  puissances  quelconques 
n'en  auront  point  ; ou  bien , que  deux  nombres  étant  premiers 
entre  eux , ils  le  seront  encore , à quelque  puissance  qu'on  les 
élève. 

a.*  Qu'un  entier  joint  à une  fraction  réduite  à V expres- 
sion la  plus  simple  , ne  peut  devenir  nombre  entier  seul 
par  Son  élévation  à quelque  puissance.  Car  il  faudrait,  pour 
cela , qu'en  réefuisant  le  tout  à une  seule  fraction , et  l’éle- 
vant à différentes  puissances,  le  dénominateur  pût  diviser 
exactement  le  numérateur.  Or  , cette  division  est  impos- 
sible; puisque  ces  nombres  étant  premiers  entre  eux  .dans 
la  racine  ( 82 ),  le  seront  encore  dans  les  puissances (i.°) 

3.°  Qu'une  fraction  proprement  dite  , ne  peut  jamais 
devenir  nombre  entier , par  son  élévation  à quelque  puis- 
sance. Ainsi(v)*  devient -J-,  (f)3 devient 

89.  Remarques.  Nous  n’avons  papjé  jusqu’ici  que  des 

puissances  des  purs  nombres  abstraits  ; mais  il  est  clair 
qu’on  peut  former  des  puissances  avec  des  nombres  po- 
sitifs et  négatifs  , puisqu’on  peut  les  multiplier  les  uns  par 
les  autres.  Or,  4-2  x + 2,  ou  ( 4-2)’  = + 4,  de  même — 
p.  X — 2 OU  ( — 2)a  4 ; 4-  2 X -+-2  X 4-2  ou  (4-  2 )* 

= 4-8;  — 2 X — 2 X — 2 ou  ( — 2 ) 3 =r  — 8,  de  même 
(4-2  )*  ou( — 2 )♦  = 4-  16  ;(4-2)s  = 4- 32  et  ( — 2)®  = 
— 32.  D'où  l’on  conclura  que  quel  que  soit  le  signe  de  la 
racine  , celui  de  la  seconde  , de  la  quatrième  , de  la  sixième 
et  de  toutes  les  puissances  d'exposant  pair  sera  4-  ; mais  que 
le  signe  de  la  troisième , de  la  cinquième  , de  la  septième  et 
de  toute  autre  puissance  d’exposant  impair  sera  4-  ou  — , 
suivant  que  le  signe  de  la  racine  sera  4-  ou—. 

90.  Il  s'ensuit  de-là , qu’il  est  impossible  qu'un  nombre 
réel  ait  une  puissance  d'exposant  pair  négative. 

Une  pareille  expression  serait  en  effet  contradictoire  ; 

puisque 
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puisqueia  notion  qu’on  a (8g)  d'une  puissance  d’exposant 
pair,  snjqiose  des  facteurs  en  nombre  pair,  et  que  la  no- 
tion des  puissances  négatives  les  suppose  en  nombre 
impair. 


CHAPITRE  III. 

Des  racines  et  des  nombres  irrationnels  et  imaginaires 
qui  en  résultent. 

No,  s avons  déjà  dit  qu’on  appelle  racines , ces  nombres 
qui , multipliés  par  eux-mêmes  , forment  les  puissances. 
On  les  distingue  par  les  différents  degrés  de  leurs  puis- 
sances. Ainsi,  on  dit  racine  seconde  ouquarrée  , racine  troi- 
sième ou  cubique,  racine  quatrième , racine  cinquième , etc. 

91.  Il  est  impossible  qu’un  nombre  fractionnaire  comme 
■j , ou  un  nombre  mixte , comme  4 f , puisse  étfe  la  racine 
exacte  d’un  nombre  entier  quelconque  (88,87).  bl  faut 
donc  que  la  racine  d'un  entier  soit  un  entier , ou  bien  qu'elle 
soit  indéterminable  en  nombres  , soit  entiers , soit  fraction- 
naires, soit  mixtes. 

En  observant  la  suite  naturelle  des  nombres  entiers  , 
on  voit  qu’il  y en  a peu  dont  les  racines  puissent  être  des 
entiers.  Parmi  les  cent  premiers  nombres  , par  exemple, 
il  n’y  en  a que  dix  dont  les  racines  quarrées  soient  des 
entiers  , il  n’y  en  a que  quatre  qui  aient  des  entiers  pour 
leurs  racines  cubiques  ; et  il  y en  a encore  moins  pour 
les  racines  plus  basses.  Il  faut  donc  que  tous  les  autres 
nombres  aient  des  racines  indéterminables.  Tels  sont  2 , 
3,5,7,  10,  n,  etc.  C’est  pour  désigner  ces  sortes  de 
racines  qu’on  a imaginé  le  signe  \/  dont  on  couvre  le 

nombre  qu’il  doit  affecter.  Ainsi  12  désigne  la  racine 
quarrée  de  12.  On  écrit  un  chiffre  dans  le  signe , pour  dé- 

Arithmètiqu e.  4 
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terminer  les  différents  degrés  de  la  racine.  aAî  , \/, 

etc, , désignent  les  racines  troisième,  quatrième  , 
cinquième  , etc.  . 

Q2.  Quoiqu’il  n’y  ait  ni  fraction  ni  nombre  mixte  qui 
exprime  exactement  la  racine  d’un  entier  , quand  elle 
n’est  pas  un  entier  elle-même  (91  ) , on  peut  cependant 
en  approcher  toujours,  et  même  fixer  les  limites  entre 
lesquelles  elle  se  trouve.  Par  exemple  , je  vois  d'abord 
que  V'  6 est  plus  gryide  que  2 , et  plus  petite  que  3 , puis- 
que axa  donne  4 < 6 , et  que  3x3  donne  9>  6(*). 
Pour  en  approcher  davantage  , je  prends  24  out;  l’éle- 
vant au  quarré,  j’ai  ou  5 jx , qui  étant  plus  petit  que  6, 
m’indique  que  2 4 < t/6.  Je  prends  ensuite  27  ou  4,  dont 
le  quarré  — ■ ou  6 4 surpassant  6 , me  montre  que  2 7 > 1/  6. 
J’essaye  34  dont  le  quarré  5 4 me  fait  voir  que  24  < i/6: 
d’où  je  conclus  que  cette  racine  est  entre  27  et  2 j. 

D’ailleurs  , je  suis  assuré  que  1/  6.  peut  être  nombrée 
avec  d’autres  racines  ; qu’étant  multipliée  une  fois  par 
elle -même,  elle  donne  6;  qu’étant  multipliée  trois  fois 
par  elle-même , elle  donne  36.  Cela  suffit  pour  conclure 
qu  elle  esc  un  vrai  nombre  , quoiqu'elle  ne  soie  ni  un  entier, 
ni  une  fraction  , ni  un  entier  joint  à une  fraction.  (Voyex 
Disc.  prél.  n.°  XVI , XVII , XVIII  ). 

93.  Ces  sortes  de  racines  des  nombres  , lesquels  ne  sont 
pas  des  puissances  exactes  du  même  degré  que  la  racine  , 
sont  désignées  sous  la  dénomination  de  nombres  irration- 
nels ou  incommensurables , ou  bien  encore  de  quantités 
sourdes.  Il  y en  a d’autant  d’espèces  qu’on  peut  imaginer 

de  racines.  Ainsi  1/  2 , \/  5 ,\/ 12 , sont  des  nombres  irra- 
tionnels de  différentes  espèces.  Par  opposition  à ceux-là, 
les  autres  nombres  entiers,  fractionnaires  ou  mixtes, 
sont  appelés  des  nombres  rationnels  ou  commensurables. 


(*)  Ce  caractère  < d&ignc  plus  grand  nu  plus  petit  f suivant  que 
la  pointe  est  tournée  à droite  on  à guuchc. 
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g4-  De  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  ( 89) , il  s’ensuit 
qu'une  puissance  d'exposant  pair  est  toujours  positive , mais 
que  sa  racine  est  indifféremment  positive  ou  négative  ; ainsi 

\/  4-  4 } ou  4-  t6  est  ±:  2,  c’est-à-dire,  l'alternative  de 
4-  2 ou  de  — 2.  Or,  quand  une  racine  est  d’exposant  pair, 
la  puissance  à laquelle  on  la  rapporte,  est  censée  être 
également  d'exposant  pair.  S’il  arrive  donc  qu’une  telle 

racine  soit  rapportée  à un  nombre  négatif,  comme  dans 

.... 

V — 4j  v — 16,  on  suppose  réunies  deux  choses  'con- 
tradictoires , savoir , une  puissance  paire  et  un  nombre 
négatif  qui  la  forme.  Voilà  pourquoi  on  appelle  ces  sortes 

d’expressions , des  racines  impossibles  ou  imaginaires . Telles 

4,  s.  * 

sont  celles-ci  : 1/ — 2 , v — 10,  v — 3o. 

Quoiqu’il  répugne  qu'on  puisse  approcher  de  la  valeur 
des  imaginaires , ainsi  qu’on  approche  de  celle  des  incom- 
mensurables , elles  peuvent  cependant  être  nombrées , et 
même  former  des  nombres  réels  par  la  multiplication. 
Ainsi , nous  concevons  1/ — 2 comme  donnant— -2,  en  la 
multipliant  par  elle-même.  Rien  n' empêche  donc  de  mettre 
les  imaginaires  au  rang  des  nombres.  ( Voy.  Disc.  prél. 
n.»  XVII. 

OBSERVATION  GÉNÉRALE. 

g5.  D’après  ce  que  nous  venons  de  dire  , on  voit  qu’il 
faut  distinguer  trois  espèces  de  nombres  , savoir , les  ra- 
tionnels ,les  irrationnels  et  les  imaginaires  ; que  la  première 
espèce  contient  les  entiers , les  fractionnaires  etles  mixtes  ; 
la  seconde , toutes  les  racines  des  nombres  qui  ne  sont  pas 
des  puissances  exactes  du  degré  de  la  racine  , mais  des- 
quelles on  peut  approcher  à volonté  ; la  troisième  , les 
racines  d’exposant  pair  des  nombres  négatifs.  Si  nous  vou- 
lons donc  dorénavant  démontrer  quelque  propriété  géné- 
rale des  nombres,  ou  bien  établir  quelque  méthode  qui 
s’étende  sur  tous  , il  faudra  parcourir  en  détail  ces  diffé- 
rentes espèces  , et  les  subdivisions  de  chacune,  qui  vont 
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à l’infini:  ou  bien  il  faudra  , au  lieu  de  chiffres  qui  ont 
toujours  une  signification  déterminée,  employer  des  sym- 
boles représentant  tous  les  nombres  quels  qu’ils  soient. 
Ces  symboles  devront  être  des  caractères  auxquels  l’usage 
n’ait  attaché  aucune  valeur  numérique  , comme  , par 
exemple  , les  lettres  de  l’alphabet  ; et  V arithmétique  sym- 
bolique qui  naîtra  de  là,  sera  évidemment  la  science  de 
toutes  sortes  de  nombres  , ou  bien  /'arithmétique  univer- 
selle ; c’est  de  celle-là  que  nous  allons  parler  dans  la  se- 
conde partie  de  cet  ouvrage,  sous  le  nom  d 'Algèbre. 

.if.  y.:  ’ ' 

; Fin  de  V Arithmétique. 

r - • Î-.  ’ 
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SECONDE  PARTIE. 


ALGÈBRE. 


SECTION  PREMIÈRE. 

Des  N otions  générales  et  des  principales  opérations 
de  V Algèbre. 


CHAPITRE  PREMIER.' 

Définitions  } Notions  préliminaires  et  principes  de 
convention. 

i'' 

'ALGEBRE  est  une  science  qui  traite  des  proprié- 
tés générales  des  nombres  par  le  moyennes  symboles  qui  les 
représentent  tous.  On  I a appelée,  pour  cette  ra'son , arith- 
métique spécieuse:  on  peut  l’appeler  également  arithmé- 
tique universelle  ; et  comme  les  lettres  de  l’alphabet  n’ont 
parmi  nous  aucune  valeur  numérique  ; que  d’ailleurs  l’u- 
sage en  est  familier , on  les  a employées  de  préférence  4 
<1  autres  caractères  , pour  être  les  symboles  de  toutes 
sortes  de  nombres. 

97.  On  appelle  terme  algébrique  une  ou  plusieurs  lettres 
écrites  de  suite  , comme  a , ou  abc,  ou  cde. 

Puisqu’il  y a des  nombres  positifs  et  négatifs  , il  a faHu 
que  les  termes  algébriques  qui  les  représentent , fussent 
distingués  par  les  signes  d’opposition  -+-  et  — . Ici  donc, 
comme  dans  1 Arithmétique  , on  appellera  positifs  les 
termes  qui  seront  précédés  du  signe  , et  négatifs  ceux 
qui  seront  précédés  du  signe  — . 
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g8.  On  appelle  quantité  algébrique  un  ou  plusieurs 
termes  écrits  de  suite  avec  leurs  signes.  Ainsi , ab  ou  ab-\- 
bc  — cd  sont  des  quantités  algébriques.  Quand  la  quan- 
tité ne  contient  qu’un  seul  terme,  elle  est  incomplexe , et 
s’appelle  monome.  Si  elle  en  contient  plusieurs,  elle  est 
complexe  , et  on  l’appelle  en  général  polynôme.  Le  poly- 
nôme prend  le  nom  particulier  de  binôme , s’il  n’a  que 
deux  termes  ; celui  de  trinôme , s’il  n’en  a que  trois  ; celui 
de  quadrinome , s'il  n’en  a que  quatre,  etc. 

gg.  Afin  d’énoncer  et  d’écrire  plus  brièvement  les  quan« 
tités  algébriques,  on  est  convenu  de  ce  qui  suit  : 

i.“  Qu’un  terme  qui  ne  serait  précédé  d’aucun  signe  , 
serait  censé  avoir  le  signe  4-  , et  représenter  un  nombre 
positif  ; 

2.0  Que  les  lettres  écrites  de  suite , sans  être  séparées 
par  quelque  signe  , représenteroient  des  nombres  qui 
sont  censés  se  multiplier.  Ainsi,  abc  signifie  la  même 
chose  que  a x b y c.  Et  comme  plusieurs  nombres  mul- 
tipliés ensemble  donnent  le  même  produit  , dans  quel- 
qu’ordre  qu’on  les  multiplie  ( ),  il  est  indifférent  d’é- 

crire abc  ou  acb  ou  bac. 

3.°  Pour  abréger,  on  est  convenu  encore  qu’un  chiffre 
placé  à la  droite  et  un  peu  au  dessus  d’une  lettre , dé- 
signerait combien  de  fois  cette  lettre  doit  être  écrite  de 
suite.  Ainsi,  a ’ signifie  aa  , ou  bien  a y.  a ya1  b désigne 
aaab  , ou  bien  a y a y a X b.  Ce  chiffre  s’appelle  expo- 
sant, et  les  lettres  qui  n’en  sont  point  accompagnées, 
sont  censées  avoir  l’unité  pour  exposant. 

îoo.  Remarque.  Quelquefois  on  prend  pour  expo- 
sant un  nombre  indéterminé  , comme  ici  a".  Quelquefois 
aussi  l’exposant  se  rapporte  à tout  un  terme  comme 
dans  a b ou  (ab)' , qui  signifie  a b y a b ; ou  bien  à toute 
■une  quantité  complexe  comme  dans  a 4-  b3  ou  (a  + b 
qui  est  ici  pour  a + bya-hby  a 4-  b.  Mais  alors  on 
couvre  cette  quantité  d’un  trait  au  bout  duquel  on  place 
l’exposant  comme  dansa  4 - b' , ou  bien  on  la  renferme 
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entre  deux  parenthèses  de  cette  manière  ( a -t-  h )’.  En  gé- 
néral , V exposant  désigne  toujours  combien  de  fois  la  même 
quantité  entre  pour facteur  dans  un  produit . 

xoi.  Deux  ou  plusieurs  termes  sont  semblables  , lors- 
qu’ils contiennent  les  mêmes  lettres  accompagnées  des 
mêmes  exposants.  Ainsi , dans  a b*  + ab*  + ab1 , les  trois 
termes  sont  semblables.  On  peut  donc  ici  prendre  le  terme 
a b'  pour  unité,  et  lenombrer  avec  ses  semblables.  Ce  qui  don- 
nera 3 fois  a b'  ou  ab1  x 3 , ou  bien  3 a b'. 

102.  Le  chiffre  qu’on  place  à la  tête  d’un  terme  est 
appelé  coefficient  ; il  en  est  un  facteur  et  désigne  combien 
de  fois  de  suite  le  terme  devrait  être  répété.  Ainsi,  3 a o 
désigne  3 x fl  c , ou  3 fois  a c , ou  bien  «c+ac  + ac. 

103.  Quand  un  terme  n’a  pas  de  coèfficient  exprimé  , 
on  peut  l’envisager  comme  ayant  l’unité  pour  coefficient. 
Ainsi,  a’  iest  la  même  chose  que  î d’h.  Quelquefois  aussi 
on  prend  pour  coèfficient  un  nombre  indéterminé  ; mais 
alors  on  l’enferme  entre  deux  parenthèses  , comme  étant 
un  facteur  qui  multiplie  le  reste.  Ainsi,  dans  ( a -+-  b)  d , 
a -t-  b est  le  coèfficient  de  d. 


104.  Coholl.  II  y a donc  une  grande  différence  entre 
un  exposant  et  un  coèfficient  ; car  si  l’on  compare  en- 
semble a1  et  2a  , et  qu’on  suppose  a = 4,  on  aurao’  — 


4 x 4=iG,et2fl  = 4'+'  4=8- 
io5.  Une  quantité  algébrique  a autant  de  dimensions  , 
qu  elle  contient  de  facteurs  simples.  Ainsi  a ' est  de  deux 
dimensions,  parce  qu'elle  a deux  facteurs  simples,  a et  a. 

De  même  le  produit  a -+-  b X a -4-  b serait  de  deux  dimen- 
sions ( le  trait  qui  couvre  le  binôme  a + b , désigne  que 

la  multiplication  s’étend  aux  deux  termes);  a 4-  b X 


a -h  b X a + b , donnera  un  produit  qui  sera  de  trois  di- 
mensions , et  ainsi  de  suite. 
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CHAPITRE  II. 

De  la  Réduction,  de  V Addition  et  de  la  Soustraction 
des  quantités  algébriques. 

106.  La  réduction  est  un  changement  fait  dans  T expres- 
sion dune  quantité , par  lequel  on  la  ramène  au  plus  petit  ’ 
nombre  possible  de  termes , sans  changer  sa  valeur.  Cette 
manière  de  simplifier  suppose  qu’on  réduit  plusieurs 
termes  en  un  seul , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  les 
termes  semblables,  parce  qu'ils  sont  les  seuls  qui , ayant 
une  unité  commune , peuvent  être  nombrés  les  uns  avec  les 
autres.  Ainsi,  a‘+2fl'+3û*  deviennent  6 a ' par  réduc- 
tion ; mais  a’  + i’  + 3 c ne  sauraient  se  réduire,  parce 
qu’aucun  de  ces  termes  ne  peut  servir  d’unité  pour 
être  nombré  avec  les  autres. 

107.  Règle.  Si  plusieurs  termes  semblables  ont  même 
signe,  réduisez-les  à un  seul,  qui  ait  pour  coefficient  la 
somme  de  tous  les  coefficients  : s'ils  ont  différents  signes  , 
prenez  la  somme  des  coèfficients  positifs  et  celle  des  néga- 
tifs , écrivez  le  terme  une  seule  fois  avec  un  coefficient 
égal  à la  différence  des  deux  sommes  et  le  signe  de  la  plus 
grande. 

Exemple  s.  3 a'  b +c’  -h  a b q — c*  4-  al  d + a ' b de- 
vient par  la  réduction  4 a'  b + abq+abd.  ....8a*cd  + 

3 a'  c — 7 af  cd  — 3 a’  c,  devient  ak  c d. 

Si  l’on  écrivait  des  nombres  à la  place  des  lettres  qui  les 
représentent,  on  les  réduirait  de  même,  pourvu  qu’ils 
eussent  une  unité  commune.  Ainsi , 4 4-  7 — 3 devient  4- 
8 ....  3' — 6-— 84-  11  devient  o.  Mais  l’expression  12  4- 

l/  3 — y 4 ne  saurait  se  réduire,  parce  que  ses  termes 
n ont  point  d’unité  commune. 

108.  Remarque.  Pour  reconnaître  plus  aisément  les 
termes  semblables,  il  est  bon  d’écrire  les  lettres  suivant 
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l’ordre  alphabétique,  surtout  s’ils  en  contiennent  beau- 
coup. Il  est  commode  aussi  de  marquer  d’un  même  signe 
chacun  des  termes  semblables  qui  se  trouvent  dans  une 
quantité  , afin  de  prendre  plus  aisément  leur  somme 
ou  leur  différence.  Ainsi,  dans 4 a3cde  + 2 c d -+-  6 dcr  4- 

a df  — 7 «3  c d e — 7 d c r 5 a df — 4 a1  c d e +■  x y -\- 

3 c d , qui  se  réduit  k 2 a3  c de  + 5 c d — d c r+  6 a df+ 

x y,  les  termes  semblables  sont  marqués  par  des  points 
disposés  de  la  même  manière. 

109.  Addition.  Dans  f addition  de  plusieurs  quantités  al- 
gébriques , on  se  propose  d en  former  une  seule  qui  vaille 
leur  somme  ; et  pour  cela,  on  les  écrit  les  unes  à la  suite  des 
autres  avec  leurs  signes. 

E 1 E M P L E. 

/ 

(4  a’  c — bd  -+-  4 a*  r 
6 b d — a a 1 c 
— 4 a*  r -f-  3 ab. 

Somme..  4 c — bd  4 a*  r 4-  6bd  — aa*c  — 4 &*r+  3 ab. 

Cette  somme  se  réduit  à a a'  c ü b d 3 a b.  Avec  un 
peu  d’habitude  dans  le  calcul,  on  réduit  les  quantités  al- 
gébriques en  les  écrivant. 

1 10.  Remarque.  On  n’augmente  pas  toujours  une  quan- 
f tité  en  lui  en  ajoutant  une  autre  ; car  si  à a b , on  ajoute 
— a , la  somme  ab  — a sera  plus  petite  que  ab  (16).  En  gé- 
néral , ajouter  à une  quantité  celle  d une  espèce  opposée , cest 
la  diminuer  dpns  son  espece  ; et  lui  ajouter  celle  de  sa  propre 
espèce,  cest  f augmenter. 

i ti.  Soustraction.  On  se  propose  dans  la  soustraction 
algébrique  de  connaître  la  différence  de  deux  quantités.  Pour 
cela , on  écrit  la  quantité  qu'on  veut  soustraire  à la  suite  do 
r autre,  en  changeant  ses  signes  de  -f-  en  —,  et  de  — en  +. 
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ELEMENTS 


Exemples. 


Quantité  donnée a b 4-  e Quantité  donnée.  .2  x y — 2 ax 

Quantité  soustraite. ..  .ac  — d Quantité  soustraite. x y — zux 


Différence. . .ai- 1-  c — a c+  U 


Différence, 


x y 


Nous  avons  démontré  ailleurs  (18)  la  nécessité  de  chan- 
ger les  signes  de  la  quantité  soustraite.  On  peut  s’en  con- 
vaincre encore  ici , en  observant  que , sans  cela  , la  diffé- 
rence ajoutée  à la  quantité  soustraite  ne  rétablirait  jamais 
la  quantité  proposée,  ce  qui  serait  contre  la  nature  de 
cette  opération  (10). 


na.  Remarques.  I.  Si  la  quantité  à soustraire  est  une 
fraction,  changez  seulement  les  signes  de  son  numérateur,  ou 
de  son  dénominateur  : car,  comme  on  le  verra  plus  bas  , si 
les  uns  et  les  autres  étaient  changés  à la  fois,  la  frac- 
tion resterait  telle  qu’elle  a été  proposée.  Ainsi  pour 
a* — r*  a*  -4-  x‘ 


soustraire — de  b , j’écris  b 

a — x a — x 

a1  — x * 


ou  bien  b ■ 


ci  —H  x 

II.  Ainsi  que  l’addition  n'augmente  pas  toujours  une 
quantité,  de  même  la  soustraction  ne  la  diminue  pas  tou- 
jours ; car  — b soustrait  de  a donne  a -+-  b > a. 


CHAPITRE  III. 

De  la  Multiplication. 

Da*  s la  multiplication  algébrique  , on  se  propose  le 
même  objet  que  dans  la  multiplication  numérique.  C’est 
pour  cela  qu’il  faut  opérer  sur  quatre  choses  , sur  les 
signes,  sur  les  coèflicients , sur  les  lettres  et  sur  les  . 
exposants. 


s. 
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h 3.  Règle.  1.*  le  produit  des  termes  qui  ont  des  signes 
semblables  est  positif,  et  celui  des  termes  qui  ont  des  signes 
différents  est  négatif  Ainsi  4-  X 4-  = 4-  , — * — — 

-4-  X — = — , — X 4-  — — • 

2. ”  On  multiplie  les  coefficients  à la  façon  des  nombres. 

3. ”  Les  lettres  s'écrivent  les  unes  à eu  té  des  autres  sans 
signe.  Ainsi  a X b devient  a b. 

4.0  Une  lettre  commune  aux  deux  facteurs  s'écrit  une  fois 
au  produit  avec  un  exposant  égal  à la  somme  de  ses  expo- 
sants , et  chacune  des  autres  s'écrit  avec  son  exposant.  Ainsi 
a'  b X ai  bc  = a'  b ’ c. 

5°  Si  quelque  facteur,  ou  tous  les  deux  à la  fois , sont  des 
polynômes , on  multiplie  l'un  par  chaque  terme  de  T autre, 
et  de  la  somme  de  ces  produits  partiels  on  forme  le  produit 
total. 

Exemples. 

1"..  3ab'c  X6<î£sc=i8a’  blc* 
amr„4  aJiX  — 6 ad= — 24  a*bd 

1 4 a7  4-  4 a3  b3  ç — 2 a5 

— y a*  b — ■ 2 b*  c 4-  a*  b 

Démonstration.  i.°  La  règle  des  signes  est  fondée  sur  le9 
mêmes  raisons  que  celles  que  nous  avons  déjà  données 
pour  la  multiplication  des  nombres  positifs  et  négatifs. 

2.0  La  règle  des  coefficients  est  fondée  sur  la  nature  de 
ces  nombres  ; car  3flXat=:3XaXaX  è = 0 X a X a X 
b — (^X  a X b—  G a b. 

3.°  La  règle  des  lettres  est  de  convention  ( 99.) 

4.0  La  règle  des  exposants  suit  aussi  de  la  nature  do 
ces  exposants  ; car  b7  X est  la  même  chose  que  bb  X 
b b b = b b b b b =■  bs. 

5.°  La  cinquième  partie  de  la  règle  est  fondée  sur  la 
même  raison  qui  fait  que  , dans  la  multiplication  numé- 
rique, on  multiplie  le  multiplicande  par  chaque  caractère 
du  multiplicateur,  et  que  de  la  somme  des  produits  par- 
tiels on  forme  le  produit  total. 


3m'.. — 6c* «fX  — \d * r—3c'cpT. 
f"'  ..y  a*+2b*c — u’X  au3 — b~=. 
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Eléments 


Pour  exercer  les  commençants  dans  la  pratique  de  cette 
opération  , nous  allons  encore  placer  ici  les  exemple* 
suivants. 

Exemples. 


II. 


’ Mutiplic£nde .a  + i 

Multiplicateur a — b 

!a*  -+-  a b 

— a b — b' 

> Produit  total a*  — bx 

’ Multiplicande a'  -H  2 a b 4-  2 b* 

Multiplicateur n*  — 2 a b 4-  2 b‘ 


Produits  partiels 


8t  + ja5i  + »a'i‘ 

3 b — 4 a*  b'  — 4 a b* 

-+-  2 a*  b1  -f-  4 a b*  -4-  4 b* 


!«♦■+•  2 a 
— 2 a 


Produit  total a*  -4-  4 b*. 


Multiplicande 40  + 2 b C 

Multiplicateur 4 a 2 b c 


Produits  partiels. . 
Produit  total 


fi6a*-t-  8 a bc 

l + 8abc-+-4  b*  c* 

. 16  a’  -t-i6aAc-t-  4 b'  c1. 


114.  Remarques.  I.  Pour  multiplier  un  polynôme  quel- 
conque par  un  monome  , il  suffit  d’écrire  ce  monome 

dans  chaque  terme  du  polynôme.  Ainsi  p q r -+-*r  x te 
devient  p q x -+-  r x -4-  x.  Donc  réciproquement , si  une 
même  quantité  est  écrite  dans  plusieurs  termes  consécutifs , 
elle  fait  un  produit  avec  tout,  ce  qui  n'est  pas  elle  dans  ces 
mêmes  termes.  Ainsi  a * x?  — b 1 x 1 est  le  produit  de 

«’  — b'  Xi',  . . x — b x 4-  x'  c est  le  produit  de 
1 — b -t-  xc  X x. 


II.  Quand  des  facteurs  sont  en  nombre  pair,  le  signe  du  pro- 
duit ne  change  pas  en  changeant  à la  fois  tous  les  signes  qui 
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entrent  dans  ses  facteurs  ; il  change,  si  les  facteurs  sont  en 
nombre  impair . Ainsi  + a X -h  b , ou  — a X — b donnent' 
également  4-  a b ; mais  4-  a X 4 - b c donnent  4 -abc, 
tandis  que  — a X — & X — c donnent  —a  bc. 


CHAPITRE  IV. 


De  la  Division. 

»i5.  L’objet  de  la  division  algébrique  étant  le  même  que 
celui  de  la  division  numérique,  il  faut,  si  l’opération  est 
bien  faite , que  le  quotient,  multiplié  par  le  diviseur,  rétablisse 
le  dividende.  C’est  de  ce  principe  qu’on  déduira  toutes  les 
règles  de  la  division. 

On  indique  cette  opération  en  séparant  les  deux  quan- 

• t , fl*  « 

tites  par  un  trait,  comme  — ; quelques-uns  les  séparent 
par  deux  points,  comme  : b (*). 

Quand  on  propose  à diviser’  une  quantité  algébrique 
par  une  autre , il  ne  peut  se  présenter  que  trois  cas  diffé- 
rents, savoir  ! i.°  que  le  dividende  et  le  diviseur  soient 
tous  les  deux  monomes  ; a.0  que  l’un  soit  monome  et 
1 autre  polynôme  ; 3.  qu  ils  soient  tous  les  deux  poly- 
nômes. 

PREMIER  CAS. 

« . K • V . ‘ J 

Division  des  quantités  monomes . 

116.  I.  Règle  des  signes.  Le  quotient  des  signes  sembla - 
blés  est  positif , et  le  quotient  des  signes  différents  est  négatif. 


Ainsi . — ou  — = 4-  : — ou  — — — 


( * ) Nous  n userons  jamais  de  ce  signe  de  division,  crainte  qu’on 
ne  confonde  les  raisons  avec  des  fractions. 
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Eléments 


I I.  Règle  des  coefficients.  Les  coefficients  se  divisent  à 
la  façon  des  nombres  , et  si  la  division,  ne  peut  se  faire 
exactement , on  les  met  au  quotient  en  forme  de  fraction 
réduite  à l'expression  la  plus  simple.  — 

III.  Règle  des  lettres  et  des  exposants.  i.°  Toute  lettre 
dm  diviseur  qui  n'a  pas  sa  pareille  dans  le  dividende , se  met 
en  fraction  sous  le  dividende.  Ainsi,  pour  diviser  a par  b , 

• W • (l 

î écris 
1 b 

z.°  Si  quelque  lettre  du  diviseur  a sa  pareille  dans  le 
dividende  , ou  bien  elle  a même  exposant  par  tout , e-t 
alors  on  F efface , mettant  1 à sa  place  dans  le  terme  où  e/la 
est  seule)  ou  bien  elle  a différents  exposants,  alors  on 
l'efface  seulement  dans  le  terme  où  elle  a le  plus  petit  cx- 
posant(  mettant  i à sa  place , si  elle  y est  seule  ),  et  on  l'écrit 
dans  l'autre,  avec  un  exposant  égal  à la  différence  des  ex- 

...  a*  a b‘  i . 

posants.  Ainsi , — ■=.  — =.  a —3. 

Toutes  ces  règles  sont  fondées  sur  ce  que  nous  avons 
dit  plus  haut  (n5). 


4 a'  h _ 
— za 


■ 2 ab. 


' Exemples. 

3 bx  c i,  blPctPr  3 r a*cd 


:=-b.r 


I 2 
t+d*' 


i %bc  4 ü o*  c*  U*  4 bvd  _£  2. 

— as  c*  di 

SECOND  CAS. 

Division  de  deux  quanti  tés  , dont  l'une  est  poljnomc 
et  l'autre  monome. 

117.  Rècle.  I.  Si  le' dividende  est  polynôme  et  le  diviseur 

monome , opérez  sur  chaque  terme  en  particulier,  comme  dans 

, , ,,  ...  a*  b x a*  car  -ir  q t , 

le  cas  precedent . Ainsi , — — — •=■ — a b+a  c — q; 

x'  — x3  -h  a‘  x1  . 

= 1 — x -t  a . 
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118.  Conou.  Quand  une  même  lettre  se  trouve  dans  plu- 
sieurs tenues  consécutifs  , pour  les  diviser  par  cette  lettre  , il 
suffit  de  l'effacer  partout  avec  le  même  exposant  ( ayant 
égard  aux  changements  de  signe  , et  mettant  1 dans  les 

termes  où  elle  est  seule).  Ainsi , - — - — = — b+  t. 

— a' 


x* 


■ X — y. 


II.  Si  le  dividende  est  monome,  et  le  diviseur  polynôme  : 
1.°  Jje  quotient  sera  fractionnaire.  2.0  Cette  fraction  sera 
réduite  a sa  plus  simple  expression  , en  effaçant  les  mêmes 
quantités  dans  le  dividende  et  dans  chaque  terme  du  divi- 
seur ( mettant  toujours  1 dans  le  terme  qui  est  tout  effacé  J. 

...  • a'  1 a'c 

Ainsi , 


ac 


2 a*  — a'c- 


2 — c — a a*  c — abd  ac  — bd 


TROISIEME  CAS. 

Division  des  quantités  polynômes. 

119.  La  première  chose  qu’il  y a à faire  dans  ce  cas, 
c’est  d'ordonner  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport 
à une  lettre  commune  à tous  les  deux  , c’est-à-dire , d'en 
écrire  les  termes  suivant  l'ordre  décroissant  des  exposants  de 
cette  lettre.  Si  cette  lettre  entre  dans  plusieurs  termes  avec 
le  même  exposant , on  les  écrit  avec  leurs  signes  les  uns 
sous  les  autres  , et  cet  assemblage  est  considéré  comme 
un  seul  terme  complexe.  On  opère  ensuite  en  détail  comme 
dans  la  division  numérique  (33). 
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Eléments 
Exemple  I. 


A. 


R. 


{ 

I 

{ 

( 


aJ  — a .t*  + a i ar  — abc 

0 O O 

— b x'  + a c x 

O 

— c x*  -H  b c x 

* -f - a x%  — a b x 
o e 

+ 

O 

— ci'  + ncï  — abc 

0 0 O 

-4 -bcx 

O 

cxx — acx  -4-  ab  c 

O 0 O 

< — bcx 

9 


ar*  — a x -+-  a b 


Djviitor. 


X 


-} 


Quolitnt 


Tout  étant  ordonné  par  rapport  à x ( ex.  I.  ) , je  dis 
x que  j’écris  au  quotient;  je  multiplie  le  diviseur 


par  x , et  j’en  écris  le  produit  en  A avec  des  signes  con- 
traires , pour  le  soustraire  du  dividende.  Plaçant  o sous 
chacun  des  termes  qui  se  détruisent,  j’écris  le  reste  en  R, 

et  je  dis  ensuite:  — — c;  j’écris — c au  quotient.  Mul- 

tipliant et  soustrayant  à l’ordinaire , j’écris  le  produit  en  B 
avec  des  signes  contraires  ; et  comme  il  ne  vient  pas  de 
nouveau  reste,  j’en  conclus  que  le  quotient  exact  est  a: — c. 

Ï20.  Il  faut , s’il  se  peut , ordonner  de  telle  sorte  que  le 
premier  terme  du  diviseur  soit  incomplexe  , comme  dans 
l’exemple  précédent  ; et  si  cela  ne  peut  se  faire,  il  faut 
chercher  le  quotient  en  détail , en  divisant  à part  chaque 
terme  complexe  du  dividende  par  tout  le  diviseur.  Pour 
cela,  ordonnez  F un  et  l'autre  par  rapporta  une  nouvelle 
lettre  qui  rende  le  premier  terme  du  diviseur  incomplexe , et 
le  premier  terme  du  dividende  aussi  complexe  qu'il  sera  pos- 
sible. 


Exemple 
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Exemple  II. 


Divi- 

dende 


B 


f a5  — a*bc — a3b — a'b'+alfc+b3 

< ° 0 
1 a?  b — a*  c — ■ a3  b‘ 

l 0 

( — a!  -4-  a*  b1 

10  0 

raib 

a3  — b‘  V 
-4 -a3  b 

a‘  — ac  — Qaoti'enr. 

( — a*  bc  — a3  b a b%  c 4-  b3 

( Case  1) 

1 0 

u3  b - 4-  «5  J a3  b -4-  a3 

j — a*  c — a3  b‘ 

l ° 

1 «* 

j -4-  a*  c — a b'  c 

1 0 0 

(Case  2) 

1 -4 - a*  b c 

* 0 

— a4c\a3b+a3 

1 — a c 

r_a3A_(_i3 

0 0 

( Case  3 ) 

J — a3  b*  • 

— a3  b*— a3  b a3b+a 3 

f + a'b  — b3 

1 0 0 

} -4 -a3b‘ 

*r— 

l 

• 

mviaenae  et  le  diviseur  étant  ici  ordonnés  par  rap- 
porté  la  lettre  a ( «.  II.),  ont  chacun  pour  premier  terme 
une  quantité  polynôme  ou  complexe  ; c’est  pourquoi  je 
dmse  cette  quantité  à part,  en  ordonnant  par  rapport  à 
la  lettre  b (Voy.  case  i ) , et  le  quotient  juste  est  J;  muI_ 

tipliant  le  diviseur  par  a’ et  changeant  les  signes,  j’ai  Ia 
quantité  A,  puis  réduisant  le  tout , le  premier  rest^  est  R' 
Puisque  le  premier  ternie  de  ce  reste  est  complexe  ainsi 
que  le  premier  terme  du  diviseur,  j’en  fais  encore  une  dl 
vision  à part  ; et  en  les  ordonnant  par  rapport  à la  lettre  b 
(Voy.  case  2),  le  quotient  est  — oc  ; multipliant—  ac  par 
tout  le  diviseur,  j ai,  en  changeant  les  signes,  le  produit!!, 
et  après  la  réduction  il  vient  pour  second  reste  R'/. 
Algèbre.  r 
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Puisque  le  premier  terme  de  ce  second  reste  est  encore 
complexe , j’en  fais  la  division  à part  ( Voy.  case  3 ) , et 
le  quotient  est  — b.  Multipliant  — b parle  diviseur,  et 
changeant  les  signes  , j’ai  la  quantité  C;  réduisant  ensuite 
à l’ordinaire,  il  ne  me  reste  rien.  D’où  je  conclus  que  le 
quotient  exact  est  a’  — ac  — b. 

Je  m’en  assure  de  nouveau  en  multipliant  le  diviseur 
par  ce  quotient , ce  qui  donne  pour  produit  le  dividende 
proposé. 


CHAPITRE  V. 

Oit  Von  enseigne  à trouver  tous  les  diviseurs  exacts 
d’une  quantité  algébrique  , et  ou  Von  démontre  la 
méthode  déjà  donnée  pour  déterminer  la  plus  grande 
mesure  commune  de  deux  nombres. 


121 . i (o  u r trouver  tous  les  diviseurs  exacts  d’nne  quan- 
tité algébrique , on  opère  comme  dans  les  nombres  ; c’est- 
à-dire  , qu'on  divise  d'abord  la  quantité  proposée  par  tous 
ses  diviseurs  simples  , jusqu'à  ce  que  Von  ait  r unité  pour 
quotient.  Ensuite  on  multiplie  tous  ces  diviseurs  les  uns  par 
les  autres , et  T ensemble  de  ces  produits  et  de  ces  diviseurs 
simples  y renferme  tous  les  diviseurs  exacts  de  la  quantité 
proposée. 

Ex  e mp le.  Soit  la  quantité  a'b+a'b'  dont  on  demande 
tous  les  diviseurs  ; je  les  dispose  comme  on  le  voit  ici. 


a3b-i-a,b’ 

a’b-i-ab* 

ûù-t-ù* 

a+b 

i 


a. 

a , a\ 
b , ah  ,a‘b 

a-{-b)as-bab,a3-+-a‘b,ab-i-b’,  aib-\-ab%,  a^b+a'b1. 


Je  tire  une  ligne  de  haut  en  bas,  pour  séparer  les  di- 
viseurs; puis  divisant  la  quantité  donnée  para  , le  quo- 
tient est  a,b-\-ab'x,  que  j’écris  sous  la  quantité  proposée. 
Je  vois  que  ce  quotient  peut  être  encore  divisé  par  a , 
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f écris  donc  a à la  droite,  et  le  quotient  ab+b‘  à la  gauche 
de  la  ligne.  Multipliant  ensemble  les  diviseurs  trouvés 
j’ai  a*  que  j’écris  à la  droite  et  sur  la  même  ligne  que  a. 
, ab+b’  ne  pouvant  être  divisé  que  par  b,  j’écris  b à la  droite 
de  la  ligne  verticale  , et  le  quotient  a+b  à la  gauche.  Je 
multiplie  tous  les  diviseurs  trouvés  par  b , et  j’écris  sur 
la  même  ligne  les  produits  ab , a'b.  a+b  ne  pouvant  être 
divisé  que  par  lui-même,  je  l’écris  au  rang  des  diviseurs 
et  je  mets  i lu  quotient.  Multipliant  enfin  ce  nouveau 
diviseur  par  tous  les  autres  déjà  trouvés,  j’en  écris  les 
produits  sur  la  même  ligne , et  j’ai  là  tous  les  diviseurs 
de  la  quantité  proposée. 

122.  Avant  de  démontrer  la  règle  que  nous  avons  don- 
néejplus  haut  (48),  pour  trouver  le  plus  grand  diviseur  com- 
mun , ou  la  plus  grande  mesure  commune  de  deux  nom- 
bres, il  faut  rappeler  ce  que  nous  avons  dit  (77  et78)  et  y 
e jouter  que  dans  toute  division  exacte,  le  diviseur  mesure  le 
dividende  ; et  qu' ainsi  dès  qu'il  y a un  reste,  en  ôtant  ce 
reste  du  dividende,  le  diviseur  le  mesurera  exactement.  Par 
exemple  donne  5 pour  quotient  et  a pour  reste  , ôtez 

a de  17,  et  le  diviseur  3 mesurera  exactement  17 z 

qui  sont  i5. 

ia3.  La  règle  qu’il  faut  démontrer  est  celle-ci:  lorsque 
divisant  un  nombre  a par  un  plus  petit  b,  il  vient  un  reste  c ; 
que  divisant  b parc , il  vient  un  reste  d ; que  divisante  par 
d , il  vient  un  reste  e ; que  divisant  d par  e , il  ne  vient  point 
de  reste,  je  dis  que  e sera  la  plus  grande  mesure  commune 
des  deux  nombres  a et  b. 

Démonstration.  I.  e sera  la 
mesure  commune  de  a et  de  b. 

Car  i.°  e mesure  d ( hyp.  ) ; d 
mesure  c — e(i22).  Donc  e me- 
sure c— e : dailleurs  e mesure  e. 

Donc  (78)  il  mesure  cette  somme 
c — c + e,  qui  devient  c.  Donc 
i.°  e mesure  c. 
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2»'  e mesure  c;  c mesure  b — d ; donc  e mesure  b — d 
(80):  d’ailleurs  e mesure  </(  hyp.  ) , donc  e mesure  la 
somme  b — d-t-d , qui  se  réduit  à b : donc  2.°e  mesure/». 

3.°  c mesure  b;  b mesure  a — c ; donc  e mesure  n — c: 
d’ailleurs  e mesure  c ; donc  e mesure  la  somme  a — c -+-  c 
ou  a ; donc  enfin,  e sera  mesure  commune  de  a et  de  b. 

II.  Je  dis  que  e sera  la  plus  grande  mesure  commune 
que  puissent  avoir  a et  b.  Car,  si  un  nombre  plus  grand 
quee,  par  exemple  f , mesurait  a et  b , on  pourrait  cai- 
6onner  ainsi  : 

1. "/ mesure  b ( Hyp.  ) ; b mesure  o— c ; donc  f mesure 
a — c : d’ailleurs  f mesure  a ; donc  ( 8i  ) il  mesure  la  diffé- 
rence que  donne  a — c soustrait  de  a ; ou  bien  a— a+ci=c  ; 
donc  î ."^mesure  c. 

2. '  / mesure  c ; c mesure  b—d , donc  f mesure  b — d\ 
d'ailleurs  y mesure  b ( hyp.  ) ; doncy  mesure  la  différence 
que  donne  b — d soustrait  de  b,  laquelle  est  d.  Donc  2.°  f 
mesure  d . 

3. °  / mesure  </;  d mesurée — e;  donc /mesure  c — e; 
d’ailleurs  f mesure  c(  i.°);  donc(8i  ) y mesure  la  diffé- 
rence que  donne  c — e soustrait  dec  , c’est-à-dire,  e ; donc 
y mesure  e,  ce  qui  est  absurde  ; puisque  f est  plus  grand 

que  e par  l'hypothèse.  Il  ne  peut  donc  pas  y avoir  un 
nombre  plus  grand  quee,  qui  soit  la  mesure  commune 
de  a et  de  b.  _ 
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SECTION  II. 

Des  puissances  et  des  racines. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Se  la  formation  des  puissances  et  de  leurs  principales 

propriétés. 

j 24.D  É finition.  Toute  expression  qui  ne  contient  que 
latinité  multipliée  un  certain  nombre  de  fois  par  la  même 
quantité -,  est  une  puissance  de  cette  quantité.  Le  nombre 
qui  désigne  combien  de  fois  l’unité  a été  ainsi  multipliée, 
est  l'exposant  de  la  puissance  ; et  la  quantité  qui  a multi- 
plié L’unité,  en  est  la  racine. 

Ainsi , puisque  a est  la  même  chose  que  iX  a ; a sera  la 
première  puissance  de  a ; et  en  général,  la  première  puis- 
sance d'une  quantité  est  cette  quantité  même  Puisque  a1  = 
1 x a x a , a'  sera  la  seconde  puissance  de  a ; a1  la  troi- 
sième; a4  la  quatrième,  etc- (par  analogie  aux  dimen- 
sions de  l’étendue  , la  seconde  puissance  d’une  quantité 
est  appelée  son  quarrè , et  la  troisième  son  cube).  Comme» 
la  puissance  est  toujours  relative  à la  racine,  on  voit  bien 
qu’il  a fallu  distinguer  autant  d’espèces  de  racines  que  de 
puissances.  Ainsi , a est  la  racine  première  de  a , la  racine 
seconde  ou  quarrée  de  a’ , la  racine  troisième  on  cubique 
de  a1 , etc. 

ia5.  ConotLAinE.  On  conclura  de  la  définition  des 
exposants:  1.®  que  toute  expression  numérique  qui  indi- 
quera combien  de  fois  une  même  quantité  multiplie  l'unité  , 
doit  servir  d'exposant  à cette  quantité.  Or,  ce  nombre  de 
fois  peut  exiger  pour  expression  exacte,  tantôt  un  nombre 
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rationnel , tantôt  un  nombre  irrationnel.  L'une  et  Vautré 
espèce  de  ces  nombres  peut  donc  servir  d'exposant  à une 
quantité. 

126.  a.0  Rien  n’empêche  de  donner  aux  exposants  les 
signes  d’opposition  -4-  et — . Mais  alors  l’exposant  négatif 
doit  désigner  le  contraire  de  ce  que  désigne  le  positif, 
c’est-à-dire  que  celui-ci  désignant  que  l’unité  a été  mul- 
tipliée , l’autre  désignera  qu’elle  a été  divisée  par  la  même 
quantité  , de  sorte  que  si  o’  représesente  1 X a x a , a"* 

1 

exprimer  a'iou^;  de  même  a~J  indiquera  que  que  1 a 

été  divisé  trois  fois  para  ou  -^et  enfin  a*“  vaudra  — ; d’où 

as  a * 

l’on  conclura  : Qu'une  quantité  élevée  à une  puissance 
négative  vaut  l'unité  divisée  par  cette  quantité  élevée  à la 
même  puissance  positive. 

137.  3.°  Pour  désigner  le  cas  où  l’unité  n’a  été  ni  mul- 
tipliée ni  divisée  par  une  même  quantité  , il  faut  néces- 
sairement donner  o pour  exposant  à la  quantité.  Ainsi , 
o°  désigne  t multiplié  o fois  par  a , ou  bien  a°  = 1 . D où 
l’on  conclut  qu'une  quantité  quelconque  avec  l'exposant  o , 
est  une  expression  particulière  de  Vunité. 

On  peut  tirer  de-là  ces  conclusions  singulières:  t.°  que 
(o)°=  i,  puisque,  d’après  la  définition  des  puissances 
et  de  leurs  exposants  , ( o)°  vaut  1 multiplié  o fois  par  o ; 

-4“  Al  -+-  Al 

s.°  que  (o)  =0  puisque  (o)  =ri  multiplié  n fois  par  o; 

3.”  que  (o)  expression  qui  désigne  l'infini, 

comme  nous  le  verrons  plus  bas;  4-”  que  (1)",  ainsi  que 
±n 

( l ) = t ; ce  qui  indique  que  toutes  les  puissances  de  1 

sont  1 , propriété  qui  ne  convient  qui  à C unité. 

J28.  ConoLf-AinE  I.  Il  suit  de  la  nature  des  exposants 
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négatifs  : i.°  que  ^ peut  prendre  la  forme  ab"' , puisque 


I a d % 

a b~%  = a X — = — . • . que  pour  —on  peut  écrire  ab', 
a 

puisque  ab'  — L_  — ~ . . . que  peut  se  présenter 
ainsi,  ab~'  c~* , ou  bien  ainsi,  a“'.  ab-1  c*1  , que 


(A  4-  c)* 


peut  prendre  cette  forme  a (b  + c)-' 


etc. 


c’est-à-dire  qu'on  peut  présenter  une  fraction  sous  la  forme 
d'un  entier , en  effaçant  le  dénominateur  et  multipliant  le 
numérateur  par  ce  même  dénominateur , dans  ^lequel  on  a 
changé  les  signes  des  exposants. 

a.°  Réciproquement  qu’à  la  place  de  ab',  on  peut  écrire 


Cl  X v 

r—  ; à la  place  de  a on  peut  prendre  — ; pour  an  bm  on 


peut  écrire  • n— - , etc.  Donc  un  entier  peut  se  présenter 

sous  la  forme  dune  fraction , en  composant  son  dénomina- 
teur des  facteurs  de  cet  entier,  dans  lesquels  on  a changé  les 
signes  des  exposants. 

12g.  Corollaire  II.  Qn  conclura  de  ce  que  nous  avons 
dit  plus  haut  ( 124),  que  pour  élever  une  quantité  à une 
puissance  positive , il  suffit  de  la  multiplier  par  elle  - même 
autant  de  fois , moins  une , que  V exposant  de  la  puissance 
demandée  contient  d'unités.  Ainsi  , a'b  élevé  à sa  première 
puissance  ou  { a'b  ) ’ , reste  a'b....  a'b  élevé  à sa  seconde 

puissance,  ou(  a'b)' , devient  a'bx  a'b  j. ou  a'b' a'b 

élevé  à sa  troisième  puissance,  ou  (a'b)*,  est  a'bx  a'b 
X a'b,  o u a9  b}  : ....  (a  a — b)'  , ou  ( a a — b ) ( a a — b) 

donne  4 «* — 4 ab  + b b. 


i3o.  Corollaire  III.  II  suit  de-là,  i.°  que  pour  la  forma- 
tion des  puissances  monomes  ( abstraction  faite  des  signes  ) 
on  peut , pour  abréger , multiplier  l'exposant  de  chaque 
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lettre  par  Fexposant  de  la  puissance  demandée.  Ainsi , (û’c)*" 
a.3  i.3  ï iXi  iXi 

devient  a c , ou  a*  ci . . . (a’  c)  devient  a c , 

ï -3  2 X — 3 lX-1  -4  -3 

ouac  . ..(a’c)  devient  a c , ou  a c . 

Mais  si  l’on  veut  connaître  le  signe  de  la  puissance  , il 
faut  recourir  à la  voie,  ordinaire  de  la  multiplication.  Ainsi, 
(+s’c)’,  ou  + a’cx  H-a’c  deviendrai-  a*  c'  ; de  même 
( — a* c.)* , ou  — a*cx  — a’c  deviendra  également i-a 4 

i 

( — «’  c)s  donnera  — aec3 ....  (±  a‘  )*  , c’est-à- 

i.  — 1 

dire ,+«'  x -+-  a * ou  — a * X — a~  deviendra  -+-  a. 

i3i.  Remarque.  Cette  manière  abrégée  de  former  les 
puissances  monomes  ne  faisant  point  opérer  sur  le  signe 
de  la  racine,  ne  saurait  indiquer  celui  de  la  puissance  î 
et  il  y aurait  souvent  erreur  de  donner  à celle-ci  le  signe 
de  la  première,  en  se  bornant  à multiplier  l'exposant 
de  chaque  lettre  par  l’exposant  de  la  puissance  de- 
mandée. 


CHAPITRE  II. 

Des  différentes  puissances  du  Binôme  a ± b. 

i3s.En  élevant lebinome a =t£aux  cinq  premières  puissances, 

il  deviendra I a—  b 

II a‘±2ab+b* 

T II 

IV a*dt^.a3  A-t-6a*  b‘—^ab3+b* 

. . V a>—5a*b-+-ioà3bl^tioa*b'l-i-5ab*'3zb'i 

i33.  Sur  quoi  on  fera  d’abord  cette  observation  géné- 
rale : que  chacune  de  ces  puissances  du  binôme  renferme  un 
terme  de  plus  que  T exposant  de  la  puissance  formée  ne  con- 
tient (T  unités  ; et  on  en  déduira  ensuite  les  règles  suivantes 
pour  la  formation  abrégée  de  ces  diverses  puissances. 
i34-  I.  Règle  des  exposants.  Les  exposants  de  a dimi- 
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nuent , suivant  la  progression  naturelle  , depuis  le  pre- 
mier terme  jusqu’au  dernier  ; de  façon  que  dans  le  pre- 
mier terme,  l’exposant  de  a est  l’exposant  de  la  puissance, 
et  dans  le  dernier  il  est  zéro.  Les  exposants  de  b suivent 
un  ordre  contraire. 

i35.  II.  Règle  des  signes . Si  les  deux  termes  du  bi- 
nôme sont  positifs  , tous  les  signes  de  la  puissance  seront 
positifs  , si  l’un  est  négatif , les  signes  seront  alternati- 
vement positifs  et  négatifs  ; et  en  général,  ce  terme  sera 
négatif , dans  lequel  les  dimensions  de  la  quantité  négative 
entreront  en  nombre  impair . 


i36.  III.  Règle  des  coefficients.  Le  coèfficient  du  pre- 
mier terme  vaut  toujours  l’unité,  et  le  coèfficient  de  cha- 
cun des  autres  est  égal  au  coèfficient  du  terme  précédent, 
multiplié  par  l'exposant  de  a dans  le  même  terme  , et 
divisé  par  le  nombre  qui  désigne  le  rang  que  ce  terme 
précédent  occupe. 


137.  Puisque  ces  observations  ne  dépendent  pas  du 
degré  de  la  puissance  formée  , l’analogie  permet  de  con- 
clure qu’elles  s’étendent  à une  puissance  quelconque  ; et 
qu’ainsi  elles  peuvent  servif  de  règle  pour  élever  le  bi-* 
nome  a 4-  b à la  puissance  n , ce  qui  donnera  : 


(n  +4)'=  a*  4-  n.  a”''  b 4-  a"'1  b 1 4- 


1.  2. 


ns.  n-3. 
1.2.  3. 


, ,,  n.  n-i.  n-2.  n- 3. 
a’i-3  £1  _j a'-4  b*  etc. 

i.  2.  3.  4. 


Mais  on  peut  écrire  — au  lieu  de  ar~l  (128);  — au  lieu  de 
a a 1 

a"1,  et  ainsi  des  autres.  On  peut  donc  faire  disparaître  les 
exposants  négatifs  dans  la  quantité  précédente  , et  elle 
devient  : 


(a+by  = a‘<  4 


nan  b 
a 


+ 


n.  n- 1 
r,  2 


a” b'  n.n-i.  n-2  a'b3  n.n- r. 

1 — - — ^ — | • 

a*  1.2.3  aJ  I* 


n-  2.  n-3  an  b* 

4.  etc. 

2.  3.  4.  a4 

Or , il  faut  remarquer  ici  que  a'  entrant  dans  tous  les 
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termes,  on  peut  ( 1 14)  donner  à cette  quantité  la  formé 
suivante: 


(a  -+-  by  = a”(i  -4-  n.—  + - 


n-i  h% 


1.  a a* 


n.  n-r.n-2  b3 
l.a.3  *î? 


n.  n- 1. 

1. 


h etc. 


77-2.  /i-3 
2.3.4  a4 

Afin  de  se  servir  commodément  de  cette  formule,  il  ne 
s agit  à présent  que  de  trouver  une  méthode  aisée  de 
former  la  suite  des  termes  qui  sont  entre  les  deux  crochets* 
puisqu  il  suffit  de  les  multiplier  par  an,  pour  avoir  la  puis- 
sance ndu  binôme  a -f  b. 


1 08.  Règle.  Ecrivez  d1 abord  sur  une  même  ligne  la  suite 
A,  jusqu'à  ce  que  vous  trouviez  zéro  pour  un  de  ses  termes  , 
et  ta  suite  B que  nous  cherchions , se  formera  en  lui  donnant 
1 unité  pour  premier  terme , et  faisant  chacun  des  autres 
égal  au  dernier  terme  écrit  de  cette  même  suite  B , multiplié 

par  son  correspondant  dans  la  suite  A et  par 


. à.  71-1  71-2  71-3 

(A)-»,  — .- 3-,— .etc. 

/T}.  h n.  n-1  b* 

1 .-s-  4- 

a 1.  2 a» 
b ♦ 

-7  -4- , etc. 
a 4 


n.  n-x.  77-2  b 3 
’i.2.3.  V 


Ainsi,  le  second  terme  de  la  suite  B se  trouve  en  multi- 
pliant 1 par  n et  par  “.  Le  troisième  se  trouve  en  multi- 

Cl 

pliant  le  second  n.  h-  par?-^  et  par  h-  ; et  ainsi  des  autres. 

i3q.  Exemple  I.  Soit,  ( a’-*-1  ) à élever  à sa  troisième 
puissance  par  le  moyen  de  la  règle  ci-dessus.  Je  commence 
par  former  la  suite  A , qui  ne  peut  avoir  que  trois  termes, 

3-3 

puisque  le  quatrième  seroit  i-4-  ou  o.  Ensuite  je  la  réduis 

4 

et  je  1 écris  au  dessous  enAf.  Je  vois  qu’ici  -delaformule, 

a 

ou  bien  le  second  terme  divisé  parle  premier,  est  exprimé 
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X* 

par — - , et  an  par  a*.  C’est  pourquoi  je  forme,  suivant 

la  règle,  la  partie  de  la  suite  B qui  est  entTe  les  deux  cro- 
chets; puis  la  multipliant  par  a"  , et  réduisant  en  B',  j’ai 
la  puissance  demandée. 


( A )... 


3 3_I  3- a , 

ù*  7'T* 


(A' )...  3,  1 , j 


,T>\  ' « f 3 X*  Ax*  Xe  N 

<B>-  û 0-— + 

(B')...  a*  — 3 a*  x'  -f-  3 fl’  x*  — x * 


140.  Exemple  II.  On  demande  la  puissance^de  la  même 
quantité  a ’ — x'.  Pour  cela  je  forme  d’abord  la  suite  A, 
que  je  réduis  à A’.  Puis  observant  qu’ici  le  second  terme 

•T* 

divisé  par  le  premier,  donne— , je  trouve  d’après  la 

règle  (i38),  la  suite  B que  je  réduis  à B',  en  faisant  le* 
multiplications  indiquées.... 


(A) ...  4,’— , 

(B) ...  n(i 1 

2 

(B')...  a — — 1 
2 a 


a?*  1 x*  3 x6 

a*  8 a ♦ 48  ' a* 

3-4  3 ar* 

8 a3  48  a* 


1 


Pour  m’assurer  que  la  suite  B'  est  l’approximation  de  la 
puissance  , j’observe  que  cette  puissance  doit  être 
la  racine  quarrée  approchée  de  la  quantité  a3 — x’  ; et 
qu’ainsi  en  élevant  cette  suite  au  quarré,  je  dois  trouver 
a'  — x1.  Or,  c’est  ce  qui  arrive , cormne  on  le  voit  dans 
le  calcul  suivant,  dans  lequel  on  a négligé  les  puissances 
plus  hautes  que  celles  qui  sont  entrées  dans  B; , et  oè  l’o» 


\ 


Digitized  by  Google 


76  Éléments 

a multiplié  toute  la  suite  par  son  premier  terme  a dans  là 

première  ligne , par  son  second  terme  — — dans  la  se- 

2 a 

eonde , par  son  troisième  terme  — ^ dans  la  3.m«  , etc. 


ax* 

3 ux * 

' 

00! 

& 

48  a5 

æ* 

_i_  _____ 

I X6 

— • 

4 a% 

i6«* 

ax* 

** 

8.«* 

» / • • • • 
16 

3 ai* 



141.  Exemple  III.  On  demande  d’éleyer  a'  — x * à là 
puissance  — 1 par  la  même  règle.  Je  forme  d’abord'  la 
suite  A , qui  étant  réduite  me  donne  A1.  Puis  je  trouve  , 
par  le  moyen  de  la  règle ( 1 38)  la  suite  B,  que  je  réduis 
encore  à B1,  et  celle-ci  me  présente  la  puissance 
cherchée. 


(A)... 


r 

a* 


-I-T  - 

1-2 

|i 

l>~ 

3 

9 > • • 

4 

* *■ 

l , — 1,—  1 

l 

•s 

H 

1 

etc. 

■(.  + - + 
> u% 

X*  X * 

a'  u* 

•V* 

4-  etc. 

.T* 

1 l 

a4 

xb 

. 4.  . -,  . 4. 

a8 

- - | 

a4 

a* 

* g • 

a 8 

T 

C LL  • 

•) 


Pour  m'assurer  que  cette  suite  de  terme»  donne  la  valeur 

approchée  de(a3 — x’)-',  j’observe  que(o’ — x')"'  — ~-^. 

Or , un  quotient  multiplié  par  le  diviseur,  doit  rétablir  le 
dividende. Il  faut  donc  que  la  suite  précédente,  multipliée 
par  le  diviseur a'-x* , donne  1 pour  produit;  ce  qui  se  vé- 
rifie par  le  calcul  suivant,  dans  lequel  on  s’est  arrêté  aux 
sixièmes  puissances  de  .r. 
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142.  Si  au  lieu  d’un  binôme  , on  voulait  élever  un  po- 
lynôme quelconque  à ses  diverses  puissances , il  est  évi- 
dent qu’on  le  pourrait  par  le  moyen  de  la  formule  géné- 
rale du  binôme. Par  exemple,  soit  le  trinôme  («-t-6+e)» 
on  supposera  b ■+■  c=q , et  on  aura  (a  •+-  q y dans  laquelle 
substituant , b + c pour  q ; ( b -f-  c)’  pour  q'  ; (b  + c) 3 pour 
q3 , etc.,  on  aura  la  puissance  demandée  du  trinôme 
o+i  + c. 

Si  on  avait  le  quatrinome  (a-t-b-h  c + d)n  f on  ferait 
b+c+d=ret  Ü viendrait  (a+r)%  laquelle /étant  une 
fois  formée  par  les  règles  ci-dessus,  on  substituerait 
b+c+d  pour  r ; ( b+c+d)'  pour  r*  ; (b+c+d)’  pour  y’ 
et  ainsi  de  suite.  D’où  l’on  voit  que  le  cas  du  trinôme  est 
ramené  à celui  du  binôme,  celui  du  quatrinome  à celui 
du  trinôme,  et  ainsi  successivement^). 

143.  Remarque  importante.  Nous  avons  observé  plui 
haut  (137),  que  les  règles  assignées  ( 134,  i35,  i36),  pour 
la  formation  de  la  puissance  n du  binôme  a+b , ne  dépen- 
dant pas  du  degré  de  cette  puissance , l'analogie  permettait 
de  conclure  qu'elles  s'étendent  à toutes  ; et  les  exemples 
donnés  à la  suite,  ont  confirmé  ce  raisonnement. 

Un  ne  peut,  en  effet,  élever  aucun  doute  à cet  égard 
pour  tous  les  cas  d’un  exposant  positif , soit  entier  , soit 


(*)  On  donnera  plus  bas,  n.»  3i3,  une  méthode  plus  expéditive 
pour  la  forma  tiou  des  puissances  des  polynômes. 
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fractionnaire,  puisque  n peut  toujours  représenter  ces 
sorte*  d’exposants;  mais  il  n’en  est  pas  de  même  dans  les 
cas  d’un  exposant  négatif,  et  l’induction  alors  a besoin 
d’être  confirmée  par  une  démonstration  directe. 

Il  s’agit  donc  de  faire  voir  que,  conformément  aux 
règles  ci-dessus  ( 134,  i35,  i36),  (b  + c)-  = £-* 

— n.  b"-' . c — n.  . b '«-* . c*  — n.  - n~l  ~n~2 

3 2 ‘ 3 


bJI~3,  cJ  — etc. , et  comme  ( b + c)*"  = 


bn  -+•  ni'’-*  c -+-  4”-»  c*  + w.  ,'~I  w~3 

3 2 3 


( A + c)'  •'* 


i',‘3  c3  4-  etc. 


Tout  se  réduit  à prouver  que  le  quotient  de  cette  der- 
nière division  est  la  suite  cherchée  b”  — n b c n. 

-”-I  , , -«-I  -«-2  , 

c*  _ £-»-3  c?  __  etc 0r)  ce]a 

est  ainsi  ; et  le  tableau  suivant  offre  le  détail  de  tous  les 
calculs  , nécessairement  longs  , qui  démontrent  cette 
vérité. 

La  première  ligne  de  ce  tableau  présente  le  dividende 
i,  separépar  1 accolade  de  son  diviseur, lequel  est  désigné 
ici  par  la  majuscule  A ; le  quotient  écrit  en  B forme  la 
seconde  ligne  ; la  troisième  ne  contient  que  le  premier 
terme  du  quotient  qui  se  trouve  en  divisant  i par  le  pre- 
mier terme  du  diviseur. 

La  ligne  D est  le  produit  de  ce  premier  terme  du  quo- 
tient multiplié  par  le  diviseur  A , et  écrit  avec  des  signes 
contraires  pour  le  soustraire  du  dividende  î ; et  le  reste 
obtenu  , réduction  faite , forme  la  ligne  E. 

F n’est  que  le  second  terme  du  quotient,  lequel  s’ob- 
tient, suivant  les  règles  ordinaires,  en  divisant  le  pre- 
mier terme  du  reste  precedent  E par  le  premier  terme 
du  diviseur  A ; et  la  ligne  G est  le  produit  de  ce  terme 
mis  au  quotient , multiplié  par  le  diviseur  et  écrit  avec 
des  signes  contraires  pour  faire  la  soustraction  , puis 
la  réduction , sur  le  dividende  précédent  E. 
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la  réduction , sur  le  dividende  précédent  E. 
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La  ligne  H présente  le  second  reste  de  la  division.  Il 
s’obtient  i.°  en  écrivant  de  suite  les  lignes  E et  G , et 
effaçant  le  premier  terme  dans  chacune  ; 2.0  en  divisant 
haut  et  bas  par  b"  dans  les  deux  derniers  termes  de  G. 

Les  lignes  I et  K simplifient  ce  second  reste  H.  La  pre- 
mière , en  opérant  sur  ses  deux  premiers  termes  ; la  se- 
conde , sur  ses  deux  derniers  ; et  leur  résultat  écrit  en  L 
devient  le  nouveau  dividende , d’après  lequel , par  les 
règles  ordinaires  , on  trouve  le  troisième  terme  du  quo- 
tient , désigné  ici  par  M. 

Ce  terme  multiplié  par  le  diviseur  A et  écrit  en  N avec 
des  signes  contraires  pour  le  soustraire  du  dividende 
précédent  L,  donne  le  troisième  reste,  savoir 


(2  n*  — 2 n \ . 

S J*'’ 


c3  + n\ 


— 72—  r 


b»-3 


-4- etc.  dans  lequel 


6 s 2 bn 

effaçant  b " haut  et  bas  dans  le  second  terme , et  faisant 

les  autres  opérations  indiquées  , on  trouve  — n.  n 1 ■ . 


-71-2 


. b*  c1  + etc.  désigné  ici  par  P. 


Enfin,  divisant  P par  le  premier  terme  du  diviseur  A , 
savoir  paré”  , on  trouve  le  quatrième  terme  du  quotient  Q. 
Multipliant  celui-ci  par  le  premier  terme  du  diviseur  (sans 
passer  aux  autres  termes , si  l’on  veut  s’arrêter  au  quatriè- 
me du  quotient) , on  a un  produit  qui , écrit  en  R avec  des 
signes  contraires,  pour  le  soustraire  de  P,  donne  o pour 

reste.  Donc  le  quotient  qu’on  cherche  est  ici  ^ ~~T* — 

-71- 1 b~%  C*  -71- 1 -77-2 

a b”  a 


-77-  a b~3  <?  I J 

. — . — etc. . . qui  de- 


vient b'1 


• nb -»-» . c — ru 


-n- 1 


‘.c* 


n.  ■ 


-72-1  -77-2 

3“ 


7,-#- 3 


2 2 

etc.  en  faisant  passer  b’  du  dénominateur  au 
numérateur  de  chaque  terme.  Donc  enfin  (b  -+-  c)"1  =6'" 


— nb-*~l . c — • n. 
c*  — etc.  . . 


-n-i  . -«-I 

— . à *»  c*  — n. 


-7»-a 


b 
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CHAPITRE  III. 


De  Vcxtraclion  des  racines. 


144.  JN  ous  avons  déjà  dit  qu’on  appelle  racine  cette  quan- 
tité qui  multipliant  l’unité  a produit  la  puissance.  Ainsi , 
a est  la  racine  première  de  a , parce  que  1 x a = a ; la 
racine  seconde  de  a',  parce  que  1 X a X a = a'  ; la  racine 
troisième  ou  cubique  de  a5,  parce  que  1 X a X a X a=aJ, 
etc.  Nous  avons  fait  remarquer  qu’on  désigne  une  racine 
par  ce  caractère  V' , dans  lequel  on  écrit  l’exposant  de  la 

racine , comme  v.w  ; et  s’il  n’y  a point  d’exposant, 
le  signe  radical  est  censé  représenter  la  racine  quarrée. 

On  appelle  puissance  parfaite  d’un  degré,  celle  qui  peut 
donner  la  racine  exacte  de  ce  degré  ; et  puissance  impar- 
faite' celle  où  l’on  ne  peut  point  trouver  cette  racine. 
Ainsi , a 1 est  un  quarré  parfait , a}  est  un  cube  parfait , 
o5  un  quarré  imparfait. 

ï45.  Coroll.  Il  suit  de  ce  que  nous  venons  de  dire  , 
l ."  que  les  racines  d'un  exposant  pair  peuvent  être  indiffé- 
remment positives  ou  négatives.  Car — a X — a—d* , ainsi 
que+ax  -4-u—  n’  ; donc  la  racine  quarrée  de  a * pourra 
aussi  bien  être — a que-t-a.  Il  en  est  de  même  de  toute  ra- 


cine 


d’un  exposant  pair.  On  écrira  donc  ± l / a }±  \/  b , 


a.®  Que  les  racines  réelles  d’un  exposant  impair  n’ad- 
mettent qu’un  signe  , et  que  ce  signe  est  le  même  que 

celui  de  la  puissance.  Ainsi  \/ — a3  est — a,  \/a5  est  a. 


146.  Remarques  importâmes.  Quoique — a3  n’ait  qu’une 
racine  réelle,  savoir — a,  on  n’en  doit  pas  conclure  qu’une 
troisième  puissance  puisse  n’avoir  qu’une  seule  racine  ; 
Car  il  y a toujours  autant  de  racines , qu'il  y a d'unités 

dans 
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dans  l'exposâht  de  la  puissance.  Dans — a] , par  exemple  , 

outre  la  racine  réelle — a,  il  y en  a deux  imaginaires, 

. + n /i— V — 3\ 

savoir  ^ -)  a et  Q J °.  On  pourra  se 

convaincre  que  ces  imaginaires  sont  les  racines  cubiques 
de — a’,  parce  qu’en  les  élevant  au  cube,  on  trouvera — a ’. 
(Nous  parlerons  ailleurs  de  ces  sortes  de  racines). 

147.  Puisqu’abstraction  faite  des  signes,  on  forme  les 
puissances  d’un  mooome  en  multipliant  l’exposant  de 
chaque  lettre  par  l’exposant  de  la  puissance  ( 13g),  ^il 
s'ensuit  que,  pour  représenter  l’opération  contraire, 
c’est  - à - dire  , l’extraction  des  racines  , if  faudra  di- 
viser l'exposant  de  chaque  lettre  par  I exposant  de  la 
racine  demandée.  Ainsi  l /«*  pourra  être  représentée 

£ 3/  ü n • m 

par  a‘  ou  a J,  v a”  paf  a J ou  par  a\  y am  para£. 
D’on  l’on  conclura  en  général,  qu’une  puissance  frac- 
tionnaire équivaut  à une  racine  qui  aurait  le  dénominateur 
de  la  fraction  pour  exposant , tandis  que  le  numérateur  reste-  • 

rait  pour  exposant  de  la  quantité.  Ainsi  a~  — y a' ..  . 

a 1 a%...(a  + b)‘  a -h  b.  (*) 


(*)  La  conversion  des  racines  en  puissances  fractionnaires  donne 
lieu  à quelques  observations  qu’il  est  utile  de  rapporter  ici  pour 
provenir  des  erreurs.  1 

i.°  L’imaginaire  y— a peut,  d’après  le  principe,  prendre  la 
«,  » 
forme — a‘ ; mais  alors  il' y aurait  erreur  de  substituer  à — as 

i.  v\  — 

le  produit  des  deux  facteurs  — 1 et<i  ’ , parce  que  ce  produit  étant 

....  ......  1 1 > 

réel,  une  telle  transformation  altérerait  la  quantité  — a",  non- 
seulement  dans  sa  forme , mais  dans  sa  valeur.  > 

a 

a.*  La  quantité  réelle  — y a se  trqusforme  aussi  en  —a  * ; et  alors 
au  lieu  de  ccllc-ci,  qui  représente  uue  quantité'  réelle,  ou  peut 

écrire  le  produit  de  ses  deux  facteurs  — 1 et  a'  qui  est  également' 

réel.  _ . , ■ . . ■ 

. ’ —..11.  . . ^ 

Ainsi — a ' est  une  expression  vague  qui,  paf  sa  forme,  peut 
Algèbre.  6 
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148.  Pour  extraire  une  racine  quelconque  d’un  poly- 
nôme, il  faut  d’abord  observer  comment  se  forme  la 
puissance  relative  à la  racine  qu’o,n  cherche  , afin  de 
pratiquer  les  opérations  contraires.  Or , si  l’on  examine 
d’abord  le  quarré  du  binôme  a + b ou  — a— A,  qui  est 
a’  -4-  2 aA  H-  A*  ; celui  de  a — b ou  de  — a -h  b,  qui  est  a * — 
3 ab  + b*}  celui  du  trinôme  a-\-b+c  qui  est  a’ -t- 3 ûA -+- 
A1  2 uc  4- 2 Ac  + c*;  on  trouvera  qu’en  général  le  quarré 
d’un  polynôme  vaut  la  somme  des  quarrès  de  chaque  terme , 
plus  le  double  produit  de  chacunmultipliè  par  tous  les  ûutres(*). 
D’où  l’on  déduira  d’abord  la  règle  suivante  pour  extraire 
la  racine  quarrée  binôme. 

149.  Règle.  i.°  Ordonnez  la  quantité  par  rapport  à une 
lettre  qui  soit  un  quarré  parfait  ; 2.0  extrayez  à la  façon  des 
monomes  la  racine  quarrée  du  premier  terme,  et  récrivez  à 
côté;  3.°  élevez  ce  premier  ternie  au  quarré,  et  soustrayez-le 
de  la  quantité  proposée;  4.0  divisez  le  premier  terme  de  ce 
reste  par  le  double  de  la  racine  trouvée , et  prenez  le  quotient 
pour  le  second  terme  cherché. 

représenter  , et  l’imaginaire  \/ — a et  la  quantité  réelle  — \/a.  La 
question  fixe  à laquelle  de  ces  deux. significations  il  faut  la  rap- 
porter dans  chaque  cas  particulier  : il' y aurait  errenr,  si  on  les 
confondait. 

3y  Quand— a'  représente  l’imaginaire  v/ — a,  son  quarré  est 
nécessairement  négatif,  sans  quoi  elle  ne  serait  pas  une  imaginaire 
du  second  degré;  ce  qui  est  contre  l’hypothèse.  Il  ne  faut  doac  pas 

1 a 

chercher  alors  le  quarré  en  multipliant  — a*  par — a";  ce  qui  dou- 
ucrait  + a ; ruais  en  opérant  sur  l’exposant  ; ce  qui  douue  ici 
i Xi 

— a ou — a. 

a_  - '•  » 1 

Au  contraire,  quand — a 1 représente  la  quantité  réelle—  ^a,  son 
quarré  est  nécessairement  positif,savoir-+-n.  Il  ne  peut  donc  se  trouver 
en  multipliant  l’exposant  i par  2 , ce  qui  donnerait  — a , mais  eninul- 

I_  » 

tipüant  — a a par  — a * qui  donne  4-  a. 

(*)ll  n’est  donc  pas  possible  que  le  double  produit  de  plusieurs 
nombres  multipliés  deux  à deux , surpasse  la  somme  de  leurs  quart  és. 
Car  si  a ab  > aa  4-  bb , le  quarré  aa — iab-\-bb  serait  négatif;  ce 
qui  répugne  (90)..  . , t f 
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1 5o.  On  demande  la  racine  quarrée  du  trinôme  n’  — 
aaô-H  ba.  Je  l’écris  d’abord  comme  on  le  voit  ici  (ex.  I.) 
ordonné  par  rapport  à la  lettre  a.  Ensuite  je  dis  : la 
racine  quarrée  de  a'  est  a,  que  j’écris  à côté  de  la  puis- 
sance en  les  séparant  ^par  un  trait.  J’élève  a au  quarré 
que  j’écris  sous  la  quantité  proposée  avec  le  signe  — 
pour  l’en  soustraire  , et  avoir  le  premier  reste.  Je 
double  le  premier  terme  a en  le  multipliant  par  z , 

j’écris  2 a sous  la  racine. 

Exemple  I.  pour  diviser  par  2 a le 


Quarré.. a* — 2.ab-+-b‘'ia — ^racine  premier  terme — 2 ai» du 

reste,  et  je  mets  le  quo- 

a‘ 2a b tient  — b à la  racine, 

I."reste.  — zab+b*  comme  devant  être  le  se- 

-t-  2 ab—b‘  cond  terme , si  la  quan- 

■ tité  proposée  est  le  quarré 

H.”*  reste d’un  binôme.  Pour  m’as- 

surer que  cela  est  ainsi , j’écris  encore  — b à côté  de  2a, 

et  je  multiplie  le  second  terme  trouvé  — b par  za b- 

j’en  porte  le  produit — 2 ab+b 3 avec  des  signes  contraires 
sous  le  premier  reste;  et  comme,  réduction  faite,  il  me 
vient  o,  j’en  conclus  que  la  racine  exacte  est  a — b. 

1S1.  Soit  encore  (ex.  II.)  la  quantité  a'-t-zab  + b'-t- 
z ac  -\-z  bc  + c'  dont  on  demande  la  racine  quarrée. 
L’ayant  d’abord  écrite  en  l’ordonnant  par  rapport  à la 
lettre  a,  je  dis  : la  racine  quarrée  de  a'  esta,  que  j’écris 
à côté,  et  le  double 2 a au  dessous.  Elevant  a au  quarré, 
et  le  soustrayant  , j’ai  pour  premier  reste  zab-k-  b' 
2ûc  + 2 ie  + c’. 

Je  divise  donc  le  premier  terme  de  ce  reste  par  2 a, 
et  j’en  écris  le  quotient  b à la  racine  et  au  dessous,  à 
côté  de  2 a.  Je  multiplie  b par  211+  b,  et  en  ayant  sous- 
trait le  produit  du  premier  reste,  j’ai  pour  second  reste 
2 oc  4-  z bc  + c*. 


Considérant  tout  ce  que  f ai  écrit  à la  racine  comme  un 
premier  terme , et  celui  que  je  cherche  comme  le  second , je 

double  la  racine,  et  j’écris  encore  par  dessous  aa  ■+ ■ z b. 


4 
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Je  divise  toute  la  partie  de  ce  second  reste  qui  n’est  pa* 
un  quarré,  c’est-à-dire,  zac-h  2 bc  par  2û+a  b,  ou  bien 
le  premier  terme  de  l’une  par  le  premier  terme  de  l'autre. 
J’écris  le  quotient  c à la  racine  et  à côté  «du  diviseur  qui 
devient  2a+2i  + c,  lequel  étant  jnultipliépare, je  porte 
ce  produit  sous  le  second  reste,  avec  des  signes  con- 
traires : comme  tout  se  réduit  à o,  j’en  conclus  que  la  ra- 
çine  juste  est  a + b+  c. 

Exemple  II. 


Quarré.  .a*  4-  2 ab  + 2 ac+  b‘  +2  bc-hc‘^a+b  + c racine. 
— a* 


lja  + 

! za- 


I."  reste. , . . . 2 ab  + 2 ac  + b'  + 2 bc  + c‘  2 a 4-  2 A 4-  e 
— 2 ab  — A* 


1 1. m e reste ...,.2 ac-+-  2Ac4-c* 

— 2 ac  — 2 Ac — c* 


o 

i52.  Pour  extraire  la  racine  des  polynômes  qui  sont  des 
puissances  plus  élevées,  il  faut,  ainsi  que  pour  le  quarré  , 
connaître  la  manière  dont  ces  puissances  sont  composées. 
Or,  si  l’on  examine  le  cube  de  «4-  b,  qui  est  a’  4-  5a'  b-h 
5 ab'  4-  A3,  on  verra  que  le  cube  cT un  binôme  est  composé 
du  cube  du  premier  terme  de  la  racine  ( a3);  du  triple  quarré 
du  premier  terme  multiplié  par  le  second  (3  a'  b);  du  triple 
quarrç  du  second , multiplié  par  le  premier  (3  b'  a),  et  du  cube 
' du  second  (b'.)  D'où f on  tire  la  règle  suivante  pour  l ex  trac- 
tion de  la  racine  cubique  binôme. 

x53.  Règle.  i.°  Ordonnez  la  quantité  par  rapport  à une 
lettre  qui  soit  un  cube  parfait  ; z.°  extrayez  à la  façon  des 
rnonomes  la  racine  cubique  du  premier  terme , et  T écrivez  à 
côté  comme  étant  le  premier  terme  de  la  racine;  3.®  élevez  ce 
premier  terme  au  cube,  et  f ayant  soustrait  de  la  quantité 
proposée  , écrivez  le  reste  au  dessous  ; 4.0  divisez  le  pre- 
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mier  renne  de  ce  reste  par  le  triple  quarré  du  premier  terme, 
de  la  racine  , et  prenez  le  quotient  pour  le  second  terme 
cherché. 

Cube. . . . a*  -4-  3 a'  b -I-  3 ab%  -4-  b3  "J  a 4-  b racine  cubique. 


I. *' reste. ...  3a*é-t-  3ab*-+-  b3 

• :>  i—  3ti’A—  3 ai*—  b* 

— — — — - ( 

II. m*  rester » o 

l t . • . ‘ 

Soit  la  quantité  a1 4- , dont  on  chercha 
la  racine  cubique.  L'ayant  ordonnée , comme  il  parait  ici , 
Je  dis  : la  racine  cubique  de  a’  est  a , que  j’écris  à côté. 
Prenant  son  cube  a3 , Je  le  porte  avec  un  signe  contraire 
sous  la  quantité  proposée  ; et  réduisant  ensuite  , j’ai 
pour  premier  reste  Za'b+Zab'+b3.  Puisque  le  premier 
terme  de  ce  reste  doit  contenir  le  triple  quarré  dn  pre- 
mier terme  de  la  racine  , multiplié  par  le  second , pour 
avoir  ce  second  , je  divise  le  premier  terme  de  ce  reste 
par  le  triple  quarré  de  a qui  est  3a’ , et  le  quotient 
est  b.  Pour  m’assurer  que  c’est  là  le  second  terme  , je 
prends  le  triple  quarré  du  premier  multiplié  par'  le  se- 
cond (5a2ô),  le  triple  quarré  du  second  multiplié  par 
le  premier  ( Zab1  ) , le  cube  du  second  ( b3  ) , et  je  les  porto 
avec!  des  signes  contraires  sous  le  premier  reste.  Comme 
tous  les  termes  se  détruisent,  je  conclus  que  a+b  est  la 
racine  exacte  de  la  quantité  proposée. 

t i 

i54  Scolïe  I.  i.*  Si  le  premier  terme  dp  la  quantité  pro* 
posée  a un  coèfficient  numérique,  on  en  extraira  la  ra- 
cine à la  façon  des  nombres,  comme  nous  l’enseignerons 
bientôt. 

a.0  Si  la  racine  cubique  doit  être  plus  que  binôme  > 
après  en  avoir  trouvé  les  deux  premiers  termes  par  la 
méthode  ci-dessus  ( i53),  on  cherchera  le  troisième  en 
considérant  les  deux  termes  trouvés  comme  un  premier 
terme,  et  celui  qu’on  cherche  comme  le  second. 
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5.®  On  doit  voir  aussi  qu’en  considérant  la  formation 
des  autres  puissances  du  binôme  ( i3a),  on  trouvera 
aisément  la  méthode  d’extraire  d’autres  espèces  de  ra- 
cines. 

i55.  Scolie  II.  i.®  Avant  de  quitter  cette  matière,  les 
corn  ntençauts  doivent  s’accoutumer.  i.*A  reconnaître  par 
la  seule  inspection  d’une  quantité , si  elle  est  une  puis- 
sance exacte  d un  binôme  , et  quel  est  son  degré.  ( On 
connaît  le  degré  par  les  exposants  des  différents  termes  , 
et  1 on  voit  par  leur  nombre  et  leur  form<b(  i3a)  ,si  la 
puissance  du  binôme  est  exacte  ).  2.®  A compléter  des 
quarrés  commencés  , ce  qui  se  fait  ( la  quantité  étant  or- 
donnée ) en  ajoutant  le  quatre  de  la  moitié  du  coefficient 
du  second  terme-,,  ainsi  x'-bzx  devient  x’+2r+i  ; a:‘+ 

ox'+x'  devient  x'+ax'-bx1  -+-  1 ^ . 3.°A  reconnaître, 

2 

sans  passer  par  la  méthode  de  l’extraction  , quelle  est  la 
racine  de  ces  quarrés  complétés.  Ainsi  on  est  assuré  que, 
dans  le  premier  exemple  elle  est  x-bi  , et  dans  le  se- 
cond x * 4-  — T. 

a 

2.“ On  remarquera  encore,  comme  une  propriété  géné- 
rale , que  si  on  multiplie  la  somme  de  deux  nombres  a-\-b , 
par  leur  différence  a — b , on  a pour  produit  la  différence 
de  leurs  quarrés  a 2 — b1  ; et  réciproquement,  si  une  ex- 
pression algébrique  contient  la  différence  de  deux  quar- 
rés a1-— i*,  on  est  assuré  qu’elle  résulte  de  la  somme 
des  deux  racines  a -b  b multipliée  par  la  différence  de  ces 
mêmes  racines  a — b.  Ce  qui,  dans  beaucoup  de  cas,  fait 
trouver  sans  opération  le  résultat  d’une  multiplication 
ou  d’une  division  proposée. 
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CHAPITRE  IV. 


. VJ  » • • «U  1 J ‘ 1 * 

De  F extraction  des  racines  des-  nombres. 


V.»  ' TV  W\  . v v\  rv-  - • » ’ • •••  L ^ 

i56.  Ljemme  I.  Par  quelques  caractères  qu'un  nombre  soit 
exprimé , il  n'en  peut  avoir  à son  quarrè  plus  que  le  double  ; 
à son  cube  plus  que  le  triple , etc.  de  façon  que  si  n désigne 
combien  ce  nombre  renferme  de  caractères  > sa  puissance  du 
degré  p n'en  peut  contenir  plus  que  pn  n'en  exprime. 

Dem.  Un  produit  né  ^eut  contenir  plus  de  caractères, 
qu’il  n’y  en  a en  sommé  dans  ses  facteurs  (24)*  Or  > 
racine  entre  deux  fois  comme  facteur  dans  le  quarté  , trois 
fois  dans  le  cube  , et  p fois  dans  la  pinssançé  du  degré  p ; 
donc  le  quarré  ne  peut  contenir  plis  que  le  double  des 
caractères  de  la  racine , le  cube  plus  que  le  triple,’  et  en 
général  la  puissance  p pju$  que.pn  n’en  exprime. 

i5j.  Go  r o ll.  Il  suit  delà  qù'un  nombre  étant  propose  , 
on  voit  tout  de  suite  combien  il  doit  avoir  de  caractères  à 
sa  racine  quelconque.  Pat  exemple,  un  nombre  exprimé 
par  un  ou  par  deux  caractères,  n’en  peut  avoir  qu’un’ à sa 
racine  quarrée  ; celui  qui  est  exprimé  par  trois  ou  par 
quatre  , en  aura  deux  ; celui  de  cinq  ou  de  six  , en  aura 
trois  à sa  racine , et  ainsi  des  autres.  De  façon  qu  en 
divisant  le  nombre  proposé  en  tranches  de  deux  caractères 
chacune , de  sorte  que  la  dernière  n'en  ait  qu  un , si  le 
nombre  des  caractères  est  impair , il  y aura  autant  de  ca- 
ractères à la  racine  quarrée  , qu'il  se  trouvera  de  ces 
tranches. 


1 58.  On  peut  raisonner  de  même  pour  la  racine  cubique. 
Ainsi  un  nombre  de  un,  deux  ou  trois  caractères,  n’en 
peut  avoir  qu’un  à la  racine  cubique  : celui  de  quatre, 
cinq  ou  six , n’en  peut  avoir  que  deux  : celui  de  sept , huit 
ou  neuf,  n’en  peut  avoir  que  trois,  etc.  Pour  trouver  I* 


usa 


r 
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nombre  de  caractères  qui  doivent  entrer  dans  la  racine 
cubique,  il  ne  s'agira  donc  que  de  partager  le  nombre  pro- 
posé en  tranches  de  trois  caractères  chacune , de  façon  que 
la  dernière- pourra  weh  avoir  tpi' un  ou  deux et  il  y aura 
autant  de  caractères  à la  racine , qu'il  se  formera  de  ces 
sortes  de  trancher. 


l'UV’-JV 


i5g.  Lemme  II.  Si  Ion  partage  un  nombre  composé  de 
'deux  caractères  {comme  ag)  en  deux  parties  { ‘70  dont 
l une  contienne  .les  dixaines  ei  l'autrc  les  unités,  et  qu'a  la 
façon  d'un  binôme  sqn  l'élève  an  quarrv , -on  observera  , 
.1.°  que  le  quanè  des  dixaines  formant  des  centaines , ne 
peut  se  trouver  dans  îles,  deux  derniers  caractères  ? 7.°  que 
le  dppblç  nrodpjt  dqs  dj^aùipsoqr^  laisse  une 

place-vers  la  droite),  3.°  que  le  quarte  (fes  ,u,nités  n'pp  laisse 
auegne. 

Ainsi,  29  ou  ao.-Hg,  eLçïé,  ay  quarre  a lajaçondu 
binôme  a -4-  h (148)  ^onqe  401/7*7  ^69.4- 8 1. qu’on  peut  ar- 
ranger ains; 


t-  f,: 
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Or,  quand  une  rpcine  qnafrrée  doit  avoir  deux  caraco 
tères,  le  premier  exprime  des  dixaines  par  rapport  au  se- 
cond. Il  ne  faut  donc  pas  chercher,  le  premier  caractère  de 
la  racine  dans1  les  deux  derniers  du  quarté;  ni  l&  double 
produit  du  pretnior  caractère  multiplié  par  le  second ; dans  le 
dernier  caractère  de  ce  même  quàrré.  . v-w 

• 160.  Ces  chbi'és' étant  bièü  conçues , il  sera  'aisé  d’ex- 
traire 1a  racine  quarrée  d’un'  nombre  quelconque.  Mais 
pour  cela  nous  supposons  que  chacun  sait  par  la  table 
suivante,  quels  sont  les  nombres  (qui  n’ont  qu’un  .carac- 
tère à leur  racine;  ensuite  nous  chercherons  les  racines  4 
deux  caractères , et  nous  ferons  voir  que  la  même  méthode 
peut  s’appliquer  à la  recherche  de  celles  qui  en  contiennent 
.un  nombre  quelconque.  , ts,s  - .'e  ■» 
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Racines  ...  — . . — - — , . — . » . ^ . ...  -j 

Quarrés ...  1 . 4 . 9 . 16 . 26 . 36 . 49 . 64 . 81 


Exemple.  I. 


Nombre  donné  .....  8*41 

- - 4 


f zn  racine. 

.149*  • • 


1 .■■■.}  4'4i"» 

- “ ’j-'  ■ 'V  l 

4 41  j 


0 


' r : 'm: 

» 1 . , I . \ 


? O 


Ayant  écrit  (exemple!)  le  nombre  841,  dont  on  de^ 
mande  la  racine  quarrtiie,,  jej  le  partagé  én  tranches  de 
deux  caractères  chacune  ^ commençant  par  la  droite  (*  V, 
de  façon  que  le  nombre  des.  caractères  étant  impair,  la 
dernière  tranche'  n'èô  contient  qu’un.  Ori  voit  d’aborà 
(i58Vqiie  ce  nombre  île  tranches  déterminé  le  nombre  de 

caractères  nu  il  y aura  a la  racine.  Ensuite  on  raison- 

. . 1 . t ■ : J.'  i . . 1 _■  . >;  t 


liera  ainsi. 


1.  Le  quarrë  dhi  premier  caractère  de  la  racine  ne 
pouvant  se  trouver  dans  la  dernière  tranche  (1 5p),  il 
faut  le  chercher  dans  la  première  qui  est  8.  Or,  le  plus  grand 
quarré  contenu  dans  8 est  4 , dont  la  racine  est  2.  J’écris  a 
à la  racine , et  je  suis  assuré  que  c'est  le  nombre  des  dixainets 
quelle  peut  avoir.  1 

2.0  J’élève  ce  premier  caractère  zH  son  quarré  qui  est 
4 , et  je  l’écris  sous  8 pour  l’en  soustraire.  La  différence 
est  4»  que  j’écris  encore  au  dessous. 

3.°  A côté  de  cette  différence  4 j’abaisse  la  tranche  sui- 
vante 41 ce  qui  forme  le  nonpbre  441 , sui;  lequel  je  *ai- 
sonne  ainsi  i.dans  ce  nom.bre  doit  être  contenu  le  double 
produit  du  nombre  ,d,es  draines  de  la  racine,  multiplié 

. ■*  ■ l ■■■■■*  .■-■■■ in  ■ ■ 1 ■■■■  .. .» 

(*)  Si  l'on  formait  ces  tranche*  de  gauche  à droite  de  cette  ma- 
nière 84, 1,  on  chercherai  tic  premier  caractère  de  la  racine  dana  un 
des  deyx  derniers  caractères  du  quarré,  ce  qui  serait  «b*urd«  Xlâ9^ 
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par  les  unités,  plus  le  quarré  de  ces  unités  : d’ailleurs , je 
sais  (i5g)  que  le  produit  du  double  des  dixaines  par  les 
unités,  ne  saurait  se  trouver  dans  le  dernier  caractère.  Il 
faut  donc,  pour  trouver  ces  unités  (29),  diviser  à part  les 
deux  premiers  caractères  44  > Par  double  du  nombre 
des  dixaines  écrit  à la  racine,  c’est-à-dire,  par  4>  et  il 
vient  pour  quotient  11. 

4-°  Il  est  clair  qu’on  ne  peut  écrire  à la  racine  1 1 , ni 
même  dans  aucun  cas,  plus  de  9;  (car  autrement  le  carac- 
tère précédent  n’exprimerait  point  juste  le  nombre  des 
dixaines  de  la  racine).  J’essaie  donc  9 , comme  étant  le 
nombre  à un  caractère  le  plus  approché  de  11. 

5.®  Enfin  pour  savoir  si  je  dois  écrire  9,  je  le  multiplie 
par  le  double  du  nombre  des  dixaines,  et  je  l’élève  à son 
'quarré  (ce  qui  se  fait  à la  fois  en  l’écrivant  et  à côté  et  au 
dessous  de  4,  pour  multiplier  49  par  9).  Portant  ensuite 
'Ce  produit  sous  441  pour  l’en  soustraire,  je  vois  qu’iln’y  a 
point  de  reste,  d’où  je  conclus  que  la  Jhcine  quarrée 
exacte  de  841  est  29. 


E X S M » 

i'i; 


161.  Quarré  *.  .28' 41’$$  1 5&5  racine 


f 

Premier  reste 3'4i 

J îoSCase  î. 

io63  Case  a. 

3oq 

{ L 

3 

Second  reste Sa,g4 

3i8g 


Dernier  reste io5 


On  propose  d’extraire  la  racine  quarrée  du  nombre 
084194  (ex.  II.)  sur  lequel  j’observe  , t.°  que  cette  racine 
devant  renfermer  trois  caractères' (t 67),  les  deux  premiers 
exprimeront  un  nombre  de  dixaines  , dont  le  quarré  ne 
peut  se  trouver  dans  la  dernière  tranche.  ( 15g).  C’est 
pourquoi  j’opère  d’abord  sur  les  quatre  premiers  carac- 
tères vers  la  gauche,  et  comme  leur  racine  doit  contenir 
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deux  caractères , je  l’extrais  ainsi  que  dans  l’exemple  pré- 
cèdent, auquel  il  suffit  de  renvoyer  pour  cette  partie  de 
l’opération. 

2.0  Ayant  trouvé  pour  le  nombre  des  dixaines  53,  aveo 
un  reste  32,  j’abaisse  k côté  de  ce  second  reste  la  tranche 
suivante  g4  , ce  qui  compose  le  nombre  32g4>  Ensuite 
pour  les  raisons  dites  ci-dessus  (3.°  de  160),  je  double  le 
nombre  53  écrit  à la  racine,  ce  qui  donne  106,  et  je  m’en 
sers  pour  diviser  à part  les  trois  premiers  caractères  du 
nombre  32g4«  Or  j’essaie  donc  si  3 doit  être  écrit  à 

la  racine.  . 

3.°  Pour  m’assurer  si  3 est  le  caractère  que  je  dois  écrire 
à la  racine,  je  l’écris  à côté  et  au  dessous  de  106  ( case  2) 
prenant  le  produit  de  io63  X 3 = 3i8g,  je  le  porte  sous 
le  nombre  32g4  pour  l’en  soustraire.  Comme  il  me  vient 
io5  pour  reste,  j’en  conclus  que  le  nombre  proposé  con- 
tient le  quarré  de  533,  plus  io5.  Pour  m’en  convaincre 
de  nouveau , j’élève  533  & son  quarré , et  le  soustrayant 
du  nombre  proposé,  je  trouve  pour  reste  io5.  Le  scolie 
suivant  va  nous  apprendre  que  ce  reste  n’est  pas  trop 
grand,  ou  bien  que  la  racine  ne  saurait  être  534. 

162.  Scolie.  Si  l'on  élève  au  quarré  deux  nombres  dont 
le  premier  surpasse  le  second  d'une  unité  seulement , le 
quarré  du  premier  surpassera  le  quarré  du  second  du  double 
de  ce  second  4-  1 . 

* ■*  V . 

D e m.  Soit  le  plus  petit  nombre  = a , le  plus  grand  sera 
a ■+■  1.  Donc  le  quarré  du  premier  scia  (C  , et  celui  du  se- 
cond a'  4.  2a  4-  1 ; leur  différence  est  donc  20  -+-  1 , ce  qui 
exprime  que  le  quarré  du  plus  grand  nombre  surpasse 
celui  du  plus  petit,  du  double  de  celui-ci  + 1. 

* i63.  Cor o ll.  Si  donc  après  l'extraction  de  la  racine 

quarrèe , il  vient  un  reste  plus  grand  que  le  double  de  ce  qu'on 
a écrit  à la  racine  , on  peut  augmenter  celle-ci  de  1 ; mais 
on  ne  le  peut  point  si  ce  reste  n'est  pas  plus  grand  que  le 
double  de  ce  qu’on  a écrit  à la  racine,  comme  dans  le 
dernier  exemple.  * - 

* / 
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164.  On  voit  bien  que  l’on  a la  racine  d’une  fraction  en 
extrayant  celle  du  numérateuret  <îu  dénominateur.  Ainsi 

v » « 9 > v a 5 j 

ï65.  On  ne  donnera  point  de  règles  pour  extraire  les 
racines  cubiques  qui  ne  doivent  renfermer  qu’un  carac- 
tère. Il  suffit  pour  cela  de  recourir  à la  table  suivante  , 
qui  contient  les  cubes  de  tous  les  nombres  exprimés  par 
un  seul  caractère.  " !1 


Cubes . . . x . 8 . 37 . 64  • 125 . 21 G . S43 . 5ia  . 72g. 

Racines.  ..,1 .2. 3 . 4 • 5 • 6 . 7 ‘ . 8 .9. 

166.  On  peut  faire  sur  les  cubes  numériques  les  ré- 
flexions suivantes , analogues  à celles  qu'on  a faites  sur 
lesquarrés,  et  les  démontrer  de  même...  j 

1 .°  Un  nombre  gîtant  donné , on  sait  combien  de  carac- 
tères il  aura  à sa  racine  cubique  ( i58  ). 

a."  Si  à la  façon  d’un  binôme  ( i5a  ),  on  élève  au  cube 
un  nombre  composé  de  deux  parties  ( 20-4- 5 ) dont  l une 
contient  des  tlixaines  et’ l’autre  des  unités;.  i.°  Le  cube 
des  dixaines  sera  au  rang  des  mille  , c’est-à-dire  , qu’il 
laissera  trois  places  après  lui  vers  la  droite.  n.°  Le  triple 
produit  du  quarré  des  dixaines  par  les  unités  en  laissera 
deux,  etc.  ( On  n’a  p'às  besoin  de  connaître  les  places 
qu’occupent  les  autres  parties  du  cube  bour  extraire  Ta. 
racine  cubique  ). 

Exemple. 


Nombre  donné.  ....  i5'683  1 2.5  racine.  . . ^ 

_8_  } — . . , , 

■ 7f683  ^ 13  Cas»  1.  ’>  • 

* . [ — — -i — ■ . : .‘i  ■ 1 ' 

58  . . . / ....  „ 

■ . v ....  .....  ■ • ’ 

>v  167.  On  propose  d’extraire  la  racine  cubique  du  nombre 
j 5683.  Je  le  partage  d’abord  en  tranches  de  trois  carac- 
tères allant  de  droite  à gauche,  de,  façon, que  la  dernière 
n’en  a ici  que  deux,  et  par  là  je  vois  que  la;racine  ne  peut 
avoir  que  deux  caractères  U 58)  ; ensuite  je  raisonne  ainsi  : 
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1.'  Le  plus  grand  cube  contenu  dans  i5  est  8,  dont  la 
racine  est  ?..  J’écris  2 à la  racine , et  ce  sera  le  nombre 
des  dixaines  ( 16G  ). 

3.0  J’élève  ce  nombre  2 au  cube  , qui  est  8 ; le  portant 
sous  la  première  tranche  i5,  je  l’en  soustrais  ; et  j’ai  pour 
reste  7,  à côté  duquel  j’abaisse  la  tranche  suivante  683  , 
ce  qui  compose  le  nombre  7680. 

3. °  Dans  ce  nombre  7683  doit  se  trouver  ( 162  ) le  triple 
quarré  du  nombre  des  dixaines  multiplié  par  les  unités  , 
plus  le  triple  quarrédesflnites,multipliéparles  dixaines, 
plus  le  cube  des  unités.  Mais  pour  découvrir  ces  unités' 
je  n’ai  besoin  que  delà  première  de  ces  trois  parties. 

4. "  Je  sais  que  le  triple  quarré  du  nombre  des  dixaines , 
multiplié  par  les  unités  , laisse  deux  places  après  lui  ( 166); 
je  le  cherche  donc  dans  les  deux  premiers  caractères  76 
du  nombre  7683.  Pour  trouver  ces  unités,  j’élève  2 à son 
quarré  qui  est  4 , et  son  triple  sera  i2(  Caze  1 ) dont  je 
me  sers  pour  diviser  76  ,-ee  qui  donne  6 pour  quotient. 

5. "  Il  ne  s’agit  plus  que  de  prendre  une  partie  conve- 
nable de  ce  quotient.  Mais  pour  la  trouver  , le  moyen  le 
plus  simple  est  de  supposer  d'abord  6 à la  racine  et  de 
voir  si  26  élevé  au  cube  peut  être  soustrait  du  nombre 
proposé.  Or  , il  ne  le  peut  pas  , puisque  ( 26  )’  = 17576. 

J’y  suppose  donc  5,  et  je  vois  si  (2 5)’  peut  être  soustrait 
du  nombre  proposé  ; je  trouve  qu’il  le  peut,  puisque (25)’ 
= i56z5 , et  qu’il  vient  pour  reste  58  , d’où  je  conclus  que 
i5683  n’est  pas  un  cube  parfait , mais  que  le  plus  grand 
cube  qu’il  contient  est  celui  de  25. 

168.  On  voit  assez  que  si  la  racine  devait  contenir 
d’autres  caractères,  on  les  trouverait  en  abaissant  à côté 
du  dernier  reste  la  tranche  suivante  , et  considérant  ce 
qu’on  a écrit  à la  racine  comme  un  nombre  de  dixaines 
avec  lequel  on  répéterait  les  mêmes  opérations  que  nous 
venons  de  faire. 
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CHAPITRE  V. 

Ou  l'on  expose  différentes  méthodes  et approximation. 

169.  Lkmme.  Si  un  nombre  contient  des  décimales , son 
quarrè  en  contiendra  le  double  , son  cube  le  triple , etc. 

Démonstration.  Ce  nombre  en4re  deux  fois  comme  fac- 
teur, pour  former  le  quarré  , trois  fois  pour  former  le 
cube.  Donc  (66)  etc. 

170.  Coroll,  Il  suit  de  là  que  pour  avoir  un  certain 
nombre  de  décimales  à une  racine  , il  faut  en  ajouter  le 
double  à son  quarré , le  triple  à son  cube,  etc. 

171.  Problème  I.  On  demande  un  nombre  si  approché 
de  la  racine  quarrée  de  284194  > 3U  il  tien  soit  pas  éloigné 
de  -J—. 

1 • • 

Sol.  J’observe  d'abord  que  tout  se  réduit  à faire  entrer 
deux  décimales  dans  la  racine,  puisque  l'erreur  ne  sau- 
rait être  alors  de  ~ (63  ).  Pour  y parvenir,  j’écris  d’abord 
deux  o à la  suite  du  reste  io5  déjà  trouvé  ( i6x  ),  et  j’ai  le 
nombre  io5oo,  sur  lequel  opérant  à l’ordinaire,  je  trouve 
o pour  première  décimale  de  la  racine.  Mettant  ensuite 
deux  autres  o à la  suite  de  1 o5oo  , j’ai  io5oooo  qui  donne 
9 à la  racine,  avec  go5ig  pour  reste.  Ainsi  553,og  est 
la  racine  quarrée  si  approchée  de  284194  » qu’elle  ne 
s’éloigne  pas  de  ~ de  la  véritable. 

Exe  m ple. 

Nombre  proposé 284194  f 533, 09  racine. 


îoSoo'oo  ( 10G609 

95948i  } 9 

Reste  ....  goSig 
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172.  On  voit  aisément  que  , pour  approcher  d'une  ra- 

cine cubique,  il  faudrait  écrire  trois  o après  chaque  reste  ;• 
et  qu’en  général  quelle  que  soit  la  racine  indéterminable 
dont  il  s’agira  , on  en  peut  approcher  de  telle  sorte  que 
la  distance  à sa  vraie  valeur  pourra  être  rendue  plus  petite 
qu’un  nombre  assignable  quelconque . t 

173.  Problème  II.  Trouver  la  racine  quarrée  appro- 
chée de  a*  — x*. 

S ot.  Prenez  pour  premier  terme  le  plus  grand  des  deux, 
par  exemple  a’  , et  élevez  a*— x1  à la  puissance  7 par  la 
méthode  ci-dessus  (i38).  La  racine  sera  d'autant  plus  ap- 
prochée que  a sera  plus  grand  par  rapport  à x ; et  que  la 
série  présentant  la  puissance  7 renfermera  plus  de  termes. 

Je  forme  donc  la  suite  A que  je  réduis  à A'.  Ensuite  ob- 
servant qu’ici  le  second  terme  divisé  parle  premier  donne 

, je  trouve  la  suite  B,  qui  se  réduit  il  B'. 


(A) .l, 

(AO-  7, 

(B) ,  o ( 
(B')a- 


1-1  i.a  1-3  ç-4 

a ' à ’ 4 * 5 

1’  3 5 7 

4*  6 ’ 8 ’ 10 1 

^ x*  æ*  a.-*  Sx*  35  x" 

a a*  Bu*  i6«*  ia8«®  îaSoa1* 

.t*  x*  a*  5 x* 

2 a1  8 a3  16a1  128a’ 


•) 


Cette  dernière  expression  peut  encore  servir  k trouver 
la  racine  approchée  d’un  nombre.  Car  si  l’on  demandé 
la  racine  quarrée  de  16,  on  peut  faire  x5  = 16  — i — a* 

— x* • Donc  / 1 5 — 4 t 7T7  rrrrr  . . . . 

174*  Paoblème  III.  On  demande  la  valeur  aussi  ap~ 

<1*  v. 

prochée  qu'on  voudra  de  cette fraction  — -. 

Sol.  Faites  disparaître  lenumérateur(i28)en  donnant 
cette  forme  a’  ( o*  — x‘  ; et  ayant  trouvé  la  puissance 
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96 

— 1 de  a’  — x 
cette  puissance  a été  trouvée  (14*) 


Donc 


I X* 

a*4 

X6 

a* 

—7 

-+-  - g -+- 

— 

u*  U* 

a6 

a 8 

a ° 

fl* 

«T* 

x ♦ x* 

x* 

«*  —X*  ~ 

H — . -4- 

a* 

1 — j — t— 

a>  a6 

â* 

ijS.  Problème  IV.  On  demande  une  suite  infinie 

O ® 

qui  représente  la  valeur  de  la  fraction  — 

Sol.  J’opère  ici  comme  dans  l’exemple  précédent, 
c’est-à-dire  ( 128  ) , que  je  fais  disparaître  la  fraction  en 
écrivant  à sa  place  (a1  — a:’  ) ( a3  — x-  ) Je  n’ai  donc 
qu’à  multiplier  par  a’  — x’  la  suite  que  j’ai  eue  pour  ex- 
primer la  puissance — 1 de  a’  — x'.  Or,  faisant  cette 
multiplication  , et  s’arrêtant  à la  sixième  puissance  de  x, 
on  trouve  1 , ainsi  qu’on  le  trouverait  par  la  division  or- 
dinaire. Voici  le  détail  de  ce  calcul. 


X*  X*  Xe 


176.  Observations.  i.°  Si  l’on  suppose  dans  ces 
exemples  que  a — x,  on  peut,  dans  le  troisième  pro- 
blème , écrire  a pour  x , et  l’on  a;=i+i  + i + i+... 
c’est-à-dire,  que  doit  donner  un  quotient  plus  grand  que 
tout  nombre  assignable. 

2.0  Si  l’on  suppose  également  dans  le  quatrième  pro- 
blème a = x,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la 
fraction  se  réduisent  à o,  et  l’on  g;  = i. 

Nous  pouvons  donc  remarquer  déjà  des  quantités  les 
unes  plus  grandes,  les  autres  plus  petites  (172)  que  toute 
quantité  assignable, 

CHAPITRE 
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CHAPITRE  VI. 


Du  calcul  des  Radicaux. 


177.  On  appelle  quantités  radicales  ou  radicaux  toutes'' 
celles  qui  sont  affectées  du  signe  l/.  Si  elles  sont  telles 
que  la  quantité  sous  le  signe  soit  une  puissance  exacte 
du  degre  du  radical,  elle  sont  appelées  commensura- 
bles  : si  Ion  ne  peut  qu’approcher  de  la  racine  indi- 
quée, sans  jamais  la  trouver  exactement,  on  les  nomme 
incommensurables  : et  si  l’extraction  de  la  racine  est  im- 
praticable, comme  il  arrive  dans  les  racines  paires  des 
quantités  négatives,  elles  sont  appelées  imaginaires  ou 
impossibles . 


Ainsi  1/64  est  une  quantité  commensurable  > 1/3  ÿe 
sont  des  incommensurables j J/—  2,  I/— 6 sont  des'i ma- 
gma,res  , sur  lesquelles  on  remarquera  que  l’extraction 
de  la  racine  ne  peut  s exécuter,  et  que  d’ailleurs,  si  elle  le 
pouvait , le  résultat  en  serait  inconcevable  , puisou’il  ne 
pourrait  etre  ni  positif,  ni  négatif,  ni  zéro  (89  ) 

178.  Le  Mme.  On  ne  change  point  la  valeur  d'un  ra- 
dical en  multipliant  ou  divisant  son  exposant  par  le  même 
nombre  qui  multiplie  ou  qui  divise  l'exposant  des  quan- 
tités qui  sont  sous  le  signe. 

• 6.  j,(S  < 1 g 

Ainsi  ,V  a*  =z  y/  a‘-*  = </  a?  — y/  a’  ( *). 

179.  Pro  b l em  e.  I.  Réduire  plusieurs  radicaux  au  même 
exposant , sans  changer  leur  valeur. 

Sot.  1.°  Prenez  le  produit  de  tous  les  exposants  , et  ce 


( * ) II  est  évident  qu’en  opérant  ainsi  on  fait  subir  à la  Quantité 

srr  • d"“ 

Algèbre. 
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sera  l’exposant  commun.  z.°  Elevez  chaque  quantité  à la 
puissance  désignée  par  les  exposants  des  autres  radicaux. 

By  t / *<■ / nf  / 

Ainsi  V am  , V b*  , deviennent  V am‘  , V bin  ( il  est 
évident  ( 178  ) que  la  valeur  des  radicaux  n’a  pas  changé  , 
quoiqu’ils  ayent  été  réduits  au  même  exposant  ). 

Quelquefois , sans  toucher  à l’exposant  d’un  des  radi- 
caux, on  ramène  l*autre  à sa  valeur.  Ainsi  pour  réduire 

au  même  exposant  Va',  Va*,  je  me  contente  de  rame- 
ner le  dernier  à \/ a'  , en  divisant  par  2 l’exposant  du  ra- 
dical et  celui  de  la  quantité. 

180.  ProblèmeII.  Donner  un  coèfficient  à un  radical , 
sans  changer  sa  valeur. 


Sol.  Divisez  la  quantité  qui  est  sous  le  signe  par  ce 
coèfficient  élevé  à la  puissance  que  désigne  l’exposant  du 
radical. 

•V' 

Ainsi  y/  b * ayant  2 a pour  coèfficient  , devient 

2 (il  est  clair  que  par  là  \/ b*  ne  change  pas  do 
valeur  , puisqu’on  l’a  multipliée  et  divisée  par  2 a). 

181.  Problème  III.  Oter  le  coèfficient  à un  radical, 
sans  changer  sa  valeur. 

‘ Sol.  Faites  passer  ce  coèfficient,  comme  facteur, 
sous  le  radical , en  l’élevant  à la  puissance  désignée  par 
l’exposant  du  radical. 

Ainsi  aV  è devient  V a”b;^\/^  devientv/  16X2,  ou  n/32. 


182.  Problème  IV.  Multiplier  des  radicaux. 

Sol.  1 Si  un  des  facteurs  n’est  pas  radical  , faites-en 

le  coèfficient  de  l’autre.  Ainsi  v'  as  X zb—zb  i/0‘ 

1/8  X 4 = 41/8. 

z.°  Si  les  deux  facteurs  sont  radicaux  , réduisez-les 
d’abord.au  même  exposant  ( 179):  multipliez  ensuite  les 
quantités  qui  sont  sous  le  signe,  et  donnez  au  produit  le 
radical  commun. 
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Ainsi  v'  o*  X >/  4»  ==  \/  o*  X \/  V>  = \/  a*  b» 

1/4X  i/ü=v/8.  „ 

Dém.  Il  faut  démontrer  que  y a”  X V bd  — y a™  b**  , 

,f.  ■£.  dn~  m_ 

ce  qui  doit  être  ainsi;  car  y ame  bdn  = . b*'  =z  an 

L v v 
X b‘  — y am  X V b*. 

Exemples. 


Facteurs  ^ 

j* — 1 — 1/  — 3 
[x  — 1 + 1/  — 3 

„ \ 
Facteurs  i 

1 

| 1 4-  v/— 3 
[ 1 — 1/ — 3 

Produit. 

x * — 2x4-4 

Produit 

4 

Facteurs  j 

| x 4-  v/  — a 
[ x — 1/  — a 

1 

Facteurs  < 

1 

[r+  1/ — a 
' x — a 

Produit 

x*  4-  a 

Produit 

x3 — ax’-haæ — a* 

183.  Ces  exemples  démontrent , que  la  multiplication 
des  quantités  radicales  fait  souvent  disparaître  le  radical; 
et  qu’ainsi  une  quantité  rationnelle  peut  avoir  des  incom- 
mensurables et  même  des  imaginaires  parmi  ses  facteurs. 

184.  Conou.  On  conclura  de  là  , que  toute  quantité 
radicale  peut  être  regardée  comme  le  produit  de  deux  ou 
de  plusieurs  radicaux  qui  ont  même  exposant.  Ainsi  pour 
| / a?b  on  peutécrire  l/as.  1 /b  , ou  yXa1  X y'ab  ; de  même 
pour  v'  — ab  on  peut  écrire  — u.  y'b  , ou  bien  y'ab 
XV'  — 1. 

185.  D'où  il  s’ensuit  que  l'on  a la  racinp  d'un  produit  en 
prenant  les  racines  de  ses  facteurs  et  les  multipliant  les  unes 
par  les  autres.  Ainsi  v/'a,ù*=  i/a*.  yb'  — ab\  ^4.  g.  iG 

— - — 2.  o.  4. 24. 

. S’il  arrive  donc  que  les  racines  de  quelques  facteurs 
soient  exactes  , on  écrira  leur  produit  en  forme  de  ooèffi- 
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rient  devant  le  produit  des  autres  racines.  Ainsi  \Y aJb  , de- 
vient y/o3  x y/ b\  ouaf/ b;l/  a'  -h  a’b  = i/o*  X j /î~+~b 
= a\/  b ; 1/27=  t/g  X 1/3=3  1/3. 


186.  Rem  arq  ü e.  Cette  opération  apprend  à simpliGer 
un  radical , ou  bien  à faire  passer  hors  du  signe  , une 
quantité  qui  est  sous  le  signe  ; ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
que  dans  les  cas  où  la  quantité  qui  est  sous  le  signe  a pour 

facteur  une  puissance  du  même  degré  que  le  radical. 

1 87.  Problème  V.  Diviser  des  radicaux. 


Solution.  1.®  Si  le  dividende  ou  le  diviseur  ne  sont 
point  radicaux,  opérez  à l’ordinaire.  Pour  diviser  a par 

V b , écrirez  ; pour  diviser  \/ b par  a,  écrivez— y/'ù. 

Vb  ' a 


a.°  Si  l’un  et  l’autre  sont  des  radicaux,  reduisez-les  d’a- 
bord au  même  exposant , divisez  ensuite  les  quantités  à 
l’ordinaire,  et  donnez  au  quotient  le  radical  commun. 

^ Or 

Ainsi,  en  divisant  V a,'  par  t/a,  on  a Y-  — y/ a;  en 

a* 

3 ^ * 

divisant  3 pary/^  2,  on  a 

......  y/  8 

Démonst.  Il  faut  démontrer  qu’en  général  \/  a”  di- 
visé par  }/  ¥ donne  ^ . Or,  cela  est  ainsi.  Car 

nt  _ — _ ■ SI  — » / 

■ / amc  a '*•  a * V a m 

Aoa  nrf  d e.  • 

t“  * y/*' 


. I 


188.  L’a  d di ti o n et  la  soustraction  des  radicaux  se 
font  suivant  les  règles  ordinaires.  Il  faut  seulement, dans 
la  soustraction  , observer  de  ne  point  changer  les  signes 
de  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  soustrait,  mais  seu» 
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ïement  le  signe  qui  le  précède.  Poursoustraire  \/ a ’ — 206 
de  Vaa — 2 b,  j’écrirai  \Zaa — aà  — -y/ a'  — u.ab.  . 

4 

189.  Pr  o b l è m e.  V I.  Elever  un  radicalà  ses  puissances. 
Sot  ut  ion.  Sans  changer  l’exposant  du  radical,  éle- 
vez les  quantités  qui  sont  avant  et  après  le  signe  à la  puis- 
sance demandée. 

, J •’  » V “ • J 


Dém.  Il  est  évident  que  ( d>/ amy  =.d?  Xû  n±=zdr  \/ amf  .' 

190.  Corollaire.  Quand  la  puissance  demandée  est  du 
même  degré  que  la  racine , il  suffit  doter  le  signe  radicah, 
Ainsi  ( l /a}  )’  =a};  \/  — a)‘  ouV  — a X 1/- — a= — a.  (*} 

19».  Il  suit  de  là,  que,  si  l’on  multiplie  ds.ux^flginaires 
du  second  cfègré  qui  ayent  la  même  quantité  sous  le  signe 
radical  comme  ± 1/ — a X ±:  1/  — a , leur  produit  lsera  né- 
gatif, si  elles  sont  précédées  du  même  signe  y et  positif  > si 
elles  sont  précédées  de  signes  différents.  Ainsi  4- 1/ — a 
X 4- 1/ — <a  = 4-  ( V — a )’  — o)=n — a.  De  même 

— l/  — aX  — 1/  — a = 4-,  ( 1/  — a )*=-+-(  — a) 

Mais  4-  1/  — a X — 1/  — a ou  : — \/  — aX  4-  t/  — a 

= — ( l/ — «)*  = — ( — a ) = 4-  a. 

, On  pourrait  encore  le  prouver,  en  disant  que  4-1/ — o 


(*)T>etnanderquel  est  le  quarrc  de  \/—  a , c’est  faire  une  question 
qui  porte  aveo  elle  sa  réponse;  car  ce  serait  renverser  l'hypothèse 
et  admettre  une  contradiction  .dans  les  termes  , d'assigner  pour 
quarre*  de  la  racine  quarrée  de  — a toute  autre  quantité  que  -~a . 

Et  si  l'on  objectait  que,  d’après  le  n.®  18a,  (p/— -zi)’  —\/  — « 
X V — ±a,  et  ndn  pas  — a seulement,  on  rc'pondrait 
que  ce  n’est  qu'en  thèse  generale  , et  lorsque  rien  ne  détermine  ilu1 
vient  de  4-  a X 4-  « , ou  de  — a X — a,  qu'op  peut  dire  que 
V aazzdta.  Mais  dans  le  cas  présent,  l'alternative  de4-ur  ou  do 
—a  n’e  pas  lieu  peur  V aa , parce  que,  d’après  l'hvpotbèse,  a * vient 
ici  de  — a X — a.  II  n'y  .a  doue  nulle  contradiction  dans  le* 
règles.  ■ ' A v ::  * - 


; (6  1/ 2) *==  36 ,\/  4 = 7a. 

— 1 »i  i % ' y i 


Exemples,  (a/û4)  *=^4  V^< 
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X + 1/ — a = (-M  X 1/ — a ) ( 4-  1 X V — o ) =r  (4-1 
X-4-i  )(  — a )’-  = î X — a=z  — a.  On  dirait  de  même 

que  ■¥  Ve  — a X — l/  — a = ( 4-  î X — î ) ( i/  — a )* — 

- 1 X — atx.  -4-  a.  ' ' ' ' 

- ig2.  Remarque.  Rien  n’empêche  de  concevoir  la  double 
puissance  d’ujr  radical , par  exemple , la  puissance  m de 

( 1/  — b y , ce  qui  s’écrira  ainsi  : ( ( l/— A)’).0r(i8g), 

(1/  — b )’■'  vaut  | / — b’' . Donc  l’expression  précédente 
deviendrai/  tt-  )”  , ou  b^n  V — bnm. 

. Si  n — z,  (t/— b)"  devient  — b.  Donc  alors  ((  i/—  6)’) 

devient  — bm  'laquelle  expression  est  réelle  toutes  les  fois 
que  m est  un  nombre  entier. 

, , , , i 

ig3.  Problème  VII.  Extraire  les  racines  des  radicaux . 

• : ciC'i  • • • 

. Sol.  .i.®  Si  lu  radical  a un  coefficient , prenez,  s’il  se 
peut , sa  racine  ; ou  bien  faites-le  passer  sous  le  radical 

( l8l).  ; . ‘ , ’ " 

2.°  Si  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  proposé  a une 

racine  exacte , extrayez-la  à l'ordinaire.  Ainsi  (y/8)  = 

1/2.  . . . ! 

5.°  Si  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  proposé  ne 
donne  pas  de  racine  exacte,  multipliez  l’exposant  de  ce 
radical , par  celui  de  la  racine  demandée , et  sans  toucher 
au  resteTie  prodnit  seraTexposanfde  la  racine  cherchée» 

Ainsi  K/l  Y1 * Y a%  ïM.  C A/ta)=?V  T2. 

- . < . . . . ■ _ >)•*  • • 1 M P ' * 

Dem.  Il  suffit, de  démontrer  qu’en  général  V ( Va*  ) 

z=Vam.  Or,  cela  est  ainsi  ; puisque  ya m px»"’- xx, 

-/  •’  u" 

Va'  = V ( Va”  ). 

:/ • ’ *.*il»*  . »,*  * **.*  4 */  ' 

ig4-  On  conclura  de  là.,  que  v « =■  V ( V <*  ) = 
/(/(/«>)  ; et  qu’en  général  ou  //eu  </'un  ngne  radi~ 
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cal  , on  en  peut  mettre  plusieurs  les  uns  sur  les  autres  , 
pourvu  que  leurs  exposants  soient  les  facteurs  de  t'expo - 

^ ■ ■ ■■  ■■ 

sant  du  premier  radical.  Ainsi  \/  16  — \/  \f 16  ; \f 8 


CHAPITRE  VII. 

. . i • • » • . ■■ 

* . * 4 

De  quelques  propriétés  des  imaginaires  , et  de  leur 
t réduction  à la  forme  m ± n j/ — i . 

xg5.  Une  quantité  radicale  ne  peut  être  imaginaire , 
qu’autant  que  l’exposant  du  radical  est  un  nombre  pair  , 
et  que  la  somme  des  quantités  qui  sont  sous  le  signe  est 
négative.  Cette  somme  peut  donc  être  représentée  par 
— b ; et  comme  (86  ) tout  nombre  pair  résulte  du  pro- 
duit d’un  nombre  impair,  par  quelque  puissance  du. 
nombre  2 ; appelant  ce  nombre  impair  quelconque  r% 
je  pourrai  prendre  pour  exposant  d’un  radical  imaginaire 

r.A 

quelconque  , le  nom  b r.  a?  . De  sorte  que  ±:  y — b ex- 
primera une  racine  paire  quelconque  d’une  quantité  néga- 
tive. S’il  y a quelque  quantité  réelle  qui  précède  l’imagi- 
naire , je  pourrai  la  désigner  par  ± a , et  j’aurai  ± a 
rA  •*  • i , 

± 1/  — b qui  sera  en  partie  réelle  et  en  partie  imaginaire> 

rit.  r.2f  rat. 

Or  , ± |/  b = ±:  b'  b y.  y — • 1 ( 184  ).  Dé- 

r.sA  r- 

signant  donc  la  quantité  réelle  ± y -+-  b par  ± n , 
je  pourrai  changer  tout  radical  imaginaire  en  celui-ci 

r-3> 

± n y — 1. 

ig6.  Théorème  I.  Toute  racine  paire  d’une  quantité  néga- 
tive peut  être  ramenée  à une  autre  racine  dont  l'exposant  ést 
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un  des  nombres,  a,  4 > 8 , 16,  etc.  qui  sont  les  puissttnces 

rit/ 

successives  de  2;  ou  bien  y — b peut  toujours  prendre  cette 

i . 

forme  y — n. 

Démonst.  r étant  un  nombre  impair,  \/  — b représen- 
tera toujours  une  quantité  réelle  et  négative  (i45),  que  je 
peux  désigner  par  — n.  Je  puis  donc,  sans  changer  la 

• j r * • » • ' 

forme  imaginaire,  à la  place  de 

-aî> 

ou  bien  pn  — n.  Donc,  /etc. 

*/  ; • . • ® y n 1 V.  • • • 

Ainsi  v — n’— W/(v  -r-d')  — 

= t/ — a...  \/—  az=\/ ( \/— <*)...  — a—\/ (\/ — a)... 

V/  — a:=.V/(V/  — a). 

’ ’ V ■ i * * * " 1 / 

îgy. Théorème.  II.  Toutes  les  puissances  paires  d'une  ima- 
ginaire motwme  du  second  degré  sont  des  quantités  réelles; 
et  toutes  ses  puissances  impaires  sont  des  imaginaires  de  la 
même  forme. 

.,!w:  ’ # 

Démonst.  i.°  Si  t est  supposé  nombre  entier,  2 t expri- 
mera un  nombre  pair  quelconque  : d’ailleurs  v/ — b re- 
présente toute  imaginaire  monome  du  second  degré.  Or 

( v' — ljjv  peut  prendre  cette  forme  ( ( 1/  — b)'  ) dans  la- 
quelle (lX — b)'  vaut  — b;  et  (1/ — è)*'devient  — b quan- 
tité évidemment  réelle. 

a.®  Tout  nombre  impair  peut  être  représenté  par  ai+i. 
Or(i84)(l/ — b)3/~ peut  prendre  la  forme  (VX — />)*' 
X'(\X— b)',  oü  bien,  d’après  ce  qui  vient  d’étre  dit,  celle- 
ci — b‘  ~)(.\/—b,  qui  devient  encore  (184) — t>‘  X±i /b 
X ± lX — i.  Si  donc  je  désigne  par  ±sn  le  produit  des 
deux  facteurs  réels  — b'  et  ±:  l / b , j’aurai  — n lX — i 
pqur  l’expression  de  toute  puissance  impaire  d’une  ima- 
ginaire monome  du  second  degré.  „ ••  ,v 


— b écrire  VW-é) 


10/ 

tX  — a.  De  même  v — a* 
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198.  Scolie.  On  doit  remarquer  ici  que  ±:  ni/ — t 

élevé  à ses  puissances  paires  successives  2,4, 6 ,8,  etc.  de- 
vient — n%  -4-  n *,  — n®,  -4-  n *,  etc.  Quel  que  soit  le  signe 
qui  précède  le  radical.  Mais  + n/  — 1 élevé  à ses  puis- 
sances impaires  1,  3,  5,  7,  etc.  devient  -4-  « 1/  — 1,  — n1 
1/  — 1,  + n’  1/ — 1 , — n7  1/  — 1 , etc:  Tandis  que 
— ni/ — 1 élevé  à ces  mêmes  puissances  impaires  , de<* 
vient — n 1/ — 1,  -t-  n3  1/ — 1 , — n*  1/ — 1 , -4-  ri’v' — 1,  etc. 
De  sorte  que  si  dans  un  même  calcul  on  avait  à prendre 
la  somme  de  toutes  les  puissances  impaires  de  -4 - n 1/ — 1, 
et  de  — ni/ — 1 , ou  seules,  ou  multipliées  par  les  mêmes 
quantités  , on  serait  assuré  que  cette  somme  se  réduis 
rait  à zéro.  * . ! » 

199.  Théorème  III.  La  somme  d'un  nombre  quelconque 
d imaginaires  manomes  du  second  degrc  peut  être  représentée , 
par  cette  seule  imaginaire  ±n  /~i. 

• , ' * ) 0 • > _.l 

DÉ  M.  ±\ /—a  ±l/—  £±l/  — c±  etc . —±y/a±V'  b ±l/c,  ± etc., 
X 1/  — 1.  Or,  le  coefficient  de  1/ — 1 étant  une  quantité 
réelle,  je  peux  le  supposer ± n , et  j’aùrai  pour  expr«&sîôn 
de  cette  somme,  ±ni/-i,  - - \ 

200.  Remarques.  I.  Il  peut  arriver  que  les  imaginaires 
formant  des  termes  semblables,  leur  somme  se  révise  à 
téro , et  alors  n sera  zéro. 

, % *,  , . t .+• 

II.  S’il  arrive  qu’on  ait  des  quantités,  en  partie  réelles, 
et  en  partie  imaginaires,  on  pourra  exprimer  la  somme  des^ 
réelles  par  ±:  m,  et  celles  des  imaginaires  par  ±:  n V/ — A», 
de  sorte  que  ± m ± n 1/  — . 1 peut  représenter  la  somme, 
d'un  nombre  quelconque  d'imaginaires  du  second  degré , en, 
observant  de  faire  m = o,  s'il  n'y  a point  de  terme  réel,  et 
n '=■  o , si  les  imdgihaircs  se  détruisent.  * * *• 

201 . Théorème  IV.  Quelle  que  soit  la  puissance  réelle  p,  a 
laquelle  on  élève  une  imaginaire  de  la  forme  a.±  1/ — b,  elle 
gardera  toujours  la  même  forme. 

< j»  *•  1 i,  * .***,*  * ' 1,  . ’ - — • . ' •'* 

Démonst.  En  observant  de  prendre  a pour  le  pneminr. 
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terme , on  aura  Ça  rfc  v/  — b)p  = a?  - f-  paT-'  ( ±:  y/ — h)* 


p.p-i 


a^'(  ± l / — b)'  -f- 


PP-i.p* 

2.3 


o^3  ( ± 1/ 


b)> 


Q J 

4-  ^ ^rI  f — - — (±  i/ — b)*  -+-  etc.  De  sorte  que  t /—b 

a.  3. 4 . ' ’ 

sera  élevée  à toutes  ses- puissances  successives  î j 3,  3, 

4,  etc.  Ainsi  les  termes  où  cet  exposant  sera  pair  seront 

des  quantités  réelles-,  et  ceux  où  il  sera  impair  seront  des 

imaginaires  de  la  forme  l/—  Z>(ig8).  On  pourra  donc 

exprimer  la  somme  des  termes  réels  par  ± m , et  celle  des 

imaginaires  par  ±:n  — î.  Il  faut  donc  que  la  puissance 

prenne  la  forme  m ± n 1/  — i , qui  est  la  même  que  celle 

de  la  racine. 


202.  Corollaire.  Il  suit  de-là  qu'une  racine  quelconque 
d'une  imaginaire  de  la  forme  a±  i/ — b doit  garder  la 

, f ± _< 

même  forme,  puisque  V a — V'  — b — a±  l/ — b $ , qui 
doit  se  représenter  sous  la  même  forme  (201  ). 

. j.  - • ' I 1 

2o5,  ^.marques.  On  observera,  i.°  que  dans  la  puis- 
sance p il  n’y  a que  les  termes  de  rang  pair  qui  restent 
imaginaires  , parce  que  dans  ceux-là  seulement  le  facteur 
\/  ^~  b est  élevé  à des  puissances  impaires. 

2.0  Que  la  somme  de  deux  quantités  de  cette  forme 
(a -b  b 1/ — 1 )'  et  Ça  — b V' • — 1 )r  ne  contiendra  aucun 
terme  imaginaire,  parce  que  les  termes  de  rang  pair  se- 
ront semblables  dans  les  deux  suites  et  auront  des  signes 
oontraires,  puisque  tout  le  reste  étant  égal , uhe  racine 
Contient  -f-  b 1/ — 1,  et  l’autre  — b \/ — 1 • Ainsi  les  ternies 

imaginaires  se  détruiront  et  la  somme  sera  réelle. 

>„  y.  -•  y.  , v.  . t.  ’>  lil  ■■  1 '■  .i \ 

264.  Problème.  On  demande  à quelles  conditions  on  peut, 

réduire  \/  — a à Informe  m ± n / t-  i. 

Soiüuos.  Supposons  que  cela  soit  fait  et  que  noua 

ayons  \/  — a — m±nV'  — 1 ; en  élevant  à la  quatrième 
puissance  , on  aura  -r—aeznd  44  m1  i — 6 m* 
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4mn’  1/ — 1 + n*.  Or,  le  premier  membre  étant  une 
quantité  réelle , il  faut  que  le  second  le  soit  , ét  qu  ainsi 
les  termes  imaginaires  se  détruisent.  La  première  condi- 
tion sera  donc  que  4 m5nl/ — 1 = /\nin ’ \/ — 1 , ou  bien 
que  7w=  n.  a.®  Il  faut  qu’on  ait  ensuite  — a — m*  — 

. - : • • , . • ' y a.  > 

6 m'  n * -4-  7i*  , ce  qui  donne  4 = a>  ou  m — * 

On  pourra  donc  toujours  réduire  \/  — a a la  forme 
m ± n v/ — 1 } en  observant  ces  deux  conditions  : i.°  Que 

♦/  a 

m = 7i  ; 2.0  que  m — y — . 

• 2o5.Théorème  Y. Toute  racine  paire  cC une  quantité  nega* 
tive  peut  être  ramenée  à cette forme  m±n|/  — x;m  et  n 
étant  des  quantités  réelles. 

Démon st.  Suivant  ce  que  nous  avons  vü  ( 196)  toute 
racine  paire  d’une  quantité  négative  peut  être, représentée 

2P 

par  y — et.  Or  , sans  changer  de  valeur  , l’exposant  7? 
peut  prendre  cette  forme  a’  X af'%  qui  Aff- réduit  à 4X  2F  • 

. 4-2'/ . r 

Donc  y — a se  peut  présenter  ainsi  t y>-^  a,  ou  bien 

encore  ( 194  ) ainsi  : y \V  — a J.  Or  ( 147  ) , à la  place 

af* , • ■ « . ..  •.  ' • ,.u 

de  — a , je  puis  supposer  — aî?  * . Donc1  j’aurai. 

4 JL  4 * '■'**  ■ 

y/ f1’'  , ou  bien  ( 189  ) ( y — a )af  *.  Mais<  204  ) eærç 

• s 4/  • b • ! fi4ii - ''l  ‘ r ■ 1 

= n =;v  o ..  à la  forme  y — a on  pei 


supposant  m : 


peu!; 


. u 


substituer  7»  ± ti  v/ — 1.  Donc  j’aurai  (m  ± n l/— 1) 
laquelle  puissance  ( 2oi  ) garde  ^oujours  la  même  forme. 
Donc  toute  racine  paire  d'une  quantité  négative,  etc. 

206.  Corollaire.  Il  suit  de-là  qu'une  racine  quelconque 
d'une  quantité  en  partie  réelle  et  en  partie  imaginaire  , telle 

; vp  ■ J " • 7 - 

que  y ( b ±r  y >^a  ) peut  être  ramenée  à la  forme 
tt±  mY1"  1*  J [c.-.  .J 


•-  J V - r 
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3%  ! 

Car  ± v — b peut  prendre  cetteformec± d\/ — i(2o5); 

et  après  ce  changement  nous  aurons  a c±.  dy' i; 

ou  bienen  faisant  a+c=m,d=n,\\  viendra \/ m±n\/ — 77 
qui  doit  garder  la  forme  m±nV  — s ( soi  ) , dans  la- 
quelle tu  et  n sont  réelles. 


SECTION  III. 

Des  raisons , proportions , progressions  et  loga- 
rithmes. 


CHAPITRE  PREMIER. 

1 i i . ' / • > 

Propriétés,  générales  des  raisons. 

*07.  D e fi  k 1 ti’o  K.  On  entend  par  raison  , le  rapport  de 
grandeur  de  deux  quantités , dont  l'une  est  ou  peut  être 
supposée  partie  de  l'àutrê  ; et-  par  partie  , nous  entendons. 
une  petite  quantité  comparée  à une  plus  grande  du  même 
genre.  Les  depx  quantités  comparées  se  nomment  les 
termes  de  la  raison  ; et  pour  distinguer  ces  termes  , le 
premier  est  appelé  antécédent , et  le  second  conséquent. 
On  les  écrit  l’un  à côté  de  l'autre  , en  les  séparant  par 
deux  points , de  cette  manières  : b , ce  qui  s’énonce 
ainsi  la  raison  de  a « b. 

208.  H y a des  quantités  que  nous  ne  saurions  conce- 
voir sûus  le  rapport  de  tout  et  de  partie  ; comme , par 
ereihple  , une  toise  et  une  heure  , un  nombre  réel  et  un 
nombre  imaginaire,  une  ligne  et  une  surface,  un  nombre 
abstrait  et  un  nombre  concret,  une  quantité  positive  et 
une  négative,  le  fini  et  l’infini ,v  etc.  On  ne  peut  donc  pas. 
établir  une  raison  entre  ces  quantités;  ce  qui  prouve,. 
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qu'outre  des  incommensurables , il  faut  reconnaître  des 
incomparables  parmi  les  quantités. 

20g.  Une  même  quantité  , comparée  avec  des  quan- 
tités inégales , ne  saurait  avoir  avec  elles  les  mêmes 
raisons  ou  rapports  de  grandeur  ; ainsi  9 , par  exemple  , 
étant  plus  grand  par  rapport  à 1 , que  par  rapporté  3, 
les  deux  raisons  de  9 : 1 et  de  9 :3ne  sauraient  être  égales. 
Cela  suffit  pour  faire  conclure  i.°  Que  les  raisons  sont 
susceptibles  d’augmentation  et  de  diminution,  et  qu'ainsi 
elles  sont  devraies  quantités.  2.0  Que , sous  ce  rapport , elles 
peuvent  être  mesurées,comparées  entre  elles,  et  assujetties 
à des  méthodes  de  composition  et  de  résolution.  3.°  Enfin, 
qu’elles  admettent , comme  les  autres  espèces  de  quanti- 
tés, les  rapports  d’opposition  plus  et  moins,  et  qu’ainsi,  il 
faut  les  distinguer  en  positives  et  négatives.  Or , nous  prou- 
verons plus  bas(22i),  que  le  rapport  de  majorité  qu’a  une 
grande  quantité  avec  une  petite  , et  le  rapport  de  mino- 
rité qu’a  une  petite  avec  une  grande,  sont  tels  que  leur 
addition  se  change  en  soustraction  , et  réciproquement; 
ce  qui  fait  le  caractère  essentiel  de  l’opposition.  Donc  , 
si  les  raisons  de  majorité  sont  positives,  celles  de  mino- 
rité seront  négatives;  et  la  raison  d 'égalité,  qui  est  le  pas- 
sage des  unes  aux  autres , ne  pouvant  dès-lors  être  con- 
çue ni  positive  ni  négative  , sera  nécessairement  o,  con- 
formément à la  définition  donnée  ci-dessus  ( 207  ) (*). 

Les  anciens  ont  appelé  raison  d’ inégalité  majeure  celle 
où  l’antécédent  est  plus  grand  que  le  conséquent  ; par 
exemple , la  raison  de  9 : 3 , que  nous  appelons  raison 
de  majorité  rils  ont  appelé  raison  d'inégalité  mineure, 
celle  où  l’antécédent  est  plus  petit  que  le  conséquent, 
par  exem^e , la  raison  de  3 : 9 , que  nous  appelons  rai- 


(*)  Entre  deux  quantité'»  égalés  a et  i,  il  n’y  a point  de  raison 
suffisante  pour  que  0 soit  supposée  partie  deé,  plutôt  que  b partie 
de  a ; doue  aucune  d’elles  ne  peut  être  supposée  partie  de  l’autre; 
par  couséquent,  il  n’existe  point  de  raison  proprement  dite  ou  rap- 
port de  grandeur  entre  elles  (Voyez  dise.  prél.  n.°  XX1Ü). 
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son  de  minorité ils  ont  désigné  par  raison  à' égalité  ( qui 
n’en  est  pourtant  point  une  proprement  dite),  celle  où 
les  deux  termes  sont  égaux  ; telle  serait  la  raison  de  9 : 9. 

210.  Axiome.  Des  quantités  qui  ont  même  raison  ou 
rapport  de  grandeur  avec  une  troisième  , sont  égales  entre 
elles.  Par  exemple,  si  Ç>  : 1 =q  : 1 , on  a Q = q. 

211.  Théorème.  Si  P on  considère  les  termes  de  deux 
ou  de  plusieurs  raisons  comme  des  nombres  abstraits , et 
qu'on  les  divise  les  uns  par  les  autres  , dans  le  même  ordre , 
les  quotients  égaux  indiqueront  des  raisons  égales  ; et  réci- 
proquement. 

D émo  n st.  i.#  Si  l’on  a ces  deux  raisons  a:  b , c:  d ,e  t 
que , considérant  les  termes  de  chacune  comme  des  nom- 
bres abstraits  , on  ait  ^ = — , on  en  conclura  que  a : b 

— c : d.  ( * ).  Car  appelant  Q le  quotient  de  y,on 


Q 

a aussi  Q pour  celui  de  -j- . Or  , par  la  nature  de  la  divi* 

sion  , a : b = Ç>:  1 et  c : d=  Q : 1.  Donc  a : b = c : d. 

2.0  Si  a : i = c ; <£,  on  en  conclura  que  ■—  — . Car 

0 d 


Ci  q 

appelant  Q le  quotient  de  —et  q celui  de— , on  aura 
a : b = Q : 1 , et  c : d=z  q : i ; donc  Q : 1 = q : 1 ; et  par 

b u ç 

conséquent  Q — q (2io)ou  bien,  — = — . 

212.  Corollaire  l.Les  quotients  que  donnent  les  termes  des 
raisons  , divisés  dans  le  même  ordre , sont  donc  des  indices 
de  V égalité  ou  de  l'inégalité  de  ces  raisons.  îl  es t^di  fièrent 
quel  des  deux  termes  on  divise  par  l’autre  , pourvu  qu'on 
observe  le  même  ordre  dans  chaque  division  (**). 


(*)  Ce  qui  s'énonce  ainsi  : la  raison  de  a à b égale  U raison  de  c à d. 
( **)  Nous  prouverons  plus  bas  (220)  que  *a  raison  de  16:1  égalé 
deux  fuis  celle  de  4:1,  ou  bien  que  la  première  est  double  de  la  se» 
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11.  a : b—  an-.bn , puisqu’en  divisant  les  antécédents 
par  les  conséquents  , le  quotient  dans  la  première  est-^- 

et  dans  la  seconde  — ou  ~ Pareillement  a : b ——  : — ; 

bu  b mm 

puisque  l'un  et  l’autre  quotient  est  — . On  ne  change  donc 

pas  la  valeur  d'une  raison  en  multipliant  ou  divisant  ses 
deux  termes  par  la  même  quantité. 

ai3.  D’où  l’on  conclura  i.°  que  la  raison  qui  règne  entre 
deux  quantités  qui  ont  un  facteur  commun , est  la  même 
que  telle  qui  règne  entre  les  deux  facteurs  non  communs  ,ou 
bien  que  an  : bn=a  : b.  Or , n pouvant  désigner  un  en- 
tier ou  une  fraction  , an  et  bn  peuvent  exprimer  des  équi- 
mulfiples  ou  des  équi-sous-multiples  de  a et  de  b.  Ainsi  , 
deux  quantités  sont  en  même  raison , que  leurs  équi-mul- 
liples  ou  leurs  équi-sous-multiples  quelconques . 

214.  2.°  Que  sans  changer  de  valeur , toute  raison  peut 
être  réduite  à avoir  l'unité  pour  un  de  ses  termes.  Ainsi 

a : b , e n divisant  ses  deux  termes  par  b,  devient—  : 1. 

b 

De  même  c : d , en  divisant  par  c , devient  î : — —c  : d ; 

c 

ce  qui  fait  voir  que  le  rapport  qu'a  l'unité  avec  une  frac- 
tion quelconque  ( lequel  peut  s’exprimer  1 : — ) égale  celui 

du  dénominateur  de  la  fraction  à son  numérateur. 

21 5. 3.°  Que  si  l’on  a une  suite  quelconque  de  raisons  a :b, 
c : d , e :f,  on  pourra , sans  en  changer  la  valeur  ( 214  ) , 

b d f 

les  présenter  sous  cette  forme  1 : — ,1:  — ,1  : — . Or,  ici 
A ace 

en  multipliant  les  deux  termes  de  chaque  raison  par  les 


conde.  Cependant  le  quotient  de  “ est  quadruple  de  celui  de  * Donc  , 
quoique  des  quotients  inégaux  indiquent  des  raisons  inégales, 
on  n’en  peut  pas  conclure  que  les  raisons  varient  ainsi  que  les 
quotients. 
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conséquents  de  célles  qui  la  précèdent  vers  la  gauche,  on 

. , . . b b bd  ’ bd  bdf 

a cettesmtederaisons,  savoir:  1 : — , — : , — : — 

a a ac  ac  ace 

dans  laquelle  suite  le  conséquent  de  chaque  raison  sert 
d’antécédent  à la  suivante. 

ai6.  Scolie.  Toute  quantité  déterminée,  et”  par  con- 
séquent une  raison,  peut  être  considérée  comme  étant 
parvenue  de  o à une  valeur  fixe  , par  des  accroissements 
successifs.  Ainsi  ( * ) g:6  peut  être  supposée  avoir 
été  d’abord  9:9  ou  o ( et  alors  elle  est  dans  son  ori- 
gine): ensuite  avoir  reçu  un  premier  accroissement,  en 
devenant  9:8;  un  second,  en  devenant  9:7;  un  troisième 
en  devenant  g:6  ; (et  alors  elle  est  parvenue  à son  terme). 
On  dira  donc  que  la  raison  de  9:6  est  une  quantité  qui 
peut  être  considérée  comme  ayant  commencé  lorsque 
son  conséquent  est  supposé  9 , et  étant  devenue  com- 
plète , lorsqu’il  est  supposé  6 : ou  bien  qui  a son  ori- 
gine au  nombre  9 égal  à l’antécédent,  et  son  terme  au 
nombre  6 égal  au  conséquent  ( il  en  est  de  même  de  toute 
autre  raison). 

217.  Lorsque  plusieurs  quantités  sont  liées  de  telle  sorte 
que  le  terme  de  l’une  est  l’origine  de  celle  qui  la  suit  im- 
médiatement , elles  sont  continues  ; et  elles  sont  discrètes , 
s’il  y a entre  elles  des  intervalles  vides  (dise.  prél.  n.°  VIII). 
Ainsi  les  raisons 9:6,  6:5,  5:2,  a:  1 sont  continues,  puis- 
que le  conséquent  de  chacune  sert  d’antécédent  à la  sui- 
vant». Et  celles-ci  9:6,  5:3,  2: 1 seront  discrètes.  On  peut 
donc  toujours  (21 5 ) présenter  une  suite  de  raisons  discrètes , 
sous  la forme  de  raisons  continues ,sans  changer  leur  valeur^**). 


(*)  N'oubliez  pas  qu’il  faut  s’énoncerde  cette  manière  : T^a  raison 
de  g à 6 peut  être  supposée  avoir  été  d’abord  la  raison  de  g à g,  etc. 

(**)  Pour  que  les  raisons  soieut  continues,  peu  importe  qu’çlle* 
soient  égalés  ou  ine'galcs,  pourvu  que  le  conséqucut  de  chacune  serve 
d’antcccdent  h la  suivante.  O11  se  fait  donc  une  fausse  uotiou  de  celte 
continuité , en  la  bornant  au  seul  cas  des  raisons  égales,  formant 
alors  une  progression  ou  bien  une  proportion  continue. 

Chapitre 


r* 
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CHAPITRE  II. 

Qui  contient  les  méthodes  de  composition  et  de  réso- 
lution des  raisons , avec  la  manière  de  les  mesurer. 

218.  Définition.  Une  raison  est  dite  composée  de 
toutes  celles  dont  elle  est  la  somme.  Far  exemple  (*)  si 

9 ; 1 9 : 6 -+-  6 : 3 + 3 ; 1 , on  dira  que  la  première  est  corn- 

posée  de  toutes  les  autres. 

Si  les  raisons  composantes  sont  égales  , la  composée 
devient  multiple  de  chacune  d’elles  en  particulier;  savoir 
double,  triple,  quadruple,  s’il  n’y  entre  que  deux  , trois 
quatre  raisons  égalés.  Dans  ce  cas , les  géomètres  appellent 
la  raison  composée  doublée,  triplée,  quadruplée  de  cha- 
cune des  composantes  ; et  celles-ci  sont  appelées  des  rai- 
sons sous-doublèes  , sous-triplées  , sous-quadruplées  , par 
raPPport  à la  composée.  - r 9 r 

Addition  des  raisons. 

219.  Règle.  Prenez  le  produit  des  antécédents  et  celui  des 

dra  lü  ’ "J  ratS°n  iU  Premier  Produit  au  ^nd  vau- 
ara  ta  somme  des  raisons  données. 

a ■ Fi r'°/J  T.M_T  ' ° J1  faut  démontrer  que 
f,r+  d^e  -y=ace  : bdf-  (**)  Pour  cela,  changez 
les  raisons  données  en  raisons  continues  (21 5),  et  elles 

si  dcdn\Cel  eïr,P,e  ,'",elli8ible>  H faut  Renoncer  aiusi; 

n»  „i.,  2.3  U,  9 ‘ 6-  *"■*  “Ifc  * < 6 « . 

( ) Dites  ainsi  : il  faut  démontrer  que  la  raison  dp  „ \ i i 

celle  dcchd,  plus  celle  de  * hf  égale  la  raison  de  aJh  bdf  On  ü* 
liste  sur  celle  manière  de  s énoncer,  parce  qu’elle  nW  »->  r ° 

8 


\ 
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b b bd  bd  bdf  ^ , 

deviendront  i : ■ — ‘H ‘ — ■+■  — • • Or,  dans 

a a ac  ac  ace 

une  suite  de  quantités  continues , où  le  terme  de  chacune  de- 
vient l'origine  de  la  suivante  , la  somme  doit  être  une  quan- 
tité de  la  même  espèce , qui  commence  à l'origine  de  la  pre- 
mière , et  finit  au  terme  de  la  dernière.  Ainsi  la  somme  de 

bdf 

ces  raisons  sera  la  raison  de  1 : -j—  ou  bien  c«efte  do 
ace  : bdf  (214)- 

320.  Corollaire.  Il  suit  de  là,  i.°  que  la  raison  qu'il  y 
a entre  deux  produits  est  composée  de  celles  qui  sont  entre 
leurs  produisants , puisque  ace  : bdf  — a : b 4-  c : d -H  c : f. 

3.0  Que  la  raison  entre  deux  quarrés  est  doublée  de  celle 
qui  se  trouve  entre  leurs  racines ; puisque  a’  : b'  = a : b a : b; 
et  qu’ainsi  la  raison  entre  les  cubes  est  triplée  : qu’entro 
les  quatrièmes  puissances,  elle  est  quadruplée,  de  celle 
qui  se  trouve  entre  les  racines,  etc. 

3.°  Que  dans  une  suite  de  raisons  continues , la  raison  du 
premier  terme  au  dernier  est  composée  de  toutes  les  raisons 
de  la  suite.  Ainsi  dans  les  raisons  de  9:6,  6:4,  4:2,  on 
a celle  de  9 : 2 valant  la  somme  de  toutes  les  autres 
raisons. 

321.  Scolie.  On  observera  ici  que  l’addition  des  rai- 
sons fournit  une  nouvelle  preuve  de  ce  que  nous  avons 
dit  plus  haut  ; savoir , que  les  raisons  de  majorité  sont 
opposées  à celles  de  minorité.  Car  dans  la  composition  , 
l'effet  des  unes  est  d’augmenter , et  celui  des  autres  est 
de  diminuer  la  raison  à laquélle  on  les  ajoute  ; ce  qui  est 
le  vrai  caractère  des  quantités  opposées  : et  puisque  la 
raison  d'égalité  ajoutée  à une  autre  , ne  l’augmente  ni  ne 
la  diminue,  on  en  conclura  encore  que  sa  valeur  est  o. 

Soustraction  des  raisons. 

222.  Règle.  Renversez  les  termes  de  la  raison  soustraite , 
et  l'ajoutant  à celte  dont  il  faut  la  soustraire , vous  aurez 
la  différence  cherchée. 
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Démonstration  #*our  soustraire  c:d  de  a:b , je  dis  qu’il 
faut  écrire  a:  b 4-  d:c,  et  que  la  vraie  différence  est  ad:bc. 
En  effet , on  est  sûr  d’avoir  la  vraie  différence  de  deux 
quantités,  lorsqu’en  l’ajoutant  à la  quantité  soustraite, 
on  retrouve  l’autre.  Or,  ad:bc  + c:d  — adc'.bcd  — a: b. 
Donc,  etc. 

223.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  a:b  = a:  1 — b:i; 
c’est-à-dire,  que  la  raison  qu'il  y a encre  deux  nombres , 
vaut  [excès  de  la  raison  de  l antécédent  à l'unité , sur  la  rai- 
son du  conséquent  à [unité  : et  réciproquement,  connais- 
sant les  raisons  que  deux  nombres  a.  et  h ont  avec  [unité , 
on  connaît  la  raison  qu'il  y a entre  eux , puisque  a : i 
— b : i = a:  b. 

Multiplication  et  division  des  raisons.  . 

224.  On  ne  peut  multiplier  ou  diviser  une  raison  que 
par  un  pur  nombre  absolu  ou  abstrait  (20).  Or,  pour  mul- 
tiplier a:  b par  3 , il  faut  la  tripler  ; et  pour  la  diviser  par 
3 , il  faut  en  prendre  le  tiers.  Dans  le  premier  cas  , il  faut 
donc  prendre  la  somme  deces  trois  raisons  a:  û -4-  a:b+a:b 
qui  est  a1:  b3.  Si  on  eût  multiplié  a:b  par  4,  on  aurait  eu 
pour  produit  ai  : b*.  Si  on  l’eût  multipliée  par  le  nombre  «, 
on  aurait  eu  a": b”.  D’où  il  suit  qu’en  général , pour  multi- 
plier une  raison  par  un  nombre  absolu  quelconque , il  faut 
élever  ses  deux  termes  à la  puissance  désignée  par  ce  nombre  ; 
et  qu’ainsi  pour  la  diviser,  il faut  extraire  de  chaque  terme 
la  racine  désignée  par  le  nombre  qui  sert  de  diviseur;  puis- 
que la  division  doit  décomposer  ce  que  la  multiplication 
compose. 

225.  Une  raison  est  multiple  d’une  autre , quand  elle 
contient  cette  autre  un  certain  nombre  de  fois  juste. 

• Ainsi  la  raison  de  a3:  b1  est  triple  de  a:  b,  parce  que 
a3: b3  contient  trois  fois  a: b.  De  même  celle  de  a’: b*  est 

double  de  celle  de  \Za*  : \/b*  ; triple  de  V a' \\/ b Il  faut 
donc , pour  qu'une  raison  soit  rouit ip la  d une  autre  , que  les 
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termes  de  la  première  soient  les  mêmes  puissances  des  termes 
correspondants  de  la  seconde.  Par  exemple,  n3:i3  est  triple 
ou  triplée  de  a : b ; parce  que  les  termes  de  la  pre- 
mière sont  les  cubes  des  termes  correspondants  de  la  se- 
conde. De  même<ï’:P  est  doublée  de  a:b,  quadruplée  de 
l /a\  v'b. 

226.  On  ne  peut  mesurer  les  raisons  qu’en  prenant  une 
raison  pour  unité  de  mesure,  et  s’en  servant  ensuite  pour 
déterminer  la  valeur  des  autres.  Or,  dans  ce  cas,  chaque 

. • raison  mesurée  sera  nécessairement  multiple  de  celle  qui 
sert  d'unité  (que  j’appelle  le  module );  et  par  conséquent 
les  termes  de  l’une  seront  formés  des  termes  correspon- 
dants de  l’autre,  élevés àla  même  puissance.  Par  exemple, 
dans  les  nombres,  si  l’on  prend  la  raison  de  10:1  pour 
unité  de  mesure,  il  faut  que,  dans  toutes  les  raisons  com- 
mensurables  à cette  unité,  l’antécédent  soit  une  puissance 
exacte  de  10  et  le  conséquent  une  même  puissance  de  1. 
Ainsi  100:1  pourra  être  mesurée. par  ce  module,  parce 
que  100  est  le  quarré  de  10  et  1 est  le  quarré  de  i;etelle 
vaudra  2 fois  l’unité  de  mesure;  il  en  sera  de  même  de 
1000:1,  qui  vaudra  3 fois  l’unité  de  mesure.  Mais  toute 
autre  raison,  par  exemple,  celles  de  9: 1 ou  de  8:1  ou  de 

- 99: 1 , ne  saurait  être  mesurée  ainsi , parce  que,  dans 

celles-là,  les  antécédents  ne  sont  pas  des  puissances  exactes 
de  10. 

227.  De  là  on  conclura , qu'en  adoptant  un  certain  sys- 
tème , c’est-à-dire , prenant  une  raison  déterminée  pour  mo- 
dule , la  plupart  des  autres  raisons  seront  incommensurables. 
Par  exemple,  si  l’on  voulait  mesurer  les  raisons  que  les 
divers  nombres  ont  avec  l’unité,  et  qu’on  prît  pour  mo- 
dule la  raison  de  10: 1,  il  n’y  aurait  que  celles  dont  l’an- 
técédent serait  une  puissance  exacte  du  nombre  10,  qui  . 
fussent  comtnensurables , c’est-à-dire,  exactement  déter- 
minables d’après  ce  module  , bien  qu’elles  le  fussent  d’a- 
près un  autre.  On  pourrait  donc  exprimer  par  un  nombre 
combien  de  J'ois  celles  de  la  première  espèce  contiennent 
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l unité  de  raison;  mais  aucun  nombre  ne  saurait  exprimer 
exactement  combien  de  /ois  celles  de  la  seconde  espece  con- 
tiennent cette  unité , du  moins  dans  le  même  système . 


CHAPITRE  III.  . 

. » , 4 . , 

■ • ' ; r.  * • 

Des  Proportions. 

228.  L assemblage  de  deux  raisons  égales. forme  nne 
propouion  entre  les  quantités  qui  composent  ces  raisons. 
On  les  écrit  de  cette  manière  4 : 8 .=  3 : 6 , ou  bien  de 
celles-ci  4 ; 8 ::  3 : 6 ; 4.  8 ::  3.  6;  ce  qui  signifie,  4 est 
a 8,  comme  3 est  à 6.  Le  premier  et  le  dernier  ternie  d’une’ 
proportion  sont  appelés  les  extrêmes , et  les  deu\  autres 
les  moyens.  Si  les  deux  raisons  sont  continues  , la  propor- 
tion est  dite  continue  ; et  si  les  raisons  sont  discrètes  , elle 
est  discrète.  Dans  la  proportion  continue  , le  terme'  qui 
sert  de  conséquent  à la  première  raison  et  d’antécédent  à 
la  seconde  est  appelé  moyen  proportionnel.  Cette  espèca 
de  proportion  s’écrit  ainsi  H 2 : 4 : 8. 

229.  Théorème  fondamental.  S'il  y a proportion  entre 
quatre  quantités , le  produit  des  extrêmes  est  égal  au  produit 
des  moyens , et  réciproquement. 

Démonstration.  1.®  Si  l’on  a la  proportion  a:  b ::  c:d,  je 
dis  que  ad=  bc.  Car  s’il  y a proportion  entre  ces  quatre 
quantités,  la  première  raison  égale  la  seconde  (228),  ou 

1 # b d j 

UlGa  « 7 ( ai  1 )•  Donc  , en  multipliant  des  deux  côtés 

par  ac , on  aura  bc  ±=  ad. 

2.  La  réciproque  est,  que  si  quatre  quantités  a,  b,  c,  d 
sont  arrangées  de  façon  que  le  produit  des  extrêmes  émile 
le  produit  des  moyens , c’est-à-dire,  de  façon  que  bc  ~ad, 
elles  forment  là  proportion  a.  b c : d.  Car  si  ad  — bc  , 
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en  divisant  tout  par  ac  , on  a — = — . Donc  la  raison  de 
1 c a 

a h.  b égale  celle  de  c à</(  an  ),  ou  bien  ( aa8  )a  : b ::  c : d. 

a3o.  Corollaire  I.  On  peut  donc  faire  une  équa- 
tion de  toute  proportion  , en  prenant  le  produit  des  ex- 
trêmes pour  un  membre  , et  celui  des  moyens  pour 
l’autre.  Et  réciproquement , toute  équation  peut  être 
convertie  en  proportion,  en  faisant  les  extrêmes  des  deux 
racines  d'un  membre  , et  les  moyens  des  deux  racines  de 
l'autre. 

bc  bc 

s3i.  II.Puisquen</=&cdonne  a~  — et d = — ,ils’en- 

d o 

suit  que  dans  toute  proportion  , un  extrême  quelconque  est 
égal  au  produit  des  moyens , divisé  par  T autre  extrême.  De 

ad  o d , 

même  puisque  ad  = bc  donne  b — — et  c — —j-~  , il  s en- 
suit encore  qu’un  moyen  quelconque  est  égal  au  produit 
des  extrêmes , divisé  par  l'autre  moyen. 

232.  III.  Dans  toute  proportion  continue  le  moyen  propor- 
tionnel vaut  la  racine  quarrée  du  produit  des  extrêmes.  Car 
dans  — a : b : c , on  a b'  = ac  et  b — V'ac.  D’où  il  suit 
que  pour  avoir  une  quantité  moyenne  proportionnelle 
entre  deux  autres  , il  faut  multiplier  ensemble  les  racines 
quarrées  des  deux  premières. 

a33.  IV.  Puisque  ad  — Redonne  a :b  ::  c : d,  on  voit 
que  dans  deux  produits  égaux  les  racines  ou  facteurs 
( qu’on  peut  toujours  réduire  à deux  dans  chacun)  sont  en 
raison  réciproque. 

a54-  V.  S'il  y a proportion  entre  quatre  quantités  , elle 
subsistera  de  quelque  façon  qu’on  les  arrange  , pourvu 
que  les  moyens  de  la  première  combinaison  soient  tous 
les  deux  moyens  ou  tous  les  deux  extrêmes  dans  les  autres. 
Ainsi  , admettant  une  fois  que  a : b ::  c : d , ces  quatre 
quantités  pourront  être  combinées  de  huit  façons  , sans 
détruire  la  proportion. 
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I a:b  ::  c : d 
AlternandoA\  a : c ” b : d 

III  d : c •:  b : a 

IV  d:b::  c : a 


M A T 1 Q U E S.  TïÇ 

b : a ::  d : c V Invertendo. 
b : d ::  a : c VI 
c:a::d:b  V II 
c : d ::  a : b Vin 


Il  est  évident  que  de  la  première  proportion  , on  peut 
conclure  chacune  des  sept  autres  ‘combinaisons , puis- 
qu’on a toujours  ad  = bc. 

De  toutes  ces  différentes  manières  d’argumenter  par 
proportion  , les  anciens  n’ont  donné  un  nom  qu’à  la  se- 
conde et  à la  cinquième.  Ils  en  ont  ajouté  cinq  autres  y 
dont  voici  la  combinaison. 


Si  a : b ::  c d , on  peut  conclure  : 

Componendo  ....  a b : b ::  c -t-  d : d 

Dividende a — b : b : : c — d : d 

Convertendo a 4-  b : a ::  c -4-  d : c 

» _ t - ...  - 

j Ex  œqualitate 

Si- 

Ordinata . . . 
On  conclut . 

a : b ::  c : d 
b : e : : d : f 

. a : e ::  c : f 

Ex  œqualitate 

Si 

deordinata . . . 

On  conclut 

a35.  Théorème  II.  Si  0, 
comme  a : b = c : d = e 

a : b ::  d : f 
b : e ::  c : d 

. a : c ::  c : f 

n a une  suite  de  raisons  égales 
: f , la  somme  des  antécédents  est 

à la  somme  des  conséquents } comme  un  antécédent  quel- 
conque est  à son  conséquent , ou  bien  a-t-c  4*  e : b + d 
4-  f ::  a : b. 

Démonstration.  Il  suffit  (229)  pour  le  prouver , de  faire 
▼oir  que  ab  -+•  bc.  -f-  be  = ab  -h  ad  -H  af , ou  bien  ôtant 
ab  des  deux  parts , que  bc  4-  ber=ad -4-  af. Or , cette  égalité 
a lieu  ici,  jmisque  a : b = c : d donne  ad—bç,  et  que 
a : b —e  : f donne  be  — af. 
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236.  Corollaire.  On  ne  change  pas  la  valeur  d'une 
raison , en  ajoutant  à ses  deux  termes  les  termes  correspond 
dants  d'autres  raisons  égales  à celle-là.  Puisque  dans  a : b 
— c : </  = e:/,ona«  + c -4-  e : b -+■  d -\-f  = a : b.  lien 
serait  de  même  , si  on  eût  soustrait  les  termes  des  deux 
dernières  raisons  des  termes  correspondants  de  la  pre- 
mière.- 


337.  Théorème  III.  Si  l'on  multiplie  ou  si  F on  divise  par 
ordre  les  termes  de  deux  proportions  , les  produits  ou  les 
quotients  formeront  une  proportion. 


Démonst.  i.®  Si  l’on  a 


je  dis  que  l’on 


C a : b : c:  dï 

W 

aura  ae  : bf  ::  cg  : dh.  Pour  cela  , il  suffit  qu’on  ait  (229) 
adeh  = befg.  Or  , cette  dernière  égalité  a lieu  , puisque 
par  la  première  proportion,  ad  = bc , et  par  la  seconde 
eh  =fg.  ( L’autre  partie  du  théorème  se  démontre  de 
même  ).  : : > : . 


238.  Théorème  IV.  Les  mêmes  puissances  ou  les  mêmes 
racines  des  quantités  proportionnelles , sont  encore  en  pro- 
portion. 

Démonstration.  Il  faut  démontrer  que  si  l’on  a , a : b 
c'.d , on  aura  a’’  : b1  ::  c"  : d ’ , ou  bien  a ” d ’ = b"c " j 
ce  qui  est  évident  ; puisque  d : b ::  c : d donne  ad  = bc, 
et  partant  a 1 da  — b’’  c”  . Mais  n pouvant  exprimer  non- 
seulement  une  puissance  , mais  aussi  une  racine  , en  de- 
venant fractionnaire  ( 147);  proposition  est  démontrée 
pour  les  deux  cas.  . 

209.  S’il  faut  renverser  les  termes  d’une  raison  pour 
qu’elle  soit  égale  à celle  qu’on  lui  compare  , la  première 
est  dite  l'inverse  ou  la  réciproque  de  la  seconde.  Ainsi , 
puisque  8 : 4 devient  égale  à 3 : 6 en  renversant  les  termes 
de  l’une  ou  de  l’autre , on  dira  8:4  égale  l’inverse  de  3:6, 
qui  est  6 : 3 ; ou  bien  que  8 est  à 4 inversement  comme 
5 est  à 6. 


240.  Co  n o ll  a 1 re.  Pour  avoir  l'inverse  d'une  raison 
donnée , il  suffit  de  mettre  ses  deux  termes  en  fraction  sous 
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la  même  quantité.  Ainsi,  l’inverse  de  a : b sera  — : — 


ou  bien  on  autan 


b = — : Car 

b a 


m m ma  < ni  b 

b a ab  ah 

— ma  : mb=  a : b.  D’où  l’on  conclut  que  deux  quantités 
a et  b qui  sont  en  raison  inverse  de  deux  autres  c et  d , de- 
viennent en  raison  directe  avec  celles-ci , en  mettant  les 
termes  de  l'une  ou  de  l'autre  raison  en  fraction  sous  la 

même  quantité  ; c’est-à-dire  qu’ici  a : b — — : > ou 

bien  a : b ::  d : c. 

241.  Théorème  V.  Si  la  quantité  Q dépend  des  quan- 
tités R , S,  T,  de  telle  sorte  que  si  une  seule  varie , Q varie 
dans  le  même  rapport , je  dis  que  si  toutes  varient  à la  fois 
et  deviennent  r , s , t;  tandis  que  Q devient  q , on  aura 
Q : q ::  RST  : r s t. 

Démonstration.  Supposons  que,  dans  le  premier  chan- 
gement R seul  étant  changé  en  r , Q devienne  E,  on  aura 
par  l’hypothèse  , Q : E ::  R : r.  Si,  dans  le  second  chan- 
gement,^ devenant  j,  E devient  F,  on  aura  E:F  ::  S : s. 
et  si,  dans  un  troisième  la  valeur  de  Tse  change  enf , et 
celle  de  F en  q , on  aura  F : q ::  T : t.  Donc  en  multi- 
pliant par  ordre  ces  trois  proportions,  on  aura  {zZq) 
Q E F : q E F ::  RST  : rst , ou  bien  Q : q ::  RST  : rstr. 

242  Scolie.  i.“  Il  faut  observer  ici  , que  cette  propor- 
tion n’est  vraie  qu’autant  que  les  quantités  R , S , T , sont 
tellement  indépendantes  entre  elles  , que  chacune  puisse 
varier  , sans  que  les  autres  varient.  Car  , si  R par  exemple 
ne  pouvait  changer  sans  que  S et  T changeassent  dans  le 
même  rapport  , on  aurait  ,Q  : q ::  R±S±T  : r± 
ou  bien  (235)  Q : q ::  R : r ::  S : s ::  T : t. 

2.0  Dans  le  cas  du  théorème  précédent  Q est  dit  être 

directement  comme  R S T,  et  si  l’on  avait  eu  Q : q :: 

B ST  rst  . • 

• > on  dirait  que  Q est  directemént  comme 

Va  u x , 

R.  S T , et  inversement  comme  V et, X.  , 
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CHAPITRE  IV. 

De  la  Règle  de  Trois , et  de  ses  différentes  applications. 

La  propriété  générale  des  proportions  énoncée  ci-dessus 
( a5i  ) , a donnélieu  à une  règle  fameuse  en  arithmétique  , 
connue  sous  le  nom  de  Règle  de  Trois  ou  de  Règle  d'Or. 
Cette  règle  est  directe  ou  inverse  , simple  ou  composée.  Les 
exemples  suivants  la  feront  comprendre  dans  tous  les 
cas. 

243.  Exemple  de  la  Règle  de  Trois  simple  et  directe.  Un 
homme  a dépensé  18  fr.  en  quatre  jours,  combien  dépen- 
sera-t-il à proportion  dans  un  an,  ou  dans  365  jours. 

Pour  le  savoir  , faites  la  proportion  suivante , 4iou',  : 

or  i 365Xl8fr.  - - c 

365io«r»  ;;  !8  fr.  : x — = 1642  fr.  5o  c. 

4 

244*  Exemple  de  la  Règle  de  Trois  simple  et  inverse.  G 
ouvriers  font  un  ouvrage  en  20  jours,  en  combien  do 
jours  i5  ouvriers  auraient-ils  fait  le  même  ouvrage  ? 

Il  est  évident , par  la  nature  de  la  question , que  le 
nombre  des  jours  doit  être  en  raison  inverse  de  celui  des 
ouvriers  , Ainsi  l’on  dira  en  comparant  les  choses  sem- 
blables , 2o'0ur*  : x iour*  ::  t5ouvr-  : 6 ouvr\  Donc  x = ----- 
’ i5 

— 8 

245.  Exemple  de  la  Règle  de  Trois  composée.  20  ouvriers- 
ontfaitQQ  mètres  d’un  ouvrage  en  1 5 jours;  combien  en 
feront  60  ouvriers  en  25  jours  ? 

Il  y a ici  cinq  choses  connues,  qui  peuvent  cependant 
se  réduire  aux  trois  termes  d'une  proportion,  en  obser- 
vant que  la  quantité  de  l’ouvrage  doit  être  directement 
comme  le  nombre  des  ouvriers  et  comme  le  temps  qu’ils 
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ont  travaillé;  et  qu’ainsi  il  faut  multiplier  (24»  ) le  nombre 
des  jours  par  le  nombre  des  ouvriers  , et  l’on  aura  : 

20°°"  X i5>-  ; 6oODvr*  x i-  ::  99  ; x “•  = 495ra’. 

246-  Problème.  Couper  la  quantité  a en  parties  proportion- 
nelles aux  quantités  c,d,e  dont  la  somme  — b. 

Solution.  Puisque  deux  quantités  sont  entre  elles 
comme  leurs  parties  semblables  quelconques  ( ai3  ) , on 


aura 


b 

ad 

~b 

ae 

~b 


> ; ce  <Jui  désigne  que , pour  partager 


une  quantité  a en  parties  proportionnelles  aux  parties  c, 
d , e d’une  autre  quantité  b , il  faut  multiplier  successivement 
a par  chaque  partie  de  b,  et  la  diviser  par  b. 


247.  Remarque.  S’il  eût  fallu  diviser  la  quantité  a en 
parties  proportionnelles , non-seulement  aux  quantités 
c,  d , e , mais  encore  aux  quantités  f , g,  h ; il  aurait  fallu 
faire  des  rapports  composés  en  multipliant  (a4i)les  termes 
correspondants  des  deux  suites,  savoir  c , d , e par  f,  g,  hi 
et  il  serait  venu  cf,  dg , eh  , dont  la  somme  étant  s , on 
aurait  opéré  comme  ci-dessus  en  faisant 

gfx  . 

J S 

dg'.  d**a- 

, eh  X a 
eli  : 

B 

c’est  sur  cela  qu’est  fondée  la  Règle  de  Compagnie , tant 
simple  que  composée. 


248.  Exemple  de  la  Règle  de  Compagnie  simple.  Trois 
marchands  ont  fait  un  fonds  de  35oo  fr.  La  mise  du  pre- 
mier  a été  de  1700  fr.  ; celle  du  second  de  1000  fr. , et 
celle  du  troisième  de  800  fr.  ; ils  ont  gagné  ensemble 
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175o  fr.  On  demande  ee  qu’il  doit  en  revenir  à chacun,  en 
proportion  de  sa  mise. 

On  voit  qu’il  s’agit  ici  de  diviser  le  profit  en  parties  pro- 
portionnelles aux  trois  mises , et  qu’ainsi  ce  n’est  que  l’ap- 
plication de  la  règle  précédente.  La  part  du  premier  sera 

d onc  ' = 85o  fr.  ; celle  du  second  sera 

3ooo 

i75ofr.  X 1000  — r „ , ...  1750  fr.  X 800 

—  — = 5oolr.  et  celle  du  troisième— 

0000  35oo 

— 400. 


249.  Exemple  de  la  Règle  de  Compagnie  composée.  Sup- 
posons qu’aux  conditions  de  l'exemple  précédent  , on 
ajoute  que  la  première  mise  a resté  dans  le  fonds  pen- 
dant 12  mois  , la  seconde  pendant  8 mois  , et  la  troisième 
pendant  5 mois.  Il  est  clair  que  le  profit  qui  doit  revenir 
a chaque  associé  , est  en  raison  composée  de  lu  valeur  de  sa 
mise  et  du  temps  qu'elle  a resté  dans  le  fonds  ( 241  )•  Il  faut 
donc  commencer  par  multiplier  chaque  mise  par  le  nom- 
bre de  mois  qu’elle  a travaillé  , et  l’on  aura  pour  la  1 ."* 
20400  fr. , pour  la  2/  8000  , pour  la  S.1”'  4000  > dont  la 
somme  = 32400.  Il  ne  reste  donc  qu’à  couper  le  profit 
iy5o  fr.  en  parties  proportionnelles  à ces  quantités  , ce 
qui  donnera  : 

ti  1 . • 69  fr. 

rour  la  i.rre  mise  1101  . 


Pour  la  2.™  ....  432 


8 fr. 

81 


Total 1^50  fr. 

2Üo.  Exemple  de  la  Règle  de  fausse position.  On  demande 
un  nombre  dont  la  moitié  , le  tiers  et  le  quart,  ajoutés 
ensemble  , donnent  5q. 

Je  suppose  d’abord  que  le  nombre  cherché  est.  12.  Or , 
la  moitié,  le  tiers  et  le  quart  de  12,  savoir 6 -t- 4 + 3 , 
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font  que  i3.  Ainsi , cette  supposition  est  fausse  ; et  ce- 
pendant elle  va  me  faire  trouver,  par  une  règle  de  trois  , 
le  nombre  que  je  cherche  ; en  observant  que  i3  doit  être 
à 12  , dont  il  contient  la  moitié,  le  tiers  et  le  quart; 
comme  5q  est  au  nombre  inconnu  , dont  il  doit  contenir 
de  semblables  parties  ; ou  bien  que  i3: 12  ::  = 36. 

Le  nombre  cherché  est  donc  56  , dont  en  effet  la  moitié , 
le  tiers  et  le  quart,  savoir  1S -+- 12  + 9 = 3q.  On  n’en- 
trera pas  dans  un  plus  grand  détail  sur  toutes  ces  règles 
d’arithmétique  , parce  que  la  plupart  des  questions  qui 
s’y  rapportent,  peuvent  se  résoudre  d’une  manière  plus 
simple  par  l’analyse  ; ainsi  que  nous  le  prouverons  plus 
bas , en  traitant  de  cette  partie  de  l’algèbre. 


CHAPITRE  V. 

Des  Progressions  géométriques. 

sji.  Déf  inition.  On  entend  par  progression  géomé- 
trique une  suite  de  quantités  formant  des  raisons  égales  , 
dans  lesquelles  le  conséquent  de  chacune  sert  d antécédent  à 
la  suivante.  On  la  distingue  par  ce  caractère  — qu’on  met 
en  tête  , et  on  sépare  les  termes  par  un  point.  Ainsi  les 
nombres  suivants  ~ 2 . 4 . 8 . 16  . 3a  . etc.  forment  une 
progression  géométrique.  On  l’énonce  ainsi  : 2 est  à 4 , 
comme  4 est  à 8 , comme  8 est  à 16  , comme  16  est  à 32. 

„ 25a.  Corollaire  I.  De  cette  définition,  on  peut 
conclure  : i.°  Que  dans  la  même  progression , le  même 
nombre  doit  servir  d indice  à toutes  tes  raisons  qui  la  com- 
posent ( 212  ) , et  qu  ainsi  on  peut  le  faire  partout  — irt. 

2.0  Que  si  le  premier  terme  esta  , et  que  pour  connaître 
la  valeur  de  l'indice,  on  divise  chaque  conséquent  par  son 
antécédent , le  second  terme  (29  )sera  am  ; le  5.m*  am~" 
le  4.mc  am1  ; et  par  analogie  celui  du  rang  n seraaiw""'»- 
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Mais  a peut  représenter  un  premier  terme  quelconque, 
et  m un  indice  quelconque.  Donc  la  progression  H a . 
nm  . ûtn  . am?  . a/n*  .etc  peut  être  regardée  comme  une 
formule  générale  qui  représente  toute  sorte  de  progressions 
géométriques. 

s53.  Corollaire  II.  Si  1 on  suppose  que  m ' i , tous  les 
termes  seront  égaux.  Si  m>  1 , la  progression  sera  crois-* 
santé  ou.  divergente.  Si  m<  i , la  progression  sera  décrois- 
sante ou  convergente.  Ici  nous  la  supposons  croissante  , et 
pour  appliquer  à l’autre  ce  que  nous  dirons  de  celle-là, 
il  suffira  de  renverser  les  formules  que  nous  trouverons  , 
ou  bien  de  renverser  les  progressions  décroissantes  aux- 
quelles on  les  appliquera. 

â5^.  Corollaire  III.  En  considérant  la  progression  qui 
nous  sert  de  formule,  on  voit,  i.°  que  connaissant  la  va- 
leur d'un  terme,  avec  celle  de  l’indice  m;  et  le  nombre  n 
des  termes  que  doit  renfermer  la  progression,  on  peut  la 
continuer  à droite  et  à gauche  du  terme  connu  aussi  loin 
qu’on  voudra. 

a.0  Que  connaissant  le  premier  terme  a , l’indice  m , ét 
le  nombre  des  termes  n , on  a la  valeur  du  dernier  terme , 
que  j’appelle  t , en  faisant  t = amn  l . 

3.°  Et  qu  en  general,  on  a la  valeur  d’un  terme  quel- 
conque Q,  pourvu  qu’on  sache  quel  est  son  quantième  N, 
en  faisant  Q — am*1.  Donc  réciproquement,  connaissant 
un  terme  quelconque  avec  m.  et  N,  on  aura  le  premier 

terme  a , en  faisant  a =■  — - — . 

• mN~l 

Si  à la  place  de  a,  j’avais  un  autre  terme  quelconque  q 
dont  le  quantième  serait  n , j’aurais  eu  Q = qmN donc’ 

Q N-”/  q 

alors  m?"”  = — , et  m = y — ; c’est-à-dire  , que  con- 

naissant  deux  termes  quelconques  Q et  q avec  leurs  quan-. 
tièmes  N et  n , on  aura  V indice  de  la  progression  , en  divi- 
sant le  plus  grand  par  le  plus  petit , et  extrayant  du  quotient 
la  racine  désignée  par  la  différence  de  leurs  quantièmes. 
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4/  On  peut  par  là  insérer  un  nombre  quelconque  de 
moyens  proportionnels  entre  deux  nombres  donnés.  Si 
l’on  en  demande  deux  entre  3 et  81  , je  cherche  d’abord 
la  valeur  de  m , et  pour  cela  j’observe  que  la  différence 
des  quantièmes  de  3 à 81  est  ici  3,  puisque  l’un  est  le 
premier  et  l’autre  le  quatrième.  Ainsi  l’indice  m sera 


v 3 v 


27  = 3.  Donc  le  premier  moyen  proportion- 


nel sera  3 X 3 = 9 ; le  second  sera  9 X 3 — 27  , et  la  pro- 
gression se  présentera  ainsi  H 3 . 9.  27 . 81. 

255.  Théorème  I.  Dans  toute  progression  géométrique , la 
raison  du  premier  terme  au  troisième  est  doublée  de  celle  qui 
règne  dans  la  progression  : celle  du  premier  au  quatrième  esc 
triplée  : celle  du  premier  au  cinquième  est  quadruplèc  de 
cette  raison  commune , et  ainsi  des  autres. 

Démonstration.  La  raison  du  premier  terme  au  troi- 
sième contient  deux  raisons  égales  à la  raison  commune 
( 220)  : celle  du  premier  au  quatrième  en  contient  trois  : 
celle  du  premier  au  cinquième  en  contient  quatre.  II  faut 
donc  (218)  que  la  raison  du  premier  au  troisième  soit 
doublée  , que  celle  du  premier  au  quatrième  soit  tri-* 
plée,  etc.  de  la  raison  commune. 

On  prouvera  de  même  que  la  raison  qu’il  y a entre  deux 
termes,  dont  la  différence  des  quantièmes  est  n,  sera 
nrlii  de  celle  qui  règne  dans  la  progression. 

256.  Corollaire.  Dans  toute  progression, le  premier  terme 
est  au  troisième , comme  le  quarré  du  premier  est  au  quarrè 
du  second  ; au  quatrième , comme  le  cube  du  premier  au  cube 
du  second,  etc. 


257.  Théorème  II.  Une  suite  de  quantités  a,  b,  c,  d, 
dont  les  différences  successives  sont  proportionnelles  à ces 
mêmes  quantités , forme  une  progression  géométrique. 


Démonstration.  II  faut  démontrer  que  sia — b:b''b—c 
ic'.'c  — d:d,  on  a — a.  b.  c.  d.  Or,  i.°  puisque  a — b 
:b:\  b — c:c,  on  aura,  en  multipliant  les  extrêmes  et  le» 
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moyens  , ac  — bc  — b%  — bc , et  effaçant  — bc  de  chaque 
membre  ac  — b'  ; ce  qui  donne  H a.  b.  c.  a.°  Puisqae 
b — c ■ c’.'c  — d : d , on  a aussi  bd — cd—c ' — cd , et 
réduisant  bd—  c’ , d’où  l’on  déduit  — b.c.d.  ; donc 
H a.  b.  c.  d. 

a58.  Scoue.  On  peut  appliquer  aux  progressions  ce  que 
nous  avons  déjà  dit  des  proportions  , c’est-à-dire,  qu’en 
ajoutant  ou  soustrayant  les  termes  voisins  d’une  progres- 
sion , en  les  élevant  à la  même  puissance  , ou  en  en  ex- 
trayant la  même  racine  ; en  multipliant  ou  divisant  les 
termes  d’une  progression,  par  les  termes  correspondants 
d’une  autre  , la  progression  n’est  point  détruite , quoique 
la  raison  soit  changée. 

a5g.  Théorème  III.  Pour  avoir  la  somme  d’une  pro- 
gression géométrique  croissante,  il  faut,  1 .°  multiplier  le 
dernier  terme  par  le  nombre  qui  sert  d'indice , et  soustraire 
le  premier  terme  de  ce  produit  ; 2."  Diviser  cette  différence 
par  l indice  commun  diminué  de  T unité. 

C’est-à-dire,  supposant  la  somme  = s , l’indice  — m , le 

. , mt-a 

dernier  terme  = t , et  le  premier  = a,on  aura  s — . 

m- 1 

Démonstration.  Dans  une  progression  , tous  les  termes 
sont  antécédents,  excepté  le  dernier,  et  tous  sont  consé- 
quents, excepté  le  premier.  Donc  la  somme  des  antécé- 
dents est  s — t,  et  celle  des  conséquents  est  s — a.  Mais 
dans  une  suite  de  raisons  égales,  la  somme  des  antécé- 
dents est  à la  somme  des  conséquents,  comme  un  an- 
técédent quelconque  est  à son  conséquent  : ou  bien  ici 
s — t : s — a a : am  ::  1 : m.  Donc  sm  — mt  = s — a , et 
transposant  dans  le  premier  membre  tous  les  termes  af- 
fectés de  s,  on  a srn — s—mt — a,  ou  biens  X?ra — 1 = mt — a; 
donc  en  divisant  chacune  de  ces  quantités  égales  par 
mt-a  , , 

t» — 1,  onai  = , c est-a-uire,  etc. 

m-t 

2G0.  Remarque.  Si  l’on  veut  appliquer  cette  formule  à, 

une 
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une  progression  décroissante , il  sera  plus  simple  de  la 

renverser  en  la  présentant  de  cette  manière  s=  a~mt  t 

261 . Corollaire  I.  Si  n désigne  le  nombre  des  termes  de 
la  progression  décroissante,  il  désignera  aussi  le  quan- 
tième du  dernier  terme,  qui  sera  par  conséquent  am"-'. 
Substituant  cette  valeur  pour  t dans  la  formule,  elle  de- 
. ' am"-a  . . 

Vient  s — • iitsi  alors  la  progression  commence  par 

l’unité,  ou  si  a=i,  la  formule  devient  s=  m ~l 

711-1 

Donc,  i.°  Si  m — 3,  s =1  a"-i  ; a.°  Si  m — Z, 
y-i  ’ 

s = , etc. 

, 2 


262.  Corollaire  II.  La  formule  s = devient 

1*771 

5 — ~ — ~ lorsque  le  dernier  terme  est  0 ; parce  qu’alors 

me— o,  et  c’est  ce  qui  arrive  lorsqu’on  dit  d’une  progrès- 
sion  qu’elle  décroît  à l'infini. 


Nous  concluons  de  là  que  si—  — . — r 

^ b b'  b3  repre-* 

sente  une  progression  de  cètte  espèce  qui  décroît  tou- 
jours, parce  que  le  numérateur  est  constant,  et  que  le 
dénominateur  croit,  la  somme  sera  égale  au  premier  tenue, 

dont  h dénominateur  aura  été  diminué  de  V unité , ou  bien 
a 


t z a 

Car  S=-L—  -L—±x  JL  — J,b. 

1 b- 1 b b-i  b*-b 

t 

Ainsi  S H -1 . — . -1- 2—=  j . 

240  o> 

s — — L — I_—  1 

3 *27  CO  2 

s . £_  J_  r 1 1 

10  100  ' 1000  " " 00  "jT 

Algèbre. 


a 

b-i 
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263.  Remarque.  On  doit  observer  ici  que  la  somme 
d’une  progression  géométriqde  , dont  les  termes  vont  seu^ 
lement  en  doublant,  croît  avec  beaucoup  plus  de  rapidité 
qu’on  ne  l’imagine.  Nous  en  apporterons  pour  exemple  le 
problème  suivant,  qui  a été  tiré  de  l’Encyclopédie,  au  mot 
Progression,  et  dans  lequel,  outre  qu’on  a vérifié  tous  les 
calculs,  on  a ajouté  quelques  déterminations  à celles  qu’a 
données  l’auteur  de  cet  article. 

Problème.  Un  philosophe  de  l’Inde  inventa  le  jeu  des 
échecs  pour  amuser  son  roi  en  l’instruisant.  Le  prince 
trouva  cette  découverte  si  belle,  qu’il  pressa  l’auteur  de 
demander  une  récompense  à son  choix.  Le  philosophe, 
après  s’en  être  longtemps  défendu , se  fit  apporter  un  échi- 
quier, et  dit  au  prince  : ordonnez,  seigneur,  qu’il  me  soit 
délivré  un  grain  de  blé  pour  la  première  case  , deux  pour 
la  seconde,  quatre  pour  la  troisième  , et  toujours  en  dou- 
blant jusqu’à  la  soixante-quatrième.  On  cherche  ici  com- 
bien de  blé  il  faut  pour  satisfaire  à cette  demande,  qui  pa- 
rut d’abord  très-modeste. 

• Solution.  i.°  Il  est  clair  (261)  qu'ici  la  somme  des 
grains  de  blé  est  exprimée  par  a8<-i;  ce  qui  donne  le 
nombre  A. 

A.  18.446,744,073,709,551,615. 

2. °  Un  pouce  cube  de  blé  contient  45o  grains,  et  par 
conséquent  un  pied  cube  en  contient  le  nombre  fi. 

B.  777,600. 

3. °  En  divisant  le  nombre  A par  le  nombre  B,  on  sait 
combien  il  y a de  pieds  cubes  de  blé  dans  A,  et  l’on  trouve 
le  nombre  C. 

C.  23,722,664,703,844* 

* 

4.0  Dans  une  enceinte  quarrée  dont  le  circuit  serait 
d’une  lieue  commune  de  France  ou  de  2400  toises,  et  dans 
laquelle  le  blé  s’élèverait  partout  à la  hauteur  de  20 
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pieds  , il  y tiendrait  un  nombre  de  pieds  cubes  de  blé 
exprimé  par  D. 

D.  259,200,000. 

5.°  Divisant  donc  C par  D , on  trouvera  combien  il  faut 
de  greniers  de  cette  espèce,  pour  contenir  tout  le  blé 
demandé.  Or,  ce  nombre  de  greniers  est  gi522,  avec 
162,303,844  pieds  cubes  de  reste  ; lequel  reste  suffirait, 
ajoute  l’auteur  de  cet  article  , pour  faire  la  fortune  de 
6000  honnêtes  familles  ; et  l’on  peut  dire  que  ce  philosophe 
avait  fait  une  demande  si  énorme  , que  tous  les  potentats 
de  l'Europe  ne  pourraient  y satisfaire,  eu  y employant, 
pendant  100  ans,  tout  leur  revenu. 


CHAPITRE  VI. 

Des  raisons,  proportions  et  progressions  arithmé- 
tiques. 

264.  . Si  l’on  compare  ensemble  deux  quan- 

tités pour  connaître  leur  différence,  on  établit  entre  elles  une 
nouvelle  espèce  de  rapport  qui  est  appelé  raison  arithmétique. 
llfaut  bienla  distinguerde  la  raison  proprement  dite,  qui, 
par  opposition  à celle-ci,  est  appelée  raison  géométrique  ; 
et  qui  seule  détermine  le  vrai  rapport  de  grandeur  qu’il  y 
a entre  les  quantités. 

On  voit  par  la  définition  delà  raison  arithmétique,  que 
sa  valeur  doit  s’estimer  en  soustrayant  une  des  quantités 
comparées  de  l’autre  ; et  qu’ainsi  la  raison  arithmétique 
de  3 à 5 égale  celle  de  7 à 9.  C’est  cette  égalité  de  deux  rai- 
sons qui  établit  une  proportion  arithmétique,  qu’on  écritde 
ces  trois  manières  indifféremment  3. 5:7 .9 , 3 . 5.’.  7 . g, 
3 — 5 = 7 — 9,  et  qu’on  énonce  ainsi  : 3 est  arithmétique- 
ment à 5 , comme  7 est  à 9. 

265.  Théorème  fondamental.  Dans  toute  proportion 
arithmétique  la  somme  des  extrêmes  est  égale  à celle  des 
moyens , et  réciproquement. 
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Démonstration.  i."'Sil’on  a,o  . b .’.c.d,  on  a par  la  dé- 
finition delà  proportion  b — a = d — c.  Donc,  ajoutant 
a -+-  c de  chaque  côté  de  légalité,  et  réduisant,  on  aura 
b 4-  c = a -t-  d.  ou  bien  , etc. 

2.°  La  réciproque  est  que  si  quatre  termes  a ,b , c , d » 
sont  arrangés  de  façon  que  la  somme  des  extrêmes  a + d 
égale  celle  des  moyens  b -+-  c , on  aura  la  proportion 
a.  b.m.  c.  d.  Car  , puisque  a -t-  d—b  -+-  c , en  soustrayant 
de  part  et  d’autre  a ■+■  c , on  aura  d — c = b — a.  Donc  la 
raison  arithmétique  de  a à b égale  celle  de  c à d (264),  ou 
bien  a.  br.  c.  d . 

266.  Corollaire.  De  là  on  déduira  ces  conséquences 
analogues  à ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  pour  la  pro- 
portion géométrique  : 

1 . °  Toute  proportion  ariüimêtique  peut  fournir  une  équa- 
tion , et  réciproquement.  Cette  réciproque  est  fondée  sur  ce 
que  chaque  membre  d’une  équation  peut  être  réduit  à 
deux  parties  liées  par  les  signes  -+-  ou  — . 

2. °  Dans  toute  proportion  arithmétique  ,un  extrême  est  égal 
à la  somme  des  moyens , moins  Vautre  extrême  a — b+c — d ; 
et  un  moyen  est  égal  à la  somme  des  extrêmes  moins  Vautre 
moyen  b — a d — c. 

3. °  De  là  il  suit  que  si  la  proportion  arithmétique  est 
continue,  comme-f-û.J.e,  un  extrême  est  égal  au  double 
du  terme  moyen,  moins  l'autre  extrême,  ou  a = 2 b — c; 
et  le  terme  moyen  est  égal  à la  moitié  de  la  somme  des  ex- 

. . a -h  c 

tremes,  ou  b— . 

2 

267.  Théorème  I.  On  peut  prendre  pour  formule  générale 
de  toute  progression  arithmétique  celle-ci  a.  a±  d.  a±  2 d- 
a±  3 d.  a±  4 d.  a±  5d. , etc. 

Démonstration.  Une  progression  arithmétique  quel- 
conque est  une  suite  de  quantités  qui , prises  consécu- 
tivement , ont  une  même  différence.  Or,  la  suite  dont 
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K s’agit  renferme  des  quantités  qui,  prises  consécutive- 
ment, donnent  la  même  différence  ± d.  D'ailleurs,  la  va- 
leur indéterminée  des  lettres  leur  permet  de  représenter 
des  quantités  quelconques.  Donc  c’est  là  une  formulé  gé- 
nérale de  toute  progression  arithmétique. 

268.  Corollaire  I.  A l'inspection  de  la  formule , on 
voit,  i.°  que  si  la  différence  est  positive  ou  4-  rf,  le  se- 
cond terme  a-v-d  est  plus  grand  que  le  premier  a ; et 
qu’ ainsi  la  progression  est  croissante  (le  contraire  arri- 
vera si  la  différence  est  négative). 

2.0  Que  connaissant  un  terme  quelconque  avec  la  diffé- 
rence commune  , on  peut  continuer  la  progression  à 
droite  et  à gauche  de  ce  terme  à l’infini. 

269.  Corollaire  II.  Comparant  ensemble  deux  termes 
quelconques  de  la  formule  ( que  nous  supposons  crois- 
sante pour  une  plus  grande  clarté),  on  voit  que  le  plus 
grand  terme  égale  le  plus  petit , plus  la  différence  commune 
multipliée  par  la  différence  de  leurs  quantièmes.  AinsWe 
cinquième  (û  + 4^)  vaut  le  troisième  (a  - f 2 d),  plus  la 
différence  ( d)  multipliée  par  2 ; ou  bien  a+\d^=za-\-  ad 4- 
r/( 5 — 3)  ; et  que  le  plus  petit  des  deux  termes  comparés, 
égale  le  plus  grand , moins  la  différence  commune , multi- 
pliée par  la  différence  de  leurs  quantièmes.  Car  le  troisième 
a -+-  ad  = le  cinquième  <14-4  d — d (5  — 3).  Si  la  progres- 
sion était  décroissante,  il  faudrait  soustraire  la  différence 
commune,  pour  avoir  le  plus  grand  terme,  et  l’ajouter 
pour  avoir  le  plus  petit. 

270.  Corollaire  III.  Il  suit  de  là  que  faisant  le  plus 
grand  des  deux  termes  comparés  = Q,  son  quantième 
= m ; le  plus  petit  = q , son  quantième  = n , on  aura 

Ç = 4-  </  X m — n.  Donc  d = ^-2-:  c'est-à-dire  . que 

^ ' m-n  * 

connaissant  deux  termes  de  la  progression  avec  leurs  quan- 
tièmes , ou  aura  la  différence  commune  en  divisant  l'excès 
du  plus  grand  sur  le  plus  petit , par  la  différence  de  leurs 
quantièmes « 
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Par  là  on  voit,  i.°  que  connaissant  deux  termes  quel- 
conques avec  la  valeur  de  leurs  quantièmes,  on  pourra 
continuer  la  progression.  a.°  On  insérera  aisément  des 
moyens  proportionnels  arithmétiques  entre  deux  termes 
donnés.  Par  exemple , qu’il  en  faille  insérer  4 entre  1 et 

ai , on  dira , par  la  formule  , d = = 4.  Donc 

6-1  5 

le  premier  moyen  proportionnel  = î 4-  4=  5 ; le  second 
= 54-4  = 9)'  troisième  = 9 4-  4 ==  le  quatrième 
= x3  4-  4 = *7  ; et  la  progression  entière  sera  fi  «5.9. 
i3  . 17  . ai. 

271.  Scolie.  11  faut  remarquer  que  si  les  différentes 
puissances  d’une  même  quantité  forment  une  proportion 
ou  une  progression  géométrique leurs  exposants  forme- 
ront une  proportion  ou  progression  arithmétique.  Ainsi 
dans  ::  on  a 2 *4 6 . 8 . dans  K • a?  . a4 , 

û*  . a1,  on  a r o . 2 . 4 • 6 • 8. 

#*•  Théorème  II.  Dans  toute  progression  arithmétique 
la  somme  des  extrêmes  égale  celle  de  deux  termes  quelconques 
également  éloignés  des  extrêmes,  ou  le  double  du  terme  moyen , 
si  le  nombre  des  termes  est  impair. 


Démonstration.  Cette  égalité  se  trouve  dans  la  formule 
générale  (2C7);  elle  doit  donc  avoir  lieu  dans  tous  les  cas 
particuliers. 

273.  Corollaire  I.  Il  suit  de  là  qu’écrivant  ainsi  ces 


} 


r — a.  a±d.  a ± 2 d.  a ± 3 d.  a ± 4 d. 
d.„x  progression»,...^  „ ± ^.a±d.a 

dontl’une  n’est  autre  chose  que  l’autre  renversée;on  forme, 
en  prenant  les  termes  correspondants, une  suite  de  quan- 
tités égales(aai:4^)>  dont  le  nombre  est  le  même  que  celui 
des  termes  de  la  progression,  que  j’appelle  n.  Donc  leur 
somme  sera  n (2  a ± 4</).  Et  appelant  s la  somme  d’une 


des  deux  progressions, on  a s = — (2  a rt  ^d), c’est-à-dire , 

2 

ÿuc  la  somme  de  tous  les  termes  d'une  progression  arithme- 
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tique  est  égale  à la  somme  des  extrêmes , ou  de  deux  termes 
quelconques  également  éloignés  des  extrêmes , multipliée  par 
la  moitié  du  nombre  des  termes;  ou  bien  au  terme  du  milieu, 
multiplié  par  le  nombre  entier  des  termes , lorsque  ce  nombre 
est  impair.  ( Lorsque  le  nombre  des  termes  est  impair  , la 
somme  des  extrêmes  fait  uu  nombre  pair,  et  réciproque- 
ment. Alors  pour  éviter  les  fractions, il  est  plus  simple  de 
prendre  la  somme  de  la  progression  en  multipliantle  terme 
moyen  par  le  nombre  entier  des  termes  ). 

374.  Corollaire  III.  On  a donc  la  somme  de  la 
suite  naturelle  des  nombres  partant  de  l’unité,  comme 
■f  1.  2.  3.  4.  etc.  en  prenant  la  moitié  du  dernier  nombre , 
plus  la  moitié  de  son  quarré.  Car  alors  le  dernier  terme  dé- 
signe le  nombre  de  ceux  qui  sont  dans  la  progression. 

Donc  la  formule  devient  s = 1 + n X — = — + — . 

2 2 2 

Ainsi  la  somme  des  cent  premiers  nombres  est  .... 

100  r 0000  _ r 

1-  = 5o5o. 

2 2 

37 5.  Dans  la  progression  des  premiers  nombres  impairs 
ri.  3.5.7.  etc.  le  dernier  vaut  le  double  du  nombre  des 
termes  , moins  l’imité,  ou  211-1.  Doncs  = i +2/1-1 

X - — a' , c’est-à-dire  , qu 'alors  la  somme  égale  le  quarrc 

du  nombre  des  termes.  Ainsi  la  somme  des  cent  premiers 
nombres  impairs  est  xoooo. 

Réciproquement , connoissant  une  somme  de  premiers 
nombres  impairs  qui  commencent  à l’unité,  il  suffit  d’en 
extraire  la  racine  quarrée  ,pour  savoir  combien  il  y entre 
de  cesnombres  ; puisques=«’  donne  n=\/ s.  Or,  comme 
ces  sommes  forment  les  quarrés  1 , 4 , 9 , 16 , 25 , il  s’en- 
suit que  le  premier  quarré  contient  un  des  premiers 
nombres  impairs  , que  le  second  en  contient  a,  le  troi- 
sième 3 , etc.  ■ : . . 
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CHAPITRE  VII. 

De  la  sommation  des  différentes  puissances  des  termes 
d’une  progression  arithmétique. 

Pour  parvenir  à sommer  les  termes  d’une  progression 
arithmétique,  dont  chacun  est  élevé  à une  puissance  don- 
née , il  faut  d’abord  faire  les  observations  suivantes. 

276.  i.°Si  on  a la  progression  arithmétique  croissante 
a.b.c.d . e , dont  la  raison  arithmétique  soitr,ilest 
clair  que  l’on  aura  b = a 4-  r , c=  b+r , d=c-hr  , 
e=d+r.  Donc  en  élevant  toutes  ces  équations  au  quarré , 
on  aura  : . 

i’ = û’  + 2ûr  + r* 
c'  — V1  4-  2 br  4-  r' 

• ' d*  = c’  4-  2 cr  4-  r*  * 

e*  = d'  + 2 dr  r* 

prenant  la  somme  de  toutes  ces  équations,  et  effaçant  les 
termes  égaux  des  deux  côtés  , ce  qui  ne  saurait  détruire 
l’égalité  , onae‘=a,+(a  + i+f+//)2r  + 4r>. 

2."  Elevant  les  mêmes  équations  au  cube  , et  prenant 
leur  somme , on  trouvera  celle-ci  e3—q'  4-  (a’+ô’-t-c’-t-d*) 
Or  -4-(a-4-b+c-hd)  or'  -4-  1 \r 1 ; et  enfin  si  on  les  élève  à 
la  quatrième  puissance  , on  trouvera  c*  — a*  4-  ( a1  -4-  A» 
+c’  -4-  d’ ) 4r  4-  («’  -4-  b'  4-  c*  4-  d*)  6r>  4-  (a  4-  b -4-  c -4-  d ) 
4 -4-  4 7-4  • 

. 277.  Si  l’on  fait  la  somme  des  premières  puissances 
des  tfermes  donnés  = leur  nombre —n,  et  le  dernier 
terme  = t , il  est  évident  qu’on  aura , en  vertu  de  la  pre- 
mière équation  , é — a'  4-  ( s’-t)  2 r 4-  (n-i  ) r’.  Donc  en 
transposant  (**)et  divisant  tout  par  2r,  on  aura  pour 

( * ) Pour  s 1 , -s  ' ’ , di  tes  s prime , s seconde. 

( “ ) Transposer , c’cst  faire  passer  un  terme  d’un  membre  d’équa- 
tion  b l outre  membre,  ce  qui  se  fait  en  changeant  son  signe,  sans 
«|uc  Par  ^ °n  détruise  l’égalité  entre  les  deux  membres. 


/ 
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formule  de  sommation  des  premières  puissances  s'  = 

/' — -a1 — (n- f-T^  r1 

i -+•  t. 

ar 

278.  Faisant  ensuite  , dans  cette  supposition  , la  somme 
des  quarrés  = s" , on  aura  pour  la  seconde  équation, 
t' — n?  -+-  (s11  - /*)  5r  -4-  ( s'-l  ) 3/-1  -t-  («-1)  r3.  Doncla  formule 

, 1 > 11  <5-«3-«'+(X3r,-H+lX^ 

pourla  somme  des  quarres  sera  s"= 

-4-  t’  : par  un  semblable  calcul  on  trouverait  une  formule 
pour  la  sommation  des  cubes,  et  de  toute  autre  puissance. 


279.  Corollaire.  Il  suit  de  là,  i.°  que  si  la  progres- 
sion ~ a.  b.  c.  d.  e. , etc.  est  formée  par  la  suite  natu- 
relle des  nombres  , commençant  à l’unité  , on  aura  ( 274  ) 


Donc  en  substituant  ces  nou- 
velles valeurs,  la  formule  des  quarrés  sera 


— 


2 nJ 


'3«1 

6 


2.”  Que  si  le  nombre  des  termes  de  la  suite  naturelle 
commençant  à l’unité  est  infini,  alors  r et  «sont  infinis. 
Donc  tous  les  termes  doivent  s’effacer  dans  la  valeur  do 
s' , excepté  t7  , qui  devient  co  7 ( l’infini  se  désigne  par  ce 
caractère  oc  )(*).  Donc  la  formule  se  changera  ainsi: 

s'  = — =-00X00  . * 

2 2 

280.  Pareillement  dans  la  valeur  de  s"  il  ne  restera  que 

_ .Donc  s"  = ^ 00  1 X 00.  Or  , ici:»  désigne  le 

3 0 0 

nombre  des  termes  , et  ^ oo’  désigne  un  tiers  du  dernier 

J ' 


* 


(*  ) Nous  prouverons  plus  lias  que  le  fini  ne  peut,  ni  augmenter  ni 
diminuer  l’infini  par  addition  ou  par  soustraction  : il  en  est  de  même 
d’uue  puissance  inferieure  de  l'intini  par  rapport  à une  supérieure. 
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quarré.  Par  conséquent  la  somme  d’un  nombre  infini  de 
quarrès  de  la  suite  naturelle  des  nombres  vaut  le  tiers  du. 
dernier  quarré,  multiplié  par  leur  nombre.  La  somme  des 
cubes  vaudrait  un  quart  du  dernier  cube  , multiplié  par 
leur  nombre  ; et  en  général  , la  somme  des  puissances  ni 
(que  je  désigne  par  sm  ) serait  exprimée  par 

I , . 771  ”4“  ï 

s = CO  " XCO  . ou  bien  sm  = . 

m-b  i m+i 

281.  Si  l’on  avait  une  suite  infinie  de  termes  dont  cha- 
cun égalât  00™  , qui  est  le  plus  grand  de  la  suite  des  puis- 
sances m , leur  somme  serait  oc  co  ~ oow+I  » dono 
cette  somme  serait  à celle  des  puissances/»  de  la  suite  na~ 

JW-+-1 

turelle  ::  co  '”+‘  : ” — / ou  bien  ::  + 1 : 1 ; ce  qui. 

fournit  ce  principe  : que  la  somme  des  quarrès  de  la  suite 

naturelle  infinie  1,2,3,  etc oc  est  à la  somme  tPun 

égal  nombre,  de  quarrès  , dont  chacun  égalerait  le  dernier 
* ( OP  ')  de  la  suite  supérieure , comme  1 est  à 5. 


CHAPITRE  VIII. 

Ve  V origine  cl  des  principales  propriétés  des  loga- 
rithmes. 

282.  N o v s avons  déjà  vu  ( 223  ) que , pour  mesurer  les. 
raisons  que  les  différents  nombres  admettent  entre  eux, 
il  suffisait  d’avoir  mesuré  les  raisons  de  ces  mêmes 
nombres  à l’unité  ; puisqu’on  a toujours»  : h— a : 1 — b:  1 . 
Mais  pour  déterminer  celles-ci , on  doit  prendre  pour 
module  une  raison  fixe  qui  ait  pour  conséquent  1 ( 226  ), 
et  pour  antécédent  un  nombre  quelconque  plus  grand 
que  1 , que  je  désigne  par  a ; de  sorte  que  ce  module  sera 
la  raison  de  a:  1.  Dès  lors,  si  l’on  veut  savoir  la  valeur  de  la 
raison  qu’il  y a entre  un  nombre  quelconque  et  l’unité  , 
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par  exemple  celle  de  Q : 1 , on  cherchera  combien  de 
fois  la  raison  de  Q:  i contient  celle  de  a : i ; et  le  nombre 
qui  désignera  combien  de  fois  Q : t contient  a : i , sera  l’ex- 
pression numérique  de  la  valeur  de  la  raison  de  Q : 1. 

283.  Définition.  Les  logarithmes  ne  sont  autre  chose  que  des 
expressions  numériques,  désignant  les  valeurs  des  raisons 
entre  différents  nombres  et  l'unité. 

Telle  est  en  effet  la  signification  du  mot  Logarithme, 
qui  désigne  , d’après  l’étymologie , nombre  des  raisons. 
Ainsi , non-seulement  un  logarithme  suppose  toujours 
une  raison,  mais  il  est  encore  le  vrai  exposant  de  sa  va- 
leur, en  ce  qu’il  désigne  combien  de  fois  elle  contient 
celle  qui  sert  d’unité  de  mesure  ; et  quand  nous  dirons 
dans  la  suite  l.  100  , /.  1000 , etc.  nous  entendrons 
1.  (100:1  ) ,1.  (1000:  i)(*).Ce  n’est  que  dansce  sens  que  ces 
premières  expressions  sont  exactes,  quoiqu'elles  soient  gé- 
néralement adoptées  par  l’usage. 

De  cette  définition  et  de  ce  que  nous  avons  déjà  dit  sur 
les  raisons , on  déduira  toutes  les  propriétés  des  loga- 
rithmes. 

284. 1.  Le  terme  « du  module  pouvant  varier  à l’infini , 
il  peut  y avoir  une  infinité  de  mesures  différentes  des  rai- 
sons numériques  , ce  qui  donne  autant  de  systèmes  diffé- 
rents de  logarithmes  ( nous  rapporterons  plus  bas  les  deux 
principaux). 

285.  II.  La  valeur  de  la  plupart  des  raisons  étant  indé- 
terminable (227),  il  faut  que  dans  chaque  système  , la 
plupart  des  logarithmes  le  soient  aussi  ; et  alors  on  les 
prend  par  approximation. 

286.  111.  Les  logarithmes  des  nombres  plus  grands  que 
L unité  doivent  être  positijs , parce  qu’ils  expriment  des 
raisons  de  majorité  (221).  Ainsi/.  100,  /.  10, i.  2,  etc.  sont 


( *)  Il  ne  faut  pas  oublier  que  ces  expressions  numériques  s’énoncent 
■ainsi  : Logarithme  de  la  raison  de  ico  à 1 , logarithme  de  la  raison  de 
ICCO  à I.  . 
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positifs,  parce  qu’ils  désignent  l.  100  : 1 , l.  10 . t , T.  a : r 

( 280  ).  Mais  /. , /. /.  — , de  même  que  les  loea- 

rithmes  de  toutes  autres  fractions  , exprimant  IteS  valeurs 

des  raisons  de  minorité , savoir  , de  — — : 1 , de  — : 1 , de 

100  10 

— : 1 , doivent  être  négatifs.  Enfin  le  logarithme  de  l’u- 

niie  doit  être  o , puisqu’il  expose  la  valeur  d’une  raison, 
d égalité , savoir  , z : 1 , laquelle  est  o ( 221.  ). 

287.  IV.  Suivant  les  principes  déjà  posés  ( 21g  ),  a . 1 
+ b : 1 -h  c : 1 — abc  : 1.  Or , (283)  l’expression  numé- 
rique de  la  valeur  de  a : 1 est  /.  a ; celle  de  b : 1 est  /.  b, 
celle  dec  : 1 est  l.  c . celle  de  abc  : x est  I.  abc.  Donc/,  a 
-t - 1.  b -h  /.  c = l.  abc.  , ou  bien  le  logarithme  d'un 
produit  vaut  la  somme  des  logarithmes  de  ses  facteurs. 


288.  Corollaire.  I.  Il  suit  de  là  qu’en  transposant  on  a 
l.a—l.abc  — l.b — l.c\  c’est-à'dire , que  le  logarithme 
d'un  facteur  vaut  le  logarithme  du  produit,  moins  les  loga- 
rithmes des  autres  facteurs.  Or , dans  toute  division , le  quo- 
tient et  le  diviseur  sont  les  deux  facteurs  du  dividende. 
Donc  le  logarithme  du  quotient  vaut  toujours  celui  du  divi- 


dende , moins  celui  du  diviseur.  Ainsi  l. 
I.  — — = 1.  ab  — 1.  cd , ou  bien  =1.  a +1. 


a 

— = l.a  — L 

O 

b — Le  — /.  d. 


289.  Il  est  aisé  de  déduire  de  là  les  expressions  des  loga- 
rithmes des  puissances  et  des  racines.  Car  puisque  a'  ~ 
a y.  a a%  m l.  a + l.  a — 2 /.  a.  puisque  a’  = a X a X a , 
l.  a3  — L a-\- 1.  a-vl.a  — Zl.a. , et  en  général  /.  a"  — ni. a ; 
ce  qui  exprime  que  le  logarithme  d'une  puissance  quel- 
conque vaut  celui  de  la  racine,  multiplié  par  l'exposant  de 
cette  puissance. 

290.  II.  Puisque  a=  l /a  X \/ a , l.  a — 1.  v'a  + l.  \/a  = 
2/.  Va,  ou  bien  /.  \/a  = — . De  même  puisque  a = 

S 
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V/ a X \/ a X \/ a,  l.a  — Z 1.  \/ûj  ou  bien  /.  \/ a = 
— ^ — : et  enfin  /.y  <*=  — — . C'est-à-dire,  que  /e  logarithme 

d'une  racine  d'un  nombre  vaut  celui  de  ce  nombre , divisé  par 

bexposant  de  cette  racine. 

\ 

291.  Remarques.  I.  De  ce  que/.  Q.  exprime  combien  de 
foisQ:  1 contientle  module,  savoir  a:  1,  il  s’ensuit  que  si/. 
Q=a  , Q:  i=<z:n-a:  1=0’:  i , et  qu’ainsi(2io)Qr=3’:que 
si  /.  Q = 3 , Q ; i = û : 1 -t-a:  1 -+-  a:  i a3  : 1 ou  bien 
Q — a 3 : et  le  même  raisonnement  pouvant  s’appliquer  à 
tous  les  autres  cas  , il  s’ensuit  que  le  logarithme  d'un  nom- 
bre quelconque  Q , est  V exposant  de  la  puissance  à laquelle 
il  faut  élever  l' antécédent  (a)  du  module , pour  avoir  ce 
nombre  ( on  appelle  cet  antécédent  la  base  logarithmique)  ; 
parce  qu’on  conclut  que  de  ce  nombre  élevé  à ses  diffé- 
rentes puissances  se  forment  tous  les  autres;  les  lins  exac- 
tement, savoir,  ceux  qui  sont  des  puissances  exactes  de 
a , les  autres  par  approximation. 

292.  II.  AV  quatre  termes  sont  en  proportion  géométrique  , 
leurs  logarithmes  sont  en  proportion  arithmétique.  Car  de  ce 
que  a ; b—c  ; d , il  s’ensuit  (223)  que  a : 1 — b : 1 —c;  1 
— d : 1 , ou  bien  que(283)/.  a — l.  lr=  l.  c — l.d,  c'est- 
à-dire  (264)  qu’il  y a proportion  arithmétique  entre  ces 
logarithmes  ( il  est  aisé  de  démontrer  la  réciproque  , sa- 
voir que  si  l.a  — /.  b — l.c  — /.  d , on  a a : b=c  : d.  ). 

2<j3.  Les  formules  suivantes  présentent  en  abrégé  toutes 
les  opérations  qu'on  peut  faire  sur  les  logarithmes. 


"L.  pq  ■=  l.  p l.q 

L»  P — l.  p — l.q 

q \ 
L.p-  = nl.p. 

p~n  = — nl.p 
L.  y/  p — — 1. p 


L.  ( p'—q')  = l . (/>-t-?)4-/.(p  — q) 

L-(£P  = '- (/>  + ?)-'•  (/>-?) 

L-  (p~q)-  = — nl.  ( p — q ) 

L y l.  ( E±JL  ) = 

= ï-l.{p>  + q*)-2-L{p-.q) 
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CHAPITRE  IX. 

Des  différents  systèmes  de  logarithmes  , de  l'origine 
des  tables  et  de  la  manière  de  s'en  servir. 

294.  Si  l'on  connaissait  les  logarithmes  des  nombres  en- 
tiers au  dessus  de  l’unité,  on  connaîtrait  aisément  ceux 
des  nombres  fractionnaires  ; car  une  fraction  indiquant 
un  quotient  ( 41  ) , il  suffirait  de  soustraire  le  logarithme 
du  dénominateur  de  celui  du  numérateur  ( 288  ) ,et  la  dif- 
férence serait  le  logarithme  de  la  fraction  , d’où  il 
suit  que  le  logarithme  serait  négatif  , si  la  fraction 
valait  moins  que  1 ; parce  que  alorsle  dénominateur  étant 
plus  grand  que  le  numérateur,  il  faudrait  soustraire  un 
logarithme  d’un  autre  plus  petit  que  lui.  Ce  logarithme 
serait  positif,  si  la  fraction  valait  plus  que  1 ; et  il  serait 
o , si  la  fraction  égalait  l’unité. 

ag5.  Parmi  les, nombres  entiers,  on  ne  doit  chercher  les 
logarithmes  que  des  seuls  nombres  simples.  Car  les  nombres 
composés  étant  toujours  le  produit  de  quelques  nombres 
simples  (78)  , il  ne  faudra  qu’ajouter  les  logarithmes  de 
ceux-ci  , pour  avoir  les  logarithmes  des  autres.  Ainsi  , 
prenant  10  pour  base,  ou  supposant(29i  )son  logarithme 
= i-,  si  l’on  connaissait  d’ailleurs  le  logarithme  de  2,  que 
j’appelle  x , on  aurait  : 

L.  4 — zx  L.  20  — x -t-  1 

L.  8'  ~ Zx  L.  40  = 7.x  -+-  1 

L.  16  = 4 x L.  80  — Zx  -f-  1 

L.  32  — Sx  L.  800  —Zx  + 2 

L.  64  — Ox  L.  8000  = Zx  -+-  3 

Si  l’on  avait  encore  le  logarithme  de  3 que  j’appelle^, 
on  trouverait  L.  6 =.  x -4-  y ; L.  9 — zy  ; L.  12  = 22:  + y ; 
L.  18=2:  -+-  ay  ,1t.  24=  Sx  -t-  y , etc.  ( Nous  exposerons 
plus  bas  dans  les  notions  du  calcul  intégral  la  méthode  la 
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plus  abrogée  qu’on  ait  aujourd’hui  pour  trouver  les  loga- 
rithmes des  nombres  simples). 

29G.  Quelques  avantages  particuliers  ont  déterminé  les 
géomètres  à chercher  ces  logarithmes  des  différents  nom- 
bres daris  un  système  où  l’on  a pris  la  raison  de  10: 1 pour 
raison  modulaire,  ou  bien  10  pour  base  logarithmique. 
D'après  cette  première  convention,  on  a formé  des  tables 
qui  contiennent  une  longue  suite  de  nombres  avec  leurs 
logarithmes  à côté  ; et  de  là  résulte  ce  double  avantage 
que , connaissant  un  nombre  , on  trouve  de  suite  son  lo- 
garithme ; et  réciproquement,  connaissant  un  logarithme, 
on  trouve  le  nombre  auquel  il  répond.  Ainsi , si  je  voulais 
multiplier  99  parga,  en  me  servant  des  logarithmes  tabu- 
laires , j’arrangerais  ces  nombres  et  leurs  logarithmes 

comme  on  le  voit  ici L.  92  = 1 , 9G37878 

L*  99  ^ 995635z 

L.  du  produit  = 3,  9594230 
c’est-à-dire,  que  je  prendrais  la  somme  des  logarithmes 
des  nombres  92  et  99,  qui  est  3,  9594200  ; et  voyant  par 
les  tables  que  cette  sommeest  lelogarithme  de  9108,  j’en 
conclurais  que  ce  dernier  nombre  est  le  produit  des  deux 
premiers. 

297.  Corollaire.  Dans  le  système  des  tables , le  loga- 
rithrne  d un  nombre  n'èst  donc  autre  chose  que  T exposant 
de  la  puissance , à laquelle  il  faut  élever  10  pour  égaler  ce 
nombre.  Ainsi  le  logarithme  de  20  étant  i,3oio5oo  , il  s’en- 
suit que  20  = ( 10) 

298.  D'où  l’on  conclura  i.°  que  dans  le  système  des 
tables  , les  seuls  nombres  entiers  qui  aient  des  logarithmes 
exacts  , sont  1,10,  100,  iooo  , 10000  , etc.  parce  qu’ils 
sont  les  seules  puissances  exactes  de  10,  savoir  ,(  10  )“  , 
( io)’,(io)%  ( 10  )3,  etc. 

299.  2.0  Que  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  con- 
tenus entre  1 et  10,  doivent  èlie  exprimés  par  une  frao- 
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tion  seule  : qu’entre  to  et  îooils  doivent  l'être  par  1 , plu» 
une  fraction:  entre  100  et  1000  par2,  plus  une  frac- 
tion, etc.  Donc  Y entier  qui  précède  la  fraction  décimale 
d'un  logarithme  , a toujours  une  unité  de  moins , qu'il  n'y  a 
de  caractères  dans  le  nombre  auquel  appartient  ce  loga- 
rithme. (Cet  entier  s’appelle  , pour  cette  raison,  la  carac- 
téristique du  logarithme  ). 

300.  Théorème.  Tous  les  logarithmes  d'un  système 
sont  proportionnels  aux  logarithmes  corrcspondatus  d'un 
autre  système. 

Soient  deux  nombres  quelconques  m et  n dont  les  loga- 
rithmes soient  Q et  P dans  un  système,  q et  p dans  un 
autre  système  , je  dis  qu’on  aura  Q : q ::  P : p. 

Démonstration.  Supposons  que  la  base  du  premier  sys- 
tème soit  a , et  celle  du  second  b ; on  aura  donc  pour  la 
nombre  m ces  deux  équations  m = pQ  , m=  b1  ; et  par 

l 

conséquent  a^  = b’  ou  a~  b$  (+):  de  même  en  prenant 
le  logarithme  de  n dans  les  deux  systèmes,  on  trouve 

P 

a — b* • Donc  9-  = £ , ou  bien  (21 1 ) Q : q ::  P ; p. 

301.  Corollaire.  Il  s’ensuit  de  là  qu'avec  les  logarithmes 
des  tables  , on  peut  trouver  ceux  dun  autre  système  quel- 
conque. Supposons  en  effet  qu’on  cherche  le  logarithme 
du  nombre  n dans  un  système  où  l’on,  prendrait  5 pour 
base  : appelons  P son  logarithme  tabulaire  , et  p son  loga- 
rithme nouveau.  Le  logarithme  de  5,  d’après  les  tables  est 
o , 6989700,  et  dans  le  nouveau  système  il  est  1 ( 291  ). 
J’aurai  donc  o,  6989700  : 1 ::  P \ jx=z\  . 4306760  y.  P.  donc 
quel  que  soit  le  nombre  n , si  on  multiplie  son  logarithme 


(*)  On  ne  de'truit  jamais  l'égalité  qu’il  y a entre  deux  quantités, 
quand  on  fait  sur  l'une  les  mêmes  changements  qu’011  fait  sur 
1 autre.  Or,  ici  on  a divisé  chaque  exposant  de  deûx  quantités  égales 
par  Q. 

tabulaire 
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tabulaire  par  1 .430G765  , on  aura  son  logàrithme  dans  le 
système  de  la  base  5. 

3o2.  I.  Question.  Connaissant  dans  une  progression 
géométrique  le  premier  terme  a , le  dernier  t,ct  la  valeur  m 
du  quotierft  qui  règne  dans  la  progression  , trouver  le  nombre 
n des  termes.  ■ • . , • 


Solution.  Par  ce  que  nous  avons  dit  ailleurs  ( 254  ) y 
t ~ am’-'  ; donc  l.t — l.a=(  n-i  ) l.m  ; divisant  par/.m  et 

transposant  -1  , on  a n~  f'~  _j_  j 

Lin 

Et  en  général  toute  question  dans  laquelle  l'inconnue 
sert  d’exposant  à une  puissance  , ne  peut  être  résolue  di- 
rectement que  parles  logarithmes,,  et  elle  l’est  aisément 

par  ce  moyen.  Ainsi  dans  p*  = a , x — lèêL.  :tjan3  P*  <7  '"-r 

t.p  0x 

l.a+nlq — Kr 

— 0>X— 

3°3.  II.  Q UE  STI  0 n.  Une  somme  d'argent , désignée  par 
a , n été  placée  à intérêt  a 5 pour  cent,  à condition  que 
les  intérêts  de  chaque  année  seraient  réunis  au  capital.  On 
demande  a quoi  ce  fonds  montera  après  un  nombre  donné 
d'années , exprimé  par  n. 


Solution.  Il  est  clair  qu’à  la  fin  de  la  première  an- 
née , ce  fonds  sera  a -t-  JL.  a,  ou  bien  ( ~ ^ a , oü  bien 

103  \ I OO  / 

encore  : à la  fin  de  la  seconde  année,  ce  fonds 

‘ 


sera 


U) 


20 


Réduisant  ces  deux  fractions  au 


même  dénominateur  , on  a ( 20  'W  x-f 2I__  ^ n 

f U0X20  ) V20X20/  "°U 

bien  en  prenant  la  somme  ) « =(**)’«.  Par  un 

semblable  calcul  on  trouvera  qu’à  la  fin  de  la  troisième 

Algèbre. 


10 
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(21  \ * 

— J a ; de  façon  qu’après  un  nom- 

"bre  d’années  n,  il sera(~ ) a • 

Si  les  intérêts  avaient  été  à a pour  cent , le  fonds  serait 
devenu,  après  la  première  année^|-^)a,  après  la  se- 

, , 102  v»  , , ( 103  V 

«onde  ^ j a ,et  après  n années^ — / a. 

Appellent  donc  x la  valeur  inconnue  de  ce  fonds  après 
un  nombre  n d’années,  nous  aurons  xz=(  — ) a , si  ta 

taux  pour  cent  est  5.  Donc  /.  x = /.^  a=  n/.^  — ) 

4-  /.  a = n (/.  ai—  /.  ao  ) 4-  A a;  formule  dont  on  peut 
tirer  la  solution  de  toutes  les  questions  de  cette  espèce  , 
en  donnant  à n et  à a les  valeurs  que  la  question  exige. 


Exemple.  Supposons  le  capitale  = 1000  écus,  et  qu’on 
demande  ce  qu’il  doit  revenir  après  looans,  en  comptant 
ainsi  les  intérêts  des  intérêts. 


Je  fais  dans  la  formule  n = îoo  et  a—  1000. 

_ . CL.  21=1,  3aaaiq3 

Je  sais  par  les  tables  que<  r „ , 

L * ( L.  ao  sss  î , ooioooo 

Donc/. 2i — /.  ao =0,0211893. 

Donc  100  (/.  21 — /.  20).  . . . =2,n8g3oo. 

Ajoutant/.  1000.  .......  =3, 0000000. 


On  an  (/.  21  — /.  20)  4-  l.a  , ou  /. x~5,  n8g3oo. 


Or  , le  nombre  qui  répond  à ce  logarithme  est  i3i5oi  , 
ainsi  dans  cette  supposition  x = i5i5oi  écus. 


3o4-  III.  Q OESTi  on.  On  suppose  une  suite  de  nombres  , 
qui  commence  a 2 , et  dont  chacun  des  autres  soit  le  quarré 
de  celui  qui  le  pi  ècède  immédiatement  : on  demande  combien 
il  Jaudra  de  caractères , pour  exprimer  le  vingt-cinquicme 
nombre  de  celte  suite. 
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Solution.  .Te  vois  d’abord  que  ces  nombres  peuvent 
être  représentés  ainsi  :•  a'  , aJ , 2*  , 2® , a'®  , etc.  et  je 
remarque  que  les  exposants  du  nombre  2 , sont  les  puis* 
sances  successives  de  ce  même  nombre  , commençant 
à o.  L’exposant  du  25.""'  terme  sera  donc  2’*;=  16777216,! 
et  ce  terme  se  présentera  ainsi  : a,®77,”®.  Son  logarithme 
sera  donc  16777216  x /.  2.  Or , /.  2— o , 3oio3oo  , qui  étant 
multiplié  par  16777216,  donne  5o5o445, 3324600.. Il  fau- 
dra donc  5o5o446  caractères  pour  exprimer  le  nombre  en 
question  (299  );  ce  qui  suffirait  pour  remplir  g volumes 
de  35o  pages  chacun  , dont  chaque  page  contiendrait  40 
ligues  et  chaque  ligne  40  caractères. 

CHAPITRE  X.  • 

Des  permutations , des  combinaisons  et  de  leurs  diffé- 
rents usages. 

3o5.  D é finition.  On  entend  par  permutations  les  différents 
arrangements  ou  dispositions  qu'on  peut  donner  à plusieurs 
choses • Ainsi  les  deux  lettres  a et  b admettent  deux  per- 
mutations ; puisqu'on  peut  les  arranger  de  cea  deux  ma- 
nières ab  ,ha. 

Nous  Supposerons  ici  que  les  choses  dont  on  cherche 
les  permutations  , sont  représentées  pat  des  lettres. 
Alors  il  peut  arriver  que  toutes  les  lettres  qui  entrent 
dans  ces  permutations  soient  différentes , ou  bien  qu« 
la  mémo  y soit  répétée  un  certain  nombre  de  fois. 

5o6.  I.  Question.  On  demande  combien  de  permutai 
lions  peut Joumir  un  nombre  n de  lettres  , qui  sont  toutes 
différentes. 

Pour  le  découvrir  , j’observe  d’abord  que  deux  lettre# 
a et  b admettent  ces  deux  arrangements  ou  permutations 
ab  ,ba.  Or,  une  troisième  lettre  c peut  occuper  trois 
places  différentes  dans  ab  , ainsi  que  dans  bq  ; en  l'écri- 
vant ou  bien  au  milieu,  ou  bien  à chaque  extrèmitê.I2ûnc  ^ 
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les  trois  lettres  a , b,  c , admettent  ces  six  changements 
différents  , abc,  bça,  cba  ,bac.  Connaissant  les  per* 

mutations  de  trois  lettres,  je  connaîtrai  aisément  celles 
de  quatre , en  observant  que  la  quatrième  lettre  d peut  se 
placer  de  quatre  manières  différentes , dans  chacune  des 
six  permutations  des  trois  premières  : ce  qui  fait  24  per- 
mutations. Comme  le  même  raisonnement  peut  s’appli- 
quer à un  nombre  quelconque  de  lettres  différentes,  on 
en  conclura  : que  les  permutations  de  deux  lettres  diffé- 
rentes sont  exprimées  par  1.2=2:  celles  de  trois  , par 
1,  2.  3 = 6 : celles  de  quatre  , par  1.  2-  5.  4 = 24  : celles 
de  cinq  , par  1 . 2.  3.  4»  5 = 120  > et  ainsi  des  autres. 

307.  II.  Question.  On  demande  combien  de  permuta - 
irons  peut  donner  un  nombre  de  lettres  , parmi  lesquelles  il  y 
en  a qui  sont  répétées  , comme  dans  a , a , b. 

Nous  venons  de  voir  que  si  ces  trois  lettres  étaient  dif- 
férentes , et  qu’on  eût  a , b,  c , il  en  naîtrait  six  permuta- 
tions; attendu  que  les  deux  premièresa,6  en  donneraient 
deux , et  que  la  troisième  c pourrait  se  placer  de  trois 
façons  différentes  dans  chacune.  Or,  dans  a,  a,  b les 
deux  premières  lettres  ne  donnent  qu’une  permutation  , 
savoir  ; aa  ; donc  la  troisième  lettre  b ne  s'y  peut  placer 
que  de  trois  façons  différentes , et  par  là  les  six  permu- 
tations se  réduisent  à trois,  ou  bien  à- 


1.2 


= 3. 


Si  on  avait  proposé  les  quatre  lettres  a , a,  a , b , on 
aurait  pu  raisonner  de  même  , en  disant  que  si  toutes 
ces  lettres  étaientdifférentes , les  trois  premières  auraient 
fourni  six  permutations  , dans  chacune  desquelles  la 
quatrième  lettre  b aurait  pu  se  placer  de  quatre  diffé- 
rentes manières  ; ce  qui  aurait  donné  24  permutations. 
Mais  ces  six  permutations  des  trois  premières  lettres  se  ré- 
duisant à une , ou  bien  leur  nombre  devenant  six  fois  plus 
petit  , il  faut  aussi  que  le  nombre  total  des  permutations 
à quatre  lettres , devienne  six  fois  plus  petit  ; il  sera  donc 
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3o8.  Pu  général , on  trouvera  que  s'il  y a des  lettres  ré * 
pétées  , le  nombre  des  permutations  est  égal  à celui  qu'elles 
fourniraient  étant  toutes  diff  érentes  , divisé  par  celui  que 
fourniraient  les  le  ares  semblables  , combinées  conune  si  elles 
ne  l'étaient  pas. 

1.2  3.4.5 

1. 3.3.4 


Ainsi  le  nombre  des  permutations  d eaaaab 


—5  ; celui  die  aaabb , 


i.a.3. 4.5  _ . celuj  Je  aaabbb  , 

1.2.4. 1.2 


i.2.3. 4.S. 6 
1.2.3.  X..2. 3 


20. 


3og.  Ou  plus  généralement  un  nombrfe  m de  lettres/*  et 
un  égal  nombre  de  lettres  b,  prises  mbm,  donnent  cha- 
cune 1 permutation  , si  l’on  prend  m fois  a ou  m fois  b ; 
ear(3o8)  le  nombre  de  ces  permutations  est  alors  ex- 

. . . Wi. J-. ///— ■ 3 ...  ..  . 

prime  par = 1 elles  donnent  m permuta- 

m.m-l-m-v...  • 

tions  , si  l’on  prend  m — 1 fois  a et  1 fois  b ; car , dans  ce 
cas  .lenombre  de  permutations  est -=m:  elles 

donnent  — ■ — - perm u tâtions , si  l’on  prend  tm-2  fois  a et  a 

fois  b;  puisqu'un  tel  nombre  est  désigné  par  1,nli 
m.m-i 

— r ™ J.  etc.. . * fc 

i.a 

r 3i o.  Remarques.  I.  Lorsqu’on  multiplie  un  poly- 
noirle  simple  , un  certain  nombre  de  fois  par  lui-même  , 
chaque  terme  du  produit  doit  contenir  autant  de  lettres 
qu’on  multiplie  ensemble  de  polynômes;  en  sorte  que 
.si  ce  nombre  de  polynômes  est  m , la  somme  des  ex- 
posants de  chaque  terme  sera  m*  ■ • . • 

3 11.  II.  Chaque  terme  doit  se  trouver  autant  de  fois  au 
produit , que  ses  lettres  peuvent  donner  de  permutations.  En 
effet,  si  dans  l’exemple  ci-dessous  , on  écrit  toujours  la 
lettre  du  multiplicande  ayant  celle  du  multiplicateur , on 
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verra  que  si  dans  le  premier  produit  partiel  , on  place  b 
devant  a , dans  le  second,  on  le  place  après;  ainsi  le 
terme  ab  doit  se  présenter  deux  fois.  De  même  si  dans  le 
premierproduit  partiel,  c est  devant  a , dans  le  troisième, 
il  est  après  ; ainsi  le  terme  ac  s’y  trouve  deux  fois  ; c’est- 
à-dire  autant  de  fois  que  ses  lettres  peuvent  donner  de 
permutations.  11  én  est  ainsi  des  autres  termes  : et  la 
même  chose  arriverait  quel  que  fôt  le  nombre  des  facteurs  ; 
parce  que  cela  s'ensuit  de  ce  qu'ils  sont  supposés  les  mêmes  , 
et  de  < e qu'en  les  multipliant , on  écrit  leurs  lettres  les  unes 
à côté  des  autres.  - ' 


f f ' Exemple. 

r . . 

-,  1 s.  , ** 

: - s ’ > a + b -h  c 

• • * « + 5 + c ' ■ 


.5  .i 


Produits  partiels. 

■ , . ••  • i;  > • i 

Produit  total.  . .* 


' -+-  ba  -+-  ca 

* — - , . • l . * - • 

-H  ab  -4-  bb  ■+■  cb 

• ’ J « *. 

. ac  -H  bc  4-  CG 

: tt-t--  ■ » — — ■ - ■—  ■ 

. a’  -+-  2 ab  -+-  a ac  -4-  b*  -+•  2 bc 


1 

-4-  L» 


• Sia.  Corollaire.  Quand  on  élève  le  binôme  a •+•  b à la 
puissancem , chaque  terme  doit  donc  contenir  m lettr  s(Zia)et 
se  présenter  autant  de  fois  que  ses  lettr  s donnent  de  ptrmu- 
tôtionsi  3ii;).  Pour  former  cette  puissance  , il  n’y  a donc 
qu’à  savoir  (.  t.”  combien  on  peut  faire  d’espèces  diffé*- 
rentes  de  termes  à m lettres,  avec  un  nombre  m de  a et 
un  pareil  nombre  «le  b : 2.?  combien  de  permutations  ad- 
mettent  les  lettres  qui  forment  chaque  espèce  de  termes. 

Or  , les  espèces  différentes  de  termes  iun  lettres,  qu’on 
peut  ainsi  former  , se  déterminent  en  prenant  m fois  a et 
o fois  £>,ou  am  ; m-i  fois  a et  1 fois  b,  ou  am  'h\  m- a fois  a 
et  â fois  b , ou  am"1b' ....  o fois  a et  m fois  b . ou  b” . 

! . t • » *.  * ‘ . • * 

Le  nombre  des  permutations  pour  les  lettres  de  chaque 
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terme  est  (3og)  pour  a.m  , = » :pour«—  b, 

m.m-x.m-ielc.  _ m__ _ m . r a».,^  -rn-2ftc. 

ï./n-t  ./n-a .....  i i.a.ni-i 


T:.'!:.—  :pouri"  r=  î.  Il  faut  dont  que  la 

i . a r „ .•  , 

puissance  m du  binôme  4 + i se  présente  ainsi  : 

. m.m- 1 . , m.m-ï.rrt-2  , , 

_i_  rnam'b  H amtbl  h — û 

i . a : i . a . o 

Ainsi  la  forme  de  cette  puissance  qu’on  a déterminée 
ailleurs  ( 137)  par  induction  , se  trouve  ici  démontrée  par 
la  nature  même  de  la  chose. 


3i3.  Quoiqu’on  puisse  par  la  même  formule  trouver 
une  puissance  quelconque  d’un  trinôme,  d’un  quadri- 
nome  , etc.  ; il  est  cependant  plus  commode,  pour  éviter 
de  longues  multiplications  , de  la  former  directement , 
ainsi  qu’on  forme  le  quarré  oii  le  éube  ( 148  ).  Or  , d’a- 
près les  principes  précédents,  on  y peut  parvenir  par 
la  méthode  suivante.  Supposons  qu’on  cherche  la  qua- 
trième puissance  du  quadrinomen  ■+■  b c -f-  d;  pour  la 
trouver,  formez  d'abord  quatre  colonnes,  dont  chacune  cor* 
tienne  les  quatre  premières  puissanc  es  des  lettres  a , b , c , d : 
comm<  nçant  ensuite  par  le  terme  supérieur  de  la  première 
colonne  à gauche  , formez  , avec  les  termes  qui  sont  à la 
droite  , tous  Ls  produits  possibles  à quatre  dimensions  : don- 
nez pour  coefficient  à chaque  produit , le  nombre  qui  déter- 
mine combien  de  fie  rirt  utations  il  peut  avoir  ; et  vous  forme- 
rez la  puissance  cherchée. 

Ainsi  dans  l’exemple  Suivant , j’écris  d’abord  le  terme 
o* , sans  le  multiplier  par  d’autres  ; parce  qu’il  a'  quatre 
dimensions:  je  lui  donne  1 pour  coàfBcient  ; parce  que 
les  lettres  de  ce  terme  n’admettent  qu’une  permutation 
(5o8  ).  Descendant  à a * , je  vois  qu’il  peut  former  quatre 
dimensions  avec  b,  c ,d  ,e  t non  point  avec  d’autres  termes 
à sa  droite.  J’écris  donc  à*  b , a1  c , a?  d\  et  je  fais  le  coèf- 
ficient  4,  parce  que  chaque  terme  admet  ici  quatre  per- 
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rn  u tâtions ( 3o8  ).  a*  peut  donner  quatre  dimensions  aveç 

tionjf«r  î5ha?“e  trrae  ^«‘ettant  alors  6 permuta- 
tions  ( 3o8  ) , je  place  6 pour  coèfficient  de  a'  !,' , a • c» 

"*  « : le  même  n*  peut  donner  encore  quatre  dimensions 

ÎZA'fts -1  ■ et  ChaCUn  don,îar,t  «iors  i»  permuta- 

de  nlrf08^  1 4Cm  I2"^C’  12a%bd>  '***cd.  (Il  /st  inutile 
cie  parler. des  autres  termes  ). 

.Exemple.  , •> 

(a  + b + c ■+• à )* 


... 


rr-t 


•v  » 


a*' 


b « 

c* 

t • 

J 

c* 

c* 

V* 


o4  + 4 n»  b + 6 û>  + 4 ab'  + b*  + c*  + 

+ 4û'c  + 6û’  c!  + 4fl6!  + 44)c  + 4Cv 
* + 4û’<1+  6aV  -+-  A ad'  +4!|(>(/+  6 c’  d* 

+ uc'ic+  13  ab%  c «t-  fi  o*1  -+.  ^ c d* 

+ iaa'bd+  î aab'd  + 6 rf* 

+ 12fl‘crf+  I2ac'  b +.l2b'  cd 

~t~  1 2 a c d 4“  A b c* 

■ ■ ' • \ • _ . ~ . 

•+■  12  aer  b + A bd1 

• . . ’ • > ■ , x 

-4-  12  aà' c + 12  bc'd 

M OÎ  ' il  , Yj  •+■  12  bd1  C 

S14.  DéfikiVion.  JYovs  entendons  par  combinaison s 

tzzzrnt^fle  nombre  *****  ces  çzz: 

a trois  etc  Z'’  Z “"*  * ^ -**  A âùUx  ■ ' °«  '">* 

trois  combiné  ^1*  (*Mantitës  / c admettent 

trois  combinaisons  une  à une,  savoir,  a,  b c-  trois 

combinaisons  deux  h deux,  savoir,  ab  Je  bc  • et  Z 

combinaison  trois  à trois,  savoir,  abc.  W 
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3 1 5.  III.  Question.  On  demande  combien  de  combi- 
naisons peut  donner  un  certain  nombre  de  quantités , comme 
a, b,  c , d , en  les  prenant  d'abord  une  à une,  ensuite  deux 
à deux  , puis  trois  à trois  , etc. 

J’observe  i.°  que  prises  une  à une  , elles  donnent  au- 
tant de  combinaisons  qu’il  y a de  lettres  ; ainsi  m lettres 
donneraient  m combinaisons. 

a.°  Que  les  prenant  deux  à deux  , j’écris  une  fois  plus 
de  lettres  , que  je  ne  forme  de  combinaisons  ; puisque  ja 
mets  deux  lettres  dans  chacune.  Connaissant  donc  la 
nombre  des  lettres  écrites  , et  le  divisant  par  2 , j’aurai  la 
nounbre  de  leurs  combinaisons  deux  à deux. 

Pour  avoir  le  nombre  des  lettres  écrites  , je  remarqua 
que  chaque  lettre  doit  être  écrileavec  chacune  des  autres  ; 
et  qu’ainsi  s’il  y en  a 4,  chaoune  sera  écrite  3 fois  ; donc 
le  nombre  des  lettres  écrites  sera  4-  3 : s’il  y en  a 5 , cha- 
cune sera  écrite  4 fois  ; donc  le  nombre  des  lettres  écrite* 
sera5-4  : s’il  y a m lettres,  chacune  sera  écrite  un  nombre 
de  fois  exprimé  par  m — î ; donc  alors  le  nombre  des  lettres 
écrites  sera  m.m- — i ; et  par  conséquent  Celui  des  combi- 
naisons deux  à deux  sera  HLül — L , Pour  avoir  les  combi- 

a * * 

nuisons  de  ces  lettres  trois  à trois , j'observe  également 
que  mettant  trois  lettres  dans  chaque  combinaison,  j’é- 
crirai trois  fois  autant  de  lettres,  que  je  formerai  de  com- 
binaisons. Il  ne  s’agit  donc  que  de  trouver  ce  nombre  de 
lettres  écrites,  puisqu’en  le  divisant  par  3,  j’aurai  le  nom- 
bre de  leurs  combinaisons  trois  à trois. 

! Pour  le  trouver  , je  remarque  que  si  j’ai  quatre  lettre* 
à combiner  trois  à trois  , comme  a , b , c d , chacune 
sera  répétée  autant  de  fois,  que  les  trois  autres  peuvent 
donner  de  combinaisons  deux  a deux.  En  effet , pour  faire 
les  combinaisons  trois  à trois,  on  voit  qu’il  faut  mettre  a 
dans  chacune  dès  combinaisons  deux  à deüx  ,' qu’on 
peut  faire  avec  b , c , d t-  qu’il  faut  mettre  b dans 
chacune  des  combinaisons  deux  à 'deux  , qu’on  peut 
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faire  avec  a.,  c , d : : il  en  est  de  même  de  c par  rap^ 
port  à a ,h  , d t et  de  d par  rapport  à a , b , c.  Donc 
si  j’ai  m lettres , je  vois  que  chacune  sera  répétée  un  nom* 
bre  de  fois  exprimé  par  le  nombre  des  combinaisons  deux 
k deux,  que  peuvent  donner/?» — 1 lettres  ; c'est-à-dire. 


par 


m- 


■l.nt — 2. 


■ . Donc  alors  le  nombre  des  lettres  écrites 


trois  à trois  sera 


m - m — i.m.a. 


; et  par  conséquent  1«  nom- 


m.m — i .m — 2.  n 


bre  des  combinaisons 

2.  3 -.t  j 

Par  un  semblable  raisonnement,  on  tirôuV-erait  que  m 
lettres  combinées  quatre  à quatre  , donneraient  un 

nombre  de  combinaisons  exprimé  par”— — ^3  * — "A 

H en  serait  de  même  de  toutes  les  autres. 

3i6.  IV.  Question.  On  propose  une  loterie  , dans  la- 
quelle 1 \i  y a un  nombre  m de  numéros  , qu'on  peut  prendre 
en  les  combinant  ou  un  à un  , ou  de  lue  d deux  , ou  trois  à 

trois ouràv.  De  tousses  numéros , il  n’en  doit  sortir 

de  la  roue  dejortune  qu’un  nombre  n 5 èt  Pan  demande  dans 
quel  rapport  est  la  probabilité  de  gagner  a celle  de  perdre , 
en  prenant  un  nombre  p de  combinaisons  , ou  simples , ou 
doubles , ou  triples  , ou  etc. 

- Solution.  La  probabilité  qu’on  a de  gagner  est  en 
raison  du  nombre  des  combinaisons  qu’on  a prises  , et  du 
nombre  de  celles  qui  doivent  sortir  delà  roué  de  for- 
tune : tandis  que  la  probabilité  de  perdre  eét  en  raison  du 
nombre  des  combinaisons  qui  ne  sortent  pas  (241  )•  Or, 
ii  y a Un  nombre  n de  combinaisons  simples  , qui  sortent 
de  la  roue  ,-et  un  nombre  m—n  qui  né  sortent  pas.  Ainsi 
par  ce*  sortes  de  combinaisons  , l'espérance  doit  être  à la 
«ram te,  comme np  ;/»—■*.  Pourlescômbinaisons doubles, il 

y en  a un  nombre”-^^’  qui  doit  sortir  de  la  roue  de  for-\ 


tune  , ét  un  nombre 


m*— m— 


qui  n’en  doit  pas  sortir. 
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Ainsipar  celles-là  l’espérance  est  à la  crainte  ” ~ — : 

m —m  trouvera  même  que  par  les  combi- 

, , „ . , , . p(«J-3/(*-+-a«) 

naisons  triples,  1 espérance  est  à la  crainte  • • 


2.  3 


1 — 3nt,-h2m — a1  -f-3/i* — 2 n 


De  sorte  que  si  l’on  fait  p = i,  m=go  et  n — 5,  on  aura 
par  les  combinaisonssimples,  que  la  probabilité  de  gagner 
est  à celle  de  perdre  ::  i : 17  ; parles  doubles  ::  1 : 3gg,  5; 
par  les  triples  ::  1 : 11747* 

• 317.  V.  Question.  On  demande  ici  combien  on  peut  faire 
de  questions  différentes  sur  les  progressions  arithmétiques  et 
géométriques , en  supposant  connues  trois  de  ces  cinq  choses t 
le  premier  terme  a , le  dernier  t,  le  nombre  des  termes  a , le 
quotient  ou  la  différence  q,  la  somme  s. 

Solution  . Puisqu’on  suppose  qu'à  chaque  fois  il  y a trois 
données,  et  par  conséquent  deux  inconnues,  il  y a deux 
fois  autant  de  questions  à faire  , qu’on  peut  trouver 
de  différentes  combinaisons  pour  ces  trois  données.  Or, 
pour  celles-ci,  il  y a 10  combinaisons , puisque  (3i5)à 
prendre  5 choses  trois  à trois,  le  nombre  des  combinai- 
S 3 

sons  est  -■  = 10.  Il  y a donc  20  questions  différentes 

& faire  sur  les  progressions,  connaissant  trois  des  cinq 
choses  qui  y entrent;  et  elles  se  résoudront  toutes  par  les 
deux  propriétés, dont  l’unedonne  l’expressionde  la  somme 
de  tous  les  termes,  et  l’autre  celle  du  dernier  ; et  dans  le 
cas  où  il  s’agira  de  trouver  la  valeur  des  inconnues  expo-* 
nentielles,  comme  il  arrive  dans  la  progression  géométri- 
que,  on  aura  recours  aux  propriétés  des  logarithmes,  dé-» 
taillées  ci-dessus  (Chap.  IX). 


J - - ’U 
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SECTION  IV. 

De  V Anal  y se. 


CHAPITRE  PREMIER..*: 

Des  propriétés  générales  des  Equations .. 

L.  .,•■}».•  • 

'analyse  en  général  est  l’art  de  décomposer  un# 
quantité  en  toutes  celles  qui  y sont  contenues  ; mais  ici 
nous  n’entendons  par  là  que  les  moyens  de  trouver  dans  une 
expression  algébrique  la  valeur  de  certaines  quantités  qui 
y sont  combinées  avec  d'autres.  Celles  dont  on  cherche  U 
valeur,  et  qui , pour  cette  raison,  sont  appelées  des  incon* 
nues , s’expriment  ordinairement  par  les  dernières  lettres 
de  l’alphabet,  x ,y , z , et  les  quantités  données  qu  con- 
nues, par  les  premières.  Pour  trouver  ces  valeurs  , on 
forme  une  équation  ou  expression  d égalité'  entre  plusieurs 
quantités  ; tout  ce  qui  est  à la  gauche  du  signe  =,  en 
est  le  premier  membre,  et  ce  qui  est  à la  droite _*  en  est  le 
second.  Quand  on  est  parvenu  à laisser  l’inconnue  seule 
dans  un  membre , tandis  que  1 autre  est  composé  de  quan* 
tirés  toutes  connues,  alors  on  a dégagé  l’inconnue:;  ou 
Bien  on  a trouvé  sa  valeur.  Cette  valeur  est  appelée  une 
ladite  de  léquation  , et  l'on  ne  doit  point  confondre 
ces  sortes  de  racines  avec  celles  que  fournissent  les  puis*- 
sauces.  ' ‘ “ . 

, . 1 L - !»  A . • 

. ; 3 1 g.  Axiome.  On  ne  détruit  point  légalité,  entre  les  deux 
yiembres  d une  équation , si  Ion  fait  subir  les  mêmes  tdtartge- 
ments  à T un  et  à Vautre.  • ; io  l . 

On  peut  donc  leur  ajouter  ou  bien  en  soustraire  1» 
même  quantité;  les  multiplier  ou  les  diviser  par  la  même 
quantité  ; les  élever  à la  même  puissance  ou  bien,  en  e*.— 
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ïraire  la  même  racine,  sans  détruire  l’égalité  qu’il  y avait 
entre  eux  avant  ces  changements. 

320.  Co no  l la  1 a e.  Il  suit- de  là,  1.®  que  si  le  mémo 
ter/ne  avec  le  même  signe  se  trouve  dans  les  cteux  membres 
d'une  équation,  on  peut  V effacer  de  part  et  d'autre.  Pur  là 
l'expression  devient  plus  simple,  sans  que  légalité  soit 
détruite.  Ainsi  a*  4-  b=zx  -f-  a'  devient  b — x,  en  effaçant 
fl’  de  part  et  d’autre. 

321.  2.0  Que  s'il  y a plusieurs  termes  semblables  dans  une 
équation,  on  peut  les  réduire  a un  seul.  Ainsi  a‘  4-  x f 3 a’ 
= c 4-  x,  devient  4 a?  —c. 

322.  3.°  Qu'en  changeant  le  signe  d'un  terme , on  peut  le 
faire  passer  d'un  membre  d'équation  à f autre  , sans  détruire. 
Cégalitè.  Ainsi  x'-hpx  = q — t,  peut  se  changer  en 
a:’  4-  px-\-  t=zq ; car  par  là  on  ne  fait  qu’ajouter  la  mémo 
quantité  4-  t aux  deux  membres,  et  réduire  le  second  ; 
puisque  x*  4-  px—q  — t devient,  en  ajoutant-)- r des  deux 
parts , x'  4-  px  4 -t  — q — H-l;  et  réduisant  le  second 
membre, x*  4 /u+  t—q.  Si  l’on  avait  fait  x'+px — q— — t, 
on  aurait  soustrait  q de  chaque  membre  (cette  opération 
s’appelle  transposition).  Un  peut  donc  par  la  transposition , 
faire  passer  tout  le  second  membre  dune  équation  dans  le 
premier,  en  laissant  o à sa  place.  Ainsi  x’  4 px  — q — t 
peut  devenir  x ■*  4 px  — q 4 t — o. 

323.  Si,  après  avoir  transposé  tous  les  termes  d’une 

équation  dans  un  seul  membre  , on  les  ordonne  par 
rapport  à une  inconnue,  on  les  appellera  premier,  se- 
cond, troisième  terme,  selon  l'ordre  décroissant  des  expo- 
santsde  cette  inconnue  ; et  on  appellera  dernier  terme  celui 
où  l’inconnue  ne  se  trouvera  pas.  Si  enfin  la  lettre  par 
laquelle  on  ordonne  l’équation,  a le  même  exposant  dans 
plusieurs  termes,  on  les  écrira  les  uns  sous  les  autres,  er 
ils  seront  censés  faire  un  même  terme  complexe.  Ainsi 
l’équation  suivante,  ordonnée  par  rapport  à x,  s’écrira 
sous  la  forme  qu’on  voit  ici,  et  on  dira  qu’elle  ne  contient 
que  quatre  termes.  „ . > 
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Après  qu’une  équation  a été  réduite,  autant  qu’il  est 
possible,  on  dit  qu’elle  est  du  degré  exprimé  par  le  plus 
haut  exposant  de  l’inconnue,  si  elle  n’en  renferme  qu’une; 
ou  bien  par  la  plus  grande  somme  de  leurs  exposants 
dans  le  même  terme,  si  elle  en  renferme  plusieurs.  Ainsi 
l’équation  précédente  est  du  troisième  degré  ; celle-ci 
xy  -t-  x + p = o est  du  second  ; et  celles-ci  x + b ==  c, 
x -h y z = q , sont  du  premier  (*). 

Comme  chaque  opération  d’algèbre  a sa  contraire,  il 
est  évident  qu’il  faut  chercher  à dégager  l’inconnue,  par 
des  opérations  opposées  à celles  qui  l’ont  engagée  avec  les 
connues.  Or,  si  l’équation  est  résoluble,  il  n’est  point 
possible  que  l’inconnue  n’ait  été  engagée  par  quelqu’une 
des  six  opérations  suivantes,  ou  par  plusieurs  à la  fois  ; 
savoir,  par  addition  ou  soustraction  ; par  multiplication 
ou  division;  par  l’élévation  à quelque  puissance,  ou  par 
l’extraction  de  quelque  racine. 

3^4.  I.  Si  l'inconnue  est  engagée  par  addition  ou  par 
soustraction  , il  faut  la  dégager  par  la  transposition  , en  la 
rendant  positive  dans  un  membre , et  transposant  tous  les 
termes  dans  l'autre.  Ainsi  dans  x p 4-  q = r , j’écris 
x=r—  p — q ■ dans  a b — c—cd  — x , j’écris  x zpz  c d 
■ — ab  + c.  Je  suis  sûr  que,  sans  détruire  l’égalité  (3 1 9), 
j’ai  employé  l’opération  opposée  à celle  par  laquelle  l’in- 
connue était  engagée. 

3 aS.  II.  Si  l’inconnue  est  multipliée,  il  faut  composer  un 
membre  des  seuls  termes  où  elle  se  trouve , et  diviser  toute 


(’)On  appelle  aussi  équations  linéaires , celles  du  premier  de- 
fi,c  ; équations  planes,  celles  du  second  ; équations  cubiques , 
celles  du  troisième.  Ces  dénominations  sont  fondées  sur  quelques 
rapports  avec  les  dimensions  de  l'cteudue,  desquels  nous  parlerons 
**n  géométrie. 
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r équation  par  ce  qui  multiplie  cette  inconnue.  Ainsi  dans 
ax  + b — coa  a,  en  transposant  b , et  divisant  par 
t—i b w . . 

a,  x—  — . Mais  nous  avons  vu  que  si  la  même  quan- 
tité entre  pour  facteur  dans  plusieurs  termes , elle  fait  un 
produit  avec  tout  ce  qui  n'est  pas  elle,  dans  ces  minus 
terrrus.  Il  faut  donc  alors,  pour  dégager  l’inconnue,  di- 
viser l’équation  parce  qu’il  y a dans  ces  termes  de  diffé- 
rent de  l’inconnue.  Ainsi  dans  ax  + + r = je 

vois  que,  dans  le  premier  membre  x , fait  un  produit  avec 
a 4-  b-\-  i ; divisant  donc  toute  l’équation  par  ce  facteur, 

.,  . c d 

jan= — — . 

a 4-  b -f-  I 


• . 3 26.  III.  Si  l'inconnue  est  divisée,  il  faut  tout  mulei- 

plier  par  ce  diviseur.  Ainsi  dans (-  b—c — d,  multipliant 

d’abord  par  a,  j’ai  x 4-  afr=  ac — ad , et  transposant  j’ai 

X 

x —ac  — ad  — ab.  Dans  — = c , j’ai  x — ac  — le.  En 

général  , pour  faire  disparaître  les  fractions  dans 
une  équation , il  Jaut  multiplier  tous  ses  termes  , par 
le  produit  de  tous  les  dénominateurs.  Or , pour  cela  , 
il  suffit  , dans  chaque  terme  fractionnaire  , d’effacer 
le  dénominateur,  et  de  multiplier  par  tous  les  au- 
tres dénominateurs  ( 55  ).  Ainsi  — 4-  — e = f de- 

ü J ’ 

rient  ad  4-  ex — dex  ~ dfx...  — f-  — 4-  — t — u , de- 

ub  p r 

vient  prx  * 4-  abrx  4-  abpq  — abpn  — abpru.  Par  là , on  ne 
fait  que  multiplier  les  deux  membres  par  les  mêmes  fac- 
teurs , ce  qui  ne  détruit  point  l’équation. 

327.  IV.  Si  l’inconnue  est  élevée  à quelque  puissance  , 
il Jaut  ( s'il  se  peut)  la  laisser  seule  dans  un  membre  , et  ex- 
traire de  part  et  ef  autre  la  racine  analogue  a cette  puissance. 
Ainsi  dans  ab  4-  x1  — c,  j’écris  x'  = c — ab  ; et  extrayant, 
la  racine  quarrée,  x = ±.  \/c — ab  ( Nous  parlerons  plus 
bas  des  differents  cas  qui  se  présentent  ici).  Enfin,  si  Tin- 
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connue  est  affectée  de  quelque  radical  , il  faut  le  faire 
disparaître  en  enlevant  tous  les  termes  à la  puissance  qui 
répond  à ce  radical . Ainsi  v'x  ~ b devient  x — b';  \/ x1 

=a  -+-  b devient  xJ  =(n  -t-û  ) * e X.  x—\/  ( a ■+■  by. 

La  manière  dont  V inconnue  est  engagée  fera  donc  voir  , 
dans  tous  les  eus  , quelle  est  celle  des  opérations  précédentes 
qu'il  faut  employer  pour  la  dégager. 


CHAPITRE  II. 

\ 

Des  équations  dti  premier  degré  à une  seule  inconnue. 

3a8.  A va  nt  d’en  venir  à l’application  des  règles  précé- 
dentes , il  se  présente  quelques  réflexions  à faire  sur  la 
manière  de  mettre  un  problème  en  équation.  D'abord  on 
voit  qu’il  serait  absurde  d’en  demander  la  solution , sans 
assigner  quelque  condition  , ou  rapport  des  quantités 
connues  avec  les  inconnues  , d’où  l’on  pût  la  tirer.  Quel- 
quefois , à la  vérité  , on  n’est  pas  obligé  de  détailler  ces 
conditions;  parce  qu'elles  dépendent  de  certaines  pro- 
priétés. des  quantités  qui  entrent  dans  le  problème  ; et 
que,  sans  être  explicitement  énoncées  , elles  n’en  sont  pas 
moins-  renfermées  dans  la  question  proposée.  Dans  ce  cas 
l’analystene  peut  les  découvrir  , queparla  réflexion  aidé» 
des  connaissances  relatives  au  sujet  dont  il  s’agit.  Cescon- 
dirions  une  fois  connues,  il  exprimera  par  des  lettres  les 
différentes  quantités  qui  entrent  dans  la  question,  et  il 
formera  autant  d'équations,  qu’il  y a de  rapports  diffé- 
rents entre  ces  quantités.  Il  évitera  surtout  d’introduire 
dans  le  calcul  plus  de  lettres  qu’il  n’en  faut  , et  de  pré- 
senter comme  indépendantes  des  équations  qui  , par  quel- 
que opération  algébrique,  peuvent  se  réduire  à la  même. 
Eüfin  il  s’assurera  , avant  de  commencer  ses  calculs , que 
disque  équation  est  la  traduction  exacte  de  la  condition 
- qu’elle 
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qu’elle  doit  exprimer  , et  que  toutes  ensemble  rendent 
fidellement  la  question  proposée.  Mais  ici , comme  dans 
plusieurs  autres  cas,  les  exemples  instruisent  mieux  que 
les  préceptes. 

529.  Problème  I.  Pierre  et  Jean  ont  fait  ensemble  un 
fonds  de  565  écus  ; Pierre  en  a mis  i3y  de  plus  que  Jean  , 
on  demande  quelle  esc  la  mise  de  chacun. 


Soldtion.  t.°.  Je  vois  que  les  noms  de  mise  , d’écus  , 
de  Pierre  et  de  Jean , sont  de  pures  (^nominations  inutiles 
pour  la  solution  de  la  question.  C’est  pourquoi, les  laissant 

f 565  = « 
à part , je  fais  : < 

l là']  — 0 

2.°  Quoiqu’il  paraisse  d’abord  qu’il  y a ici  deux  incon- 
nues , savoir,  la  mise  de  Pierre  et  celle  de  Jean,  je  vois 
bientôt  qu’il  n’y  en  a réellement  qu’une  ; puisque  con- 
naissant celle  de  Pierre  , il  suffira  d’en  soustraire  137 
écus  ou  b , qui  fait  la  différence  des  mises  , pour  avoir 
celle  de  Jean.  Ainsi , appelant  la  première  x , la  seconde 
sera  x — b. 


3.°  D’après  les  conditions  du  problème,  il  faut  que  la 
somme  de  ces  deux  mises  vaille  565  écus  ou  a ; donc  tout 
sera  exactement  expriméenfaisant  x-+-x — b — a.  Trans- 
posant et  réduisant , zx=  a + b ; et  divisant  par  a ( 5»5  ) 

x — a.~^—  } expression  de'  la  mise  de  Pierre.  Pour  avoir 

celle  de  Jean  , je  soustrais  b de  — - — , ce  qui  donne  — - — 
— ô;  et  donnant  un  même  dénominateur,  puis  réduisant, 
je  trouve  . Si  je  substitue  les  nombres  à la  place  des 


lettres,  la  mise  de  Pierre  sera 


565-i-i37  702 


= 35. 


n 1 r 565— 137  __  428  , 

ecus  , et  celle  de  Jean  sera 214  tcus. 

» a 2 

En  effet  , on  trouvera  que  la  somme  <!e  ces  deux  mises 

Alglbrc.  . 11 
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«St  565  , et  que  l’excès  de  la  première  sur  la  seconde  est 

i57  , comme  le  problème  le  porte. 

55o.  Remarque.  L’analyse  mène  souvent  à des  vérités 
qu’il  est  aisé,  en  suivant  une  marche  contraire,  de  prou- 
ver par  la  voie  de  la  synthèse.  Ainsi  la  solution  du  pro- 
blème précédent  peut  donner  lieu  à ce  théorème. 

33 1.  Théorème.  La  plus  grande  de  deux  quantités 
vaut  la  moitié  de  leur  somme , plus  la  moitié  de  leur  diffé- 
rence ; et  la  plus  petite  vaut  la  moitié  de  la  somme  , moins 
la  moitié  de  la  differeftee . 

Démonstration.  Soit  a>b%.  i.°  je  dis  que  l’on  trouve 
a en  prenant  la  moitié  delà  somme  de  a et  de  b,  savoir  : 

a+h  } et  lui  ajoutant  la  moitié  de  la  différence , qui  est 
\ En  effet , - 


2 

a — b 


— — — ^en  effaçant  -(-  — et 


devient  — a -h  — cou  a.  2.°  Je  dis  quon  trouve  b en  sous- 

3 2 

trayant  lamoitiéde  Indifférence  delà  moitié  delà  somme  ; 

, , , — •a-\rb  a/>  . 

car  il  vient  alors ~~  — u 


332.  Problème  II.  Trouver  un  nombre,  qui , multiplié  par 
12  , vaille  autant  qu'ajouté  à 12. 

Solution.  Soit  * pour  ce  noffibre  , et  nous  aurons 

„ __  J2 

x + 12=  îzx;  donc  12=12.2  — x — 1 1 a:,  et  .2  ^ . 

Si  au  lieu  de  12  nous  écrivions  a , il  nous  viendrait  x=z 
a . et  l’on  pourrait  déduire  de  là  cette  propriété  gé- 
nérale: que  si  un  nombre  est  divisé  par  un  autre  plus  petit 
que  lui  d'une  unité,  le  quotient  sera  tel  que,  soit  en  [ajou- 
tant au  dividende,  soit  en  le  multipliant  par  ce  dividende , 
la  somme  et  le  produit  seront  toujours  égaux.  Ainsi  12  + 

i— ,ou  i3  — , vaut  autant  que  12  X — — l5TT: 

' 11»  1*  11  1 
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de  même  4 4-  -t-  = 4 *-4~>car  l’un  et  l’autre  de  ces 

o o 

nombres  est  5 — . 

533.  Problème  III.  Un  marchand  a trois  débiteurs  , 
A , B , G ; //  a oublié  ce  que  chacun  lui  doit , et  se  souvient 
seulement  que  les  dettes  de  A et  de  B , ajoutées  ensemble , 
valent  §0  écus  ; celles  de  A et  de  C , 80  ; celles  de  B et  de  C, 
92.  On  demande  combien  chacun  lui  doit. 

Solution.  J’appelle  la  dette  de  A , x ; et  puisque  par 
la  première  condition  , étant  ajoutée  à celie  de  B,  elle 
vaut  Go  écus  , l’autre  sera  60 — x.  De  plus  , comme  A,et  G 
par  la  seconde  condition  doivent  80  écus  , la  dette  de  G 
est  80— x : et  enfin  , puisque  , par  la  troisième  supposition  , 
les  deux  dettes  de  B et  de  C ajoutées  ensemble  valent  ga 
écus  , 60  — x.  -4-  80  — x — ga.  En  transposant  , j’ai  dono 
140 — g a — o.:r.  : réduisant  2 x =48  : divisant  par  2,  x — 24. 
Donc  A doit  .24  écus  ; B qui  doit  60  — x , en  doit  36  ; 
et  C qui  doit  80  — x , en  doit  56;  et  l’on  voit  que  ces 
nombres  remplissent  les  conditions  du  problème. 

534-  Problème  IV.  Qu<lqu un  regardant  à sa  montre , 
on  lui  demande  l'heure  qu'il  est.  Il  répond  : entre  5 et  6 , 
mais  comme  on  veut  une  réponse  plus  précise,  il  ajoute  : 
dans  cet  instant  l'aiguille  des  minutes  et  celle  des  heures 
sont  sur  le  même  point.  *On  demande  quelle  heure  il  était 
alors. . 

Solution.  Il  ne  s’agit  ici  que  de  chercher  la  partie 
ou  les  parties  d’une  heure,  qu’il  faut  ajouter  à 5.h  pour 
avoir  l’heure  demandée.  Appelant  donc  cetlepartie  d'heure 
je  i le  point  où  se  rencontrent  les  deux  aiguilles.  A,  j’ob- 
serve que  dans  le  temps  que  l'aiguille  des  heures  a par- 
couru sur  le  cadran  l’espace  x,  celle  des  minutes  est  venue 
de  midi  én  A,  c’est-à-dire,  que  désignant  par  1 chaque 
intervalle  qui  sépare  les  heures  sur  le  cadran  , elle  aura 
parcouru  dans  ce  même  temps  un  espace  désigné  par 
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5 -t-  x.  Or  , la  vitesse  de  la  première  étant  la  douzième 
partie  de  celle  de  la  seconde  , l'espace  x doit  être  la  dou- 
zième partie  de  5 -+-  x%,  ce  qui  donne  l'équation  x = 


1 2 


ôtant  la  fraction  et  transposant , il  vient  1 1 x=  5 ; et  en- 
fin x ==  h.,  c’est-à-dire,  qu’il  était  alors  5.h  h — — ou 

" 11 


11 


3 


11 


bien  5tu,  27* 

Si  le  point  auquel  répondent  les  aiguilles  , eût  été  sup- 
posé entre  6 et  7,  on  aurait  eu  x = h.  ; entre  7 et  8 , 

r-r  JL  h.:  entre8  et  g,  x— h.;  de  sorte  queledénoini- 

11  11  l 

nateur  de  cette  fraction  est  toujours  1 1 , et  le  numérateur 

est  le  nombre  qui  désigne  l’heure  au-delà  de  laquelle  les 

aiguilles  sont  supposées  se  trouver. 

335.  Problème  V.  Un  ?narchand  a deux  sortes  de 
vin  , Fun  à 20  s.  la  pinte , F autre  à 12  s.  Il  veut  les  mêler 
ensemble  pour  en faire  100  pintes  ài^s.la  pinte  ; on  demande 
combien  il  doit  prendre  de  pintes  de  chaque  sorte. 


Solution.  Si  l’on  appelle  a:  le  nombre  des  pintes  de  la 
meilleure  sorte,  100 — x exprimera  le  nombre  des  autres. 
Il  faut  donc,  pour  avoir  en  sous  le  prix  de  la  meilleure 
sorte,  multiplier  26  par  je,  ce  qui  fait  20  x;  pour  avoir  le 
prix  de  l’autre,  multiplier  100— » a-  par  12  , ce  qui  fuit 
1200 — 12x5  et  pour  avoir  le  prix  du  mélange,  multi- 
plier 100  par  14  , dont  le  produit  est  1400.  Or,  le  prix 
des  deux  sortes  devant  valoir  ensemble  le  prix  du  mé- 
lange , ou  a 1200  — 12  x + 201:  = 1400.  Réduisant  et 

transposant,  8x1=200;  ou  bien  x =:  = a5  ; c’est- 

à-dire,  que  le  nombre  des  pintes  de  la  meilleure  sorte  doit 
être  a5  , et  celui  de  l’autre  sorte  100  — 2 5 ou  75. 
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CHAPITRE  III. 

Des  équations  du  premier  degré  à plusieurs  inconnues. 

536.  Si  un  problème  ne  fournit  pas  autant  d’équations 
que  d’inconnues,  il  n’est  point  possible  de  trouver  la  va- 
leur de  chacune.  Par  exemple , si  on  n’avait  que  cette 
équation  ax  — c — !y,  avec  les  deux  inconnues  qu’elle  ren- 
ferme , on  aurait  en  divisant  par  a,  x—- — — , ou  bien 

a 

en  divisant  par  b,y=  -—jp—  > où  l’on  voit  que  la  valeur  . 

de  x renferme  .y,  et  que  celle  dey  renferme#.  Ainsi  ces 
sortes  d’équation  n’apprennent  rien  ni  sur  x ni  sur^ , à 
moins  qu’on  ne  suppose  une  valeur  à l’une  ou  à l’autre. 

Faisant,  par  exemple  yy=6  , j’aurai#  = — — ; et  fai- 
ts 

sant  # = 2,  j’aurai^  — — — . Ces  sortes  d’équations  s’ap- 
pellent indèterm inées , et  les  problèmes  qui  les  donnent, 
sont  aussi  appelés  problèmes  indéterminés  ; parce  qu’ils  sont 
susceptibles  d’une  infinité  desolutions  , à moins  que  l’état 
de  la  question  ne  leur  fixe  des  limites.  Nous  ne  dirons 
rien  ici  de  ces  sortes  d’équations. 

337.  On  appelle  déterminé  tout  problème,  qui  fournit 
autant  d’équations  , qu’il  contient  d’iuconnues.  C’est  de 
ceux-là  dont  nous  allons  parler,  en  commençant  d'a- 
bord par  ceux  qui  ne  renferment  que  deux  inconnues. 

Or  , dans  ces  problèmes,  il  peut  arriver  trois  cas  : 1 ,°que 
chaque  inconnue  n'entre  que  dans  une  équation  , comme 
dans  ay  -+-  b—  c,  dx  -f-  ez=  f ; et  alors  on  trouve  la  valeur 
de  chacune,  par  les  méthodes  ci-dessus.  2.0  Qu’une  des 
inconnues  entre  dans  une  seule  équation  , et  l’autre  dan» 
deux  t comme  dans  ax  -t-  by  = c , dx  H-  ey  =r  f.  3.°  Que 
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chaque  inconnue  entre  dans  deux  équations,  comme 
dans  ax  -+-  by  =.  c,  dx  H - ey  — f. 

Dans  les  deux  derniets  cas,  on  a deux  méthodes  pour 
trouver  la  valeur  de  chaque  inconnue. 

PREMIERE  MÉTHODE. 

( * ) Prendre  les  valeurs  égales  d'une  même  inconnue. 

338.  1.*  Dans  chacune  des  deux  équations  données  ( que 
j'appelle  premières  équations), /m/tc;;  à part  la  valeur  d'une 
même,  inconnue,  a.”  Egalez  ensemble  ces  deux  va  Puis , et 
vous  aurez  une  équation  avec  une  seule  inconnue  , dont  vous 
trouverez  la  valeur  par  les  méthodes  ci-dessus.  3.°  Dans  la 
plus  simple  des  équations  précédentes  , substituez  cette  va- 
leur à la  place  de  l'inconnue , et  vous  aurez  la  valeur  de 
l'autre. 

Exemple. 


Premières  e'qualions. . . 


(ax  -f-  by  — c 
dx  ■+■  ey  —f 


Valeurs  égales  de  .r 


Equation  des  valeurs 
égales  de  x 

Valeur  de  y 

Substituant  celte  valeur 
de  y , il  vient  pour  x. . 


{ 

{ 

{ 


X 


c — b y 
a 

f—  cy 

d . 


c — by  f — ey 

a U 

y — “f”  Ctl  \ 

J ~~  ae  — bd  J 

ce  — h f 

x — — - 

ae  — bd 


} 


(*)  Prendre  ta  râleur  d'une  inconnue , n’est  pas  la  même  chose 
que  trouver  la  valeur  de  cette  inconnue.  Ou  en  prend  la  valeur  ca 


Digitized  by  Google 


de  Mathématiques.  167 
SECONDE  MÉTHODE. 

Substituer  la  valeur  d'une  inconnue. 

35g.  i.°  Dans  une  des  premières  équations , prenez  la 
valeur  iT une  inconnue  , et  l'écrivez  à part.  3..°  Dans  l'autre 
équation  , substituez  cette  valeur  à la  place  de  cette  même 
inconnue  ; et  vous  aurez  une  équation  avec  une  seule  in- 
connue , dont  vous  trouverez  la  valeur.  Dans  l'équation 
mise  à part , substituez  cette  valeur  à la  place  de  l'inconnue 
qu'elle  représente  , et  vous  aurez  la  valeur  de  l'autre. 

Exemple. 


\vÆ7ppÆ[  y = «- 

I4  y-x=4mii 


ni  1ère. 


= c — zx  j. 


Valeur  de  y ( -v  valeur  ne  x r 8<+2f/l 

substituée  dans  / s.  substituée  dans  J yzz:c— } 

la  seconde  ....  I4C— CjX=d)  celle  de  ( 9 J 

f 4 c — d f _ c+  2d  1 

Valeur  de  x....  j te — - J-Valeurde>'...|^  — ^ V 


•\  Valeur  de  x 


340.  ScO  LIE.  Quand  il  n’y  a que  deux  inconnues  , et 
quelquefois  même  quand  il  y en  a trois , si  l’on  veut  en 
éliminer  quelqu’une  , il  est  ordinairement  plus  simple  de 
la  rendre  positive  et  de  lui  donner  le  même  coèfticient 
partout , puis  de  soustraire  une  équation  del  autre.  Or, 
*pour  donner  dans  deux  équations  le  meme  coèfficient  à 
une  inconnue  , il  faut  multiplier  chaque  équation  , par  le 
coèfficient  que  cette  inconnue  a dans  l autre.  Ainsi  dans 


faisant  d’elle  seule  un  membre  d'équation,  de  quelques  quantités, 
soit  connues,  soit  inconnues,  que  l'autre  membre  soit  composé; 
mais  on  n’en  trônvc  la  valeur  qu’autant  qu  étant  seule  dans  un 
membre  d'equatiou,  l’autre  membre  est  compose  de  quantités  toutes 
couuues. 
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ax  4-  ly—c,  dx  + cy—f,  je  multiplie  la  première  équa- 
tion par  d , la  seconde  par  a , et  j’ai  adx-\-  bdy  ~ de  , 
adx+aey  ~af.  Soustrayant  la  seconde  de  la  première,  j’ai 


hdy — ai  y— de — af.  Doncy  = 


de  — nf 
bd  — ac 


Qu’on  ne  croie  pas 


que  cette  valeur  de  y n’est  pas  la  même  que  celle  de 
l’exemple  ci-dessus  ( 358)  , quoique  les  signes  soient  tous 
différents;  car  on  ne  change  ni  l’espèce.ni  la  valeur  d’un 
quotient , en  changeant  à la  fois  tous  les  signes  du  divi- 
dende et  du  diviseur.  Quelquefois  on  élimine  une  in- 
connue , en  multipliant  l’une  par  l’autre  les  deux  équa- 


b3 


tions  où  elle  se  trouve.  Ainsi  dans  a’  x—~  et.r=  — , en 

h y 

multipliant  membre  par  membre,  il  vient  d1 = b'  ; donc 

h * b 

x'  = — et  x — di  — . 

( i * a 


34t.  Quand  un  problème  déterminé  fournit  trois  équa- 
tions et  par  conséquent  trois  inconnues  , on  peut  com- 
mencer à enchâsser  une  par  l'une  ou  l’autre  des  méthodes 
que  nous  venons  de  donner  ; et  ensuite  on  traite  les  deux 
autres  , comme  nous  venons  de  le  faire  dans  les  équa- 
tions à deux  inconnues.  Il  y a des  cas  où  l une  de  ces  mé- 
thodes abrège  le  calcul  plus  queraulie:  l'habitude  seule 
peut  les  faire  distinguer. 

Si  l’on  emploie  la  première;  il  faut  1."  Dans  chacune 
des  équations  données  , prendre  la  valeur  de  la  même  in- 
connue. 2.0  Egaler ees  valeurs  deux  à deux,  et  ion  aura 
deux  équations  avec  deux  inconnues , que  l'on  traitera  par » 
les  méthodes  précédentes.  Ayant  ainsi  trouvé  la  valeur  d’une 
de  ces  inconnues  , on  la  substituera  dans  celle  des  équa- 
tions où  elle  se  trouve  avec  une  autre  seulement  , pour 
avoir  la  valeur  de  cette  autre. 


Si  I on  emploie  la  seconde  méthode  ; t.°  On  prendra 
dans  une  des  premières  équations  la  valeur  d'une  inconnue  , 
pour  la  substituer  dans  chacune  des  autres  ; et  f on  aura  par 
lit  une  inconnue  et  une  équation  de  moins.  r:.°  Par  ce  que 
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nous  wons  du  sur  les  équations  h deux  inconnues  , on  trou- 
vera la  valeur  d'une  inconnue,  qu'on  substituera  dans  les 
autres  équations  ,pour  avoir  la  valeur  des  autivs  inconnues. 

34a  Exemple. 


Premières  éqna- 
tioiu 


{ax  — y —c  ! f __  r-t-  y } 

b z -y  x — d i J ^ u Case  A (, 

gy  -y  z — e } [ z = d — b z J 


Secondes  équa- 
tions  


( 

I. 


c-±JL  = d — bz 


a y -4 - z — e 


! 


ub 


ad  — c — y 

âb~*  Case  B 


z = e — a y 


! 


Troisième  e’qua- 
tion 


{f^ 

[ 


c y 


— e—ay  \ 


Donc 


a 1 b y — y — abe  4-  c — ad  Case  C 
abe  -f-  c — ad 

r = 

a'  b — 1 

a*d  — ac  — e 

u'  b — t 

abc  -y  b e — d 

r= ; 

a'  b — 1 


} 


Dans  cet  exemple,  l'inconnue  x ne  se  trouvant  pas  dans 
toutes  les  équations,  je  prends  ses  deux  valeurs  ( case  A ) 
dans  la  première  et  dans  la  seconde  des  équations  don- 

nees  , et  je  fais  ensuite — ~~~d — bz.  Comparant  celle- 

ci  avec  la  troisième  des  équation-;  données,  qui  ne  ren- 
ferme également  quej-  et  z , j’ai  les  secondes  équations. 
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Prenant  flans  celles-ci  les  valeurs  de  z ( case  II  ),  j’en  fais 
la  troisième  équation  , qui  se  réduit  en  ôtant  la  fraction 
et  transposant,  à celle  de  la  case  C.  Enfin,  dans  celle- 
ci  , je  trouve  la  valeur  de  y , en  divisant  tout  par  a’  b — 1 
( 3a5  ).  Substituant  pour  y dans  z — e — ay  ( case  B ) , j’ai 
la  valeur  de  z.  Substituant  cette  dernière#pour  z daus 
, x — d — bz  (case  A) , j’ai  la  valeur  de  x. 

343.  Scolie.  Les  équations  du  premier  degré  pré- 
sentent deux  remarques  essentielles  à faire. 

i.°  Il  arrive  quelquefois  que,  sans  s’en  apercevoir,  on 
met  quelque  contradiction  dans  les  premières  équations 
d’un  problème  , ce  qui  suffit  pour  en  rendre  la  solution 
impossible.  Alors  le  calcul  mène  à une  équation  absurde, 
comme  serait  celle-ci  ,20  = 3o.  Soient,  par  exemple , ces 
deux  équations  x — y — 3o  , x -+-  10  — y -h  100  : pre- 
nant les  deux  valeurs dex,  onaa:=3o  +/,x  =90 
et  les  égalant  on  a 3o  +y  =90  -+-  y , ou  ^ien  ôtantj- , 
00  = 90  : équation  absurde,  qui  m’indique  que  le  pro- 
blème qui  a fourni  les  deux  premières  équations  , est  im- 
possible ; ou  bien  que  ses  conditions  sont  contradictoires  , 
et  qu'ainsi  la  question  n’est  pas  proposable. 

2.0  Quelquefois  encore  on  construit  mal  les  premières 
équations  d’un  problème  ; de  telle  sorte  qu’elles  11e  sont 
pas  absolument  indépendantes  entre  elles.  Cela  arrive 
lorsque  l’une  s’ensuit  de  quelques  autres  combinées  en- 
semble , soit  en  les  multipliant  ou  les  divisant  par  elles- 
mêmes  ou  par  quelque  quantité  connue,  soit  en  leur 
ajoutant  ou  retranchant  quelque  valeur  connue.  Alors 
la  suite  du  calcul  fait  trouver  autant  d’équations  identiques 
(c’est-à-dire  ridicules , puisqu’elles  n’apprennent  rien  ) , 
qu’il  y a de  ces  défauts  dans  la  construction.  Ainsi  dans 
ôx  -h y — 1 00  et  10 y 4-  5ox=  1000,  en  prenant  les  deux 
valeurs  de^ , on  trouve  cette  équation  identique  1000  = 
1000;  parce  que  la  seconde  équation  11’est  autre  chose 
que  la  première,  multipliée  par  10. 

3.j4.  PnotLtME  I.A  dit  à B , il  y a sept  ans  que  j'v - 
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tais  trois  fois  plus  âgé  que  vous } et  dans  7 ans  j'aurai  pré- 
cisément le  double  de  votre  âge  : on  demande  l'dge  actuel 
de  A et  de  B. 


Solution.  Soit  x l’âge  de  A , y celui  de  B.  Sept  ans 
auparavant,  l’âge  de  A était  donc  x — 7 , et  celui  de  B , 
y — 7 ; au  lieu  que  7 ans  après , le  premier  sera  x -4-  7 , et 
le  second -+•  7.  Or,  par  la  première  condition,  x — 7 
—y — 7 X 3 ; et  par  la  seconde  x+7  =y  + 7X2.  Sous~ 
trayant  la  première  équation  de  la  seconde,  j’ai  14  = vy 
-t-  14  — 3 y -f-  ai.  Transposant  les  termes  affectés  de^, 
et  réduisant,  j’ai  y = 21.  Substituant  ensuite  cette  valeur 
pour  , dans  la  première  équation , j’ai  x — 7 =63 — av  ; 
donc  x~  49  ; et  ces  deux  âges  satisfont  aux  conditions 
du  problème. 


345.  Problème  IL  Trouver  une  fraction  telle  que , si 
on  ajoute  1 au  numérateur  , elle  vaille -i-  ; et  que  si  on  ajoute 


1 au  dénominateur  , elle  ne  vaille  que  — . 

4 

Solution.  Soit  cette  fraction  — : suivant lapremière 
*+1  1 y 

condition = — -,  et  suivant  la  seconde — - — - = — . 

y «1  ^ y+i  4 

Otant  les  fractions  on  a , 3x  -+-  5=sj-  et  4^  —y  ■+•  1 > ou 
bienj-  = 4X  — 1 : Egalant  ces  deux  valeurs  de^y  , il  vient 
5x  -4-  3 = 4x  — 1 ; donc  x — 4.  Substituant  à la  place  de 

x dans ^ = 4x— • 1 , on  trouve, y=.  i5.  Donc  — — — 4—, 

y tâ 

nui  devient,  dans  un  cas, ou  et  dans  l’autre  — ~— 

1 ’ 10  3 

X 

ou  — . 


346.  Problème  III.  U11  marchand  achète  trois  sortes 
de  marchandises  A , B , C : le  prix  de  la  première , avec  la- 
moitié  du  prix  des  deux  autres  , vaut  Sx  fr.  : il  en  est  de 
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môme  du  prix  de  la  seconde  , avec  le  tiers  du  prix  (Tes  deux 
autres  , et  du  prix  [de  la  troisième  , avec  le  quart  du  prix 
des  deux  autres.  On  demande  le  prix  de  chaque  marchan- 
dise en  particulier. 


Solution.  Supposons  que  le  prix  de  A soit  exprimé 
par  x , celui  de  B , par  y : celui  de  C,  par  z : et  5i  fr.  par 
a.  Puisque  d’après  la  première  condition  ,1e  prix  de  A joint 
à la  moitié  du  prix  des  deux  autres,  vaut  5i  fr.  ; on  a cette 


équation  x -4- 


y+z 

3 


= a.  Puisque  le  prix  de  B,  avec  le 


tiers  du  prix  de  A et  de  C , vaut  également  5i  fr.  , on  a 
encore  , y -h  -■-=  a ; et  enfin,  puisque  le  paix  de  C , 


avec  le  quart  des  prix  de  A et  de  B,  vaut  aussi  5t  fr. 

on  a cette  troisième  équation  , z H — - = a.  Ainsi , 

4 

toutes  les  conditions  sontexpriméesparlestroisëquations 
de  la  première  case  ci-après.  Otant  les  fractions  et  mettant 
les  a:  seuls  d’un  côté, en  lesrendant  positifs,  on  a les  trois 
valeurs  de  x (case  a).  Egalant  la  première  valeur  à la  se- 
conde , et  celle-ci  à la  troisième  , on  a , en  plaçant  les  y 
du  même  côté  , les  équations  de  la  case  3.  Prenant  ici  les 
deux  valeurs  de  y,  on  aune  équation  (case  4)  qui  ne  con- 
tient que  z ; et  ôtant  les  fractious  on  a , en  transposant, 


Substil  uant  cette  valeur  dans  une  deséquations 


de  la  case  3 , on  trouve  que^  = -j  a ; et  enfin  , substi- 
tuant les  valeurs  de  y et  de  z dans  une  des  équations  de 

la  case  2 , on  a .r  = ^ a.  De  sorte  quenétant  5i  francs., 
17 

x — i5  ir.y  — oo  fr.  z~  3g  fr. 
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Case  1. 

Y -+-  2 

x ' a 

2 

x -{-  Z 

Case  2. 

• 

2 a — y — ‘Z 

x - — 

2 

x — 3o — 3 y — z 
| x = 4 a — 4 z — y 

J + 3 « 

■r  -4-  y 

z -K — = a 

4 

Case  3. 

Case  4- 

5y  = 4a  — 2 

4 ci  — z 3 z — a 

2.  y = 3 z — a 

b 2 

i3 

z = — a 
17 

1 1 


5 

x—  — 0. 

17 

347.  Nous  allons  placer  ici  quelques  problèmes , sur  les- 
quels les  commençants  pourront  s’exercer. 

Problème  IV.  Trouver  deux  nombres  tels  que  la  dou- 
zième partie  du  premier  étant  ajoutée  au  quait  du  se- 
cond , la  somme  soit  6 ; et  que  le  tiers  du  premier  soustrait 
du  second  , la  différence  soit  également  G. 

Problème  V.  On  demande  trois  nombres  qui , ajou- 
tés deux  à deux  , donnent  pour  sommes  trois  nombres 
connus  a , b , c. 

Problème  VI.  Une  quantité  a étant  donnée,  on  de- 
mande de  la  partager  en  un  nombre  « de  parties,  do  telle 
grandeur,  que  la  plus  petite  soit  surpassée  d’une  quantité 
donnée  par  chacune  des  autres. 


Valeurs  de 
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Problème  VII.  Quelqu’un  est  convenu  d’acheter 
tous  les  poissons  d’une  certaine  espèce  , à raison  de  5 sols 
par  pouce  de  longueur  : on  lui  en  présente  un , dont  la 
tête  à 12  pouces  ; dont  le  corps  e%t  les  deux  tiers  de  la  tête 
et  de  la  queue , et  dont  la  queue  est  les  du  corps  et  de 
la  tète.  On  demande  le  prix  de  ce  poisson. 

ProblÉmeVIII.  En  1780 , on  demandait  à quelqu’un 
l’âge  qu’il  avait;  il  répondit  : si  j’étais  né  deux  ans  plus 
tard,  je  pourrais  dire  : ajoutez  la  moitié  des  années  qui  se 
sont  écoulées  depuis  le  commencement  de  ce  siècle,  jus- 
qu'à celle  de  ma  naissance,  au  quart  de  celles  qui  s’écou- 
leront depuis  ma  naissance  jusqu’à  la  fin  du  siècle,  et  vous 
aurez  mon  âge.  On  demande  quel  était  cet  âge. 

Problème  IX.  Trois  joueurs  A,BetC,  avaient  de- 
vant eux  nn  tas  d’écus  qu’ils  avaient  gagnés  ensemble,  et 
qu’ils  devaient  partager  à ces  conditions  : que  A en  au- 
rait la  moitié,  B le  tiers,  etC  la  sixième  partie.  Mais  ayant 
eu  dispute  entre  eux  , il  se  jetèrent  sur  le  tas  et  chacun  en 
enleva  ce  qu’il  put.  Quelque  temps  après,  ils  se  calmèrent 
et  firent  un  nouveau  tas  d'écus , dans  lequel  A ayant  remis 
le  tiers  de  ce  qu'il  avait  enlevé,  B le  quart,  et  C la  cin- 
quième partie,  la  somme  fut  174  écus.  Alors  ils  parta- 
gèrent ce  tas  par  portions  égales,  et  sans  employer  d’autre 
monnaie,  chacun  se  trouva  avoir  la  part  qui  devait  lui  re- 
venir, d’après  leur  accord.  On  demande  combien  il  y avait 
d éçus  dans  le  premier  tas,  et  combien  chacun  en  avait 
enlevé. 
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CHAPITRE  IV. 

De  quelques  propriétés  générales  des  équations  com- 
posées. 

548.  O.v  appelle  en  général  équations  composées , toutes 
celles  qui  sont  au  dessus  du  premier  degré  ; parce  qu’on 
peut  les  représenter,  ou  du  moins  qu’on  les  représente, 
comme  le  produit  de  plusieurs  facteurs  , dont  chacun  con- 
tient l’inconnue.  V oici  des  exemples  de  ces  sortes  d’équa- 
tions, dans  lesquels  on  a d’abord  indiqué  les  facteurs 
qu’il  faut  multiplier,  et  l’on  à ensuite  placé  leurs  produits 
au  dessous. 

Exemples. 

j f Facteurs (x  + a)  (x-+-  b)  = o 

\ Produit x'+{a-irb)x+ab~o 

{Facteurs...  (x — a -f-  bv~ — i)(x — a — b\/ — i)=o 
Produit....  x’  — a ax  -4-  a*  = o 

+ b* 


j j j f Facteurs.,  (x  -+-  a ) (x  — b ) ( x 4-  c)  — o 

\ Produit.  x’+(« — b+c)  x*-+-  ( — ab+ac — bc)x — abc~o 


jy  f Facteurs...  (x  -4-  a 1/ — 1 ) ( x — a 1/ — i)(x — b)  — 0 
\ Produit....  x3  — bx%  + û’x  — a'  b — o 

Dans  çes  exemples , les  quantités  qui  multiplient  les 
puissances  de  x,  sont  appelées  les  coèfficients  des  diffe- 
rents termes  de  l’équation.  Ainsi  dans  l’exemple  111, 
a — b 4-  c est  le  coèfficient  de  x*  ou  du  second  terme  : 
—ab+ac — bc  est  le  coèfficient  du  troisième.  Quelquefois  on 
écrit  les  parties  de  ces  coèfficients  les  unes  sous  les  autrçs 
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(vo}\n.03i<));  et  quand  ily  a un  terme  qui  manque,.on  met 
l’astérique  * à sa  place  de  cette  manière  x'  * ■+-  px+-  g — 
Mais  de  quelque  façon  qu’on  arrange  une  équation  , on 
conclura  : 

349*  *•”  Qu'elle  a autant  de  racines  ou  de  valeurs  de  F in- 
connue, qu'il  y a d'unités  dans  l'exposant  du  degré’  auquel 
elle  appartient  ; ou  bien,  que  celles  du  second  degré  ont 
deux  racines;  celles  du  troisième  , trois;  celles  du  qua- 
trième, quatre,  etc.  Car  on  doit  admettre  autant  de  va- 
leurs de  l’inconnue  qu’il  y a de  nombres,  qui,  substitués 
à sa  place  , peuvent  remplir  la  condition  énoncée  par 
l’équation  , laquelle  consiste  en  ce  que  son  premier 
membre  devienne  zéro,  lorsque  tous  les  ternies  sont 
d’un  seul  côte.  Or,  dans  le  premier  exemple,  si  l’on  met 
à la  place  de  x ou  — a,  ou  — b , le  premier  membre  de 
1 équation  devient  zéro.  Car  en  mettant  — a,  on  suppose 
que  x—  — a , ou  que  x ■+■  a — o ; et  en  mettant  • — b , 
on  suppose  que  x = — b,  ou  que  x -+•  b = o.  Donc 
dans  l’un  et  dans  l’autre  cas,  un  des  facteurs  est  o ; et  par 
conséquent  le  produit  qui  en  résultera,  sera  o.  On  voit 
assez  qu’il  en  est  de  même  pour  les  cas  où  quelque  fac- 
teur de  l’équation  est  imaginaire.  Car  si,  dans  le  troisième 
exemple,  je  faisx  = — av' — x,  le  facteur  x-f-  a\/ — 1 esto;  et 
par  conséquent  tout  le  premier  membre  devient  o.  Ainsi , 
quoiqu’on  ne  puisse  pas  dire  que  dans  ce  cas  (et  il  en  est 
de  même  des  autres)  a;  vaille  à la  fois  — a t/ — i,  + «l/ — 1, 
et  ■+■  b , l’on  a cependant  à choisir  parmi  ces  valeurs  , et  x 
vaudra  une  d’elles  indifféremment. 

55o.  2.0  Quand  on  met  tous  les  termes  d une  équation  d'un 
seul  c-uté , les  racines  s'y  présentent  avec  un  signe  contraire 
à celui  quelles  ont  en  effet.  Ainsi  dans  le  premier  exemple , 
a et  b se  présentent  avec  le  signe  -4- , tandis  que  les  valeurs 
de  x sont,  ou  — a ou  — bi 

S j 1 . Pnoru.ii  mf.  I.  Oter  toutes  les  fractions  d une  équation, 
sans  donner  un  coijfcijiu  ah  premier  terme. 

Solution. 
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Solution.  Substituez  à C inconnue  de  l'équation  donnêù , 
une  autre  inconnue  divisée  par  le  produit  de  tous  les  dénomi- 
nateurs, et  multipliez  ensuite  l'équation  par  le  dénominateur 
du  premier  terme. 


Ainsi  dans  x3 

_ y 


x%  x p . 

H —, — I — 7 — o , je  fais  d’abord 


abc 

Y 


et  substituant  pour  x j’’ai 


6'  c3 


y * 


t»3  b' 


■—  ==  o : multipliant  ensuite  par  le  dénomina- 
teur du  premier  terme , j"ai  cette  équation  délivrée  de 
fractions  y3  4-  bcy 1 4-  a’  bc1  y 4-  a3  b3  c’  p = o. 

352.  Problème  II.  On  demande  à quelles  conditions  on 
peut  changer  une  équation  en  une  autre  qui  la  représente 
exactement , et  ou  il  manque  un  terme  quelconque , excepté 
le  premier. 

Solution.  Soit  l’équation  du  troisième  degré , x3  4-  px% 
-4-  qx  4-  r = o : supposons  que  l’inconnue  x soit  repré^. 
sentée  par  une  autre  inconnue  y,  à laquelle  on  ^ajouté 
une  quantité  indéterminée  n;  de  façon  que  xxzy  4-  n 
ce  qui  donnera  : 

x3  =y'  4-  3 ny'  4-  3 n*  y + n 3 
px'  = . . . . py'  4-  a pny  4-  pn ’ 

yx  — qy  4-  qn 

r = r 

La  nouvelle  équation  qui  yient  de  là,  et  qu’on  appelle 
la  transformée , sçra  donc 


«tf*  c 


y3  -¥  Z n 
4-0 


} 


y'  4-  3 n ' 
-P  znp 
4-  q 


}'&}-■ 


Or,  pour  faire  disparaître  le  second  terme  dans  celle-ci, 
il  n'y  a qu’à  supposer  son  coèfficient  Zn  4-  p — 0;  ce  qui 
Algèbre . ia  ’ 
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donnera  pour  la  valeur  de  l’indéterminée  n = — IL. 

3 

Pour  faire  disparaître  le  troisième  terme,  on  supposera 
3n’  + 2 pn  4-  q = o ; et  en  résolvant  cette  équation  du 
second  degré,  on  trouvera  la  valeur  de  l’indéterminée  n, 
qui  produirait  ce  changement.  Pour  faire  disparaître  le 
dernier  terme,  on  supposerait  n'  + pn*  4-  qn  ■+■  r=  o ; 
et  la  solution  de  cette  équation  du  troisième  degré  don- 
nerait la  valeur  de  n : ce  qui  prouve  que , pour  /aire  dis- 
paraître le  dernier  terme  d une  équation , la  difficulté  est  du 
même  degré  que  pour  résoudre  l'équation  proposée.  Aussi  ne 
cherche-t-on  qu’à  faire  disparaître  le  second  ; ce  qui  se  fait 
toujours  en  substituant  à t inconnue  de  la  proposée,  une 
autre  inconnue  de  laquelle  on  a soustrait  le  coefficient  de  ce 
second  terme  , divisé  par  l'exposant  de  C équation. 


353.  Théorème  I.  Si  le  premier  terme  d'une  équation  n'a 
d autre  coefficient  que  r uni  té,  celui  du  second  est  égal  à la 
somme  des  racines,  prises  avec  un  signe  contraire  : celui  du 
troisième , à la  somme  des  produits  des  racines , prises  deux 
à deuxtt  celui  du  quatrième , à la  somme  des  produits  des  ra- 
cines , prises  trois  à trois,  etc.  Enfin,  le  dernier  terme  est 
égal  au  produit  de  toutes  les  racines,  toujours  prises  avec  un 
signe  contraire. 


Démonstration.  Supposons  d’abord  que  toutes  les  ra- 
cines soient  égales  , que  chacune  $oit  a , et  qu'il  y en  ait 
un  nombre  n.  On  formera  donc  alors  l’équation  composée 
du  produit  d’un  nombre  n de  facteurs  , dont  chacun  sera 
x — a;  ce  qui  donnera  (x — «)’,  ou  bien  (i3y), 


x'  — nax"~l  4- 


n.n  — r 


a3  x'*  — 


n.  n 


■ i.n  — 2 


a’,  x 


--3 


2 2.3 

4;  a"  = o.  Or,  ici  le  coèfficient  du  second  terme , ou  bien 
le  facteur  na  qui  multiplie  x*1 , est  la  somme  de  toutes  les 
racines  ; puisque  chacune  est  a,  et  que  leur  nombre  est  n. 

Le  coèfficient  du  troisième  terme,  savoir,  Lêl - a *,  est 

/ 2 

la  somme  de  tous  les  produits  qu’un  peut  faire,  en 
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prenant  les  racines  deux  à deux  ; car  chacun  de  ces 

produits  serait  a%  et  leur  nombre  serait  — " ' (5i5). 

Il  en  serait  de  même  pour  les  autres  termes,  jusqu’au 
dernier  qui  , étant  ± an,  serait  évidemment  le  pro- 
duit de  toutes  les  racines.  Ainsi  le  théorème  est  dé- 
montré dans  le  cas  oit  toutes  les  racines  seraient  égales. 
Mais  en  les  supposant  inégales,  on  ne  peut  changer,  ni 
le  nombre  des  termes  qui  forment  les  divers  coèfücients 
de  x , ni  le  nombre  des  lettres  qui  entrent  dans  ces 
termes  ; puisque  l’on  multiplie  toujours  un  égal  nombre 
de  facteurs,  les  uns  par  les  autres,  pour  former  l’équa- 
tion. Donc  le  théorème  est  vrai  dans  tous  les  cas. 

354.  Corollaire.  Si  une  équation  a pour  racine  un  nombre 
entier,  il  faut  donc  que  ce  nombre  se  trouve  parmi  les  divi- 
seurs du  dernier  terme.  Maiscomme  ces  diviseurs  sont  quel- 
quefois en  fort  grand  nombre , il  peut  y avoir  des  cas  où 
il  serait  trop  long  de  les  essayer  tous,  c’est-à-dire,  de  les 
substituer  les  uns  après  les  autres  à x,  pour  savoir  quels 
sont  ceux  qui  réduisent  le  premier  membre  à o,  en  sup- 
posant tous  les  termes  de  ce  côté.  C’est  pourquoi  nous 
donnerons  plus  bas  une  méthode  qui  abrège  ce  tâtonne- 
ment. Mais  avant  d’en  venir  là,  on  doit  observer  que  si 
l'inconnue  entre  dans  tous  les  termes  de  l’équation,  une 
des  racines  est  o ; puisqu’en  substituant  une  telle  valeur 
pour  x,  en  réduittout  à zéro.  Ainsi  dansx5— ax%  -+•  àx= o, 
en  divisant  par  x ± o,  on  a x1  — ax  + b — o. 

355.  Théorème  II.  Si  une  équation  ne  contient  ni  frac- 
tions ni  radicaux , et  que  son  premier  terme  ait  [unité  pour 
coefficient , aucune  de  ses  racines  commensurables  ne  peut 
être  une  fraction. 

Démonstration.  Soit  l’équation  d’un  degré  quelconque 

je”  — ax”*'  ■+•  bxm‘2  — etc -+-  t = o;  qu’une  de  ses 

c 

racines  soit , s’il  se  peut,  la  fraction  — , qu’on  suppose 
réduite  à sa  plus  simple  expression.  En  substituant  cette 
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racine  pour  x , l’équation  se  changera  en  celle  - ci 

— — — i — etc. . . . + t = o.  Multipliant  tous 

ses  termes  par  d"",  et  laissant  le  premier  seul  dans  un 

Cm  * 

membre  , on  a — — = oc**'  — bc’~ * d -+•  etc — tdmi  ; 

a 

dans  laquelle  le  second  membre  étant  un  entier,  le  pre- 
mier doit  l’être  aussi.  Or,  cela  ne  peut  arriver  qu'en  fai- 

sant  d — 1,  ce  qui  détruit  la  supposition  que—  soit  une 

fraction;  ou  bien,  en  faisant  que  cm  soit  divisible  par  d ; 
d’où  il  s’ensuivrait  que  c et  d auraient  un  diviseur  com- 

mun  ( 86  ) , et  que  la  fraction  — ne  serait  pas  réduite  à ses 


plus  petits  termes  ( ce  qui  est  également  contre  la  suppo- 
sition). Il  répugne  donc  que  dans  ce  cas  aucune  racine 
commensurable  soit  fractionnaire. 

356.  Remarque.  C’est  avec  raison  qu’on  a borné 
cette  propriété  aux  équations  qui  ont  toutes  leurs  ra- 
cines commensurables  ; car  on  en  trouve  une  infinité 
qui  , avec  toutes  les  conditions  qu’exige  le  théorème 
précédent,  ont  des  racines  fractionnaires,  mais  incom- 
mensurables. Telles  sont  celles-ci  : x*  — x — 3 = o , 


xt  — x — 


i=o,  dont  la  première  a pour  racines 


i-+-l/i3 


et  la  seconde , 


r + ^5 
2 


357.  Corollaire.  On  peut  donc  réduire  une  équation  à 
ri avoir  que  des  nombres  entiers  pour  racines  commensura- 
bles. Il  suffit  pour  cela  d’en  ôter  les  fractions,  sans  donner 
un  coèfficient  au  premier  terme  ; et  alors  ces  racines  se 
trouveront  parmi  les  diviseurs  du  dernier.  Si  donc  aucun 
de  ces  diviseurs  ne  peut  être  pris  pour  une  racine,  on  con- 
clura que  f équation  proposée  rien  a aucune  qui  soit  commen- 
surable ;et  qu’ainsi  elles  sont  toutes  incommensurables  ou 
imaginaires.  Alors  il  faudra,  pour  les  exprimer  (au  moins 
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dans  les  quatre  premiers  degrés),  avoir  recours  à de&règles 
que  nous  donnerons  plus  bas. 

Mais  avant  d’aller  plus  loin , il  faut  savoir  distinguer 
parmi  les  diviseurs  du  dernier  terme,  quels  sont  ceux  qui 
peuvent  être  pris  pour  des  racines  de  l’équation.  On  a sur 
cela  deux  méthodes , l’u-ne  est  celle  que  Newton  a donnée 
le  premier  dans  son  arithmétique  universelle , et  qu’on 
peut  voir  dans  la  troisième  partie  de  l’algèbre  de  Clairaut; 
l’autre  a été  découverte  depuis,  et  c’est  celle-là  que  nous 
allons  exposer  ici. 

358.  Problème  III.  Trouver  les  conditions  auxquelles  on 
reconnaîtra  qu'un  des  diviseurs  du  dernier  terme  est  une  ra- 
cine de  V équation , après  qu'on  en  a ôté  les  fractions , sans 
donner  un  coefficient  au  premier  terme. 

Solution.  Soit  l’équation  du  quatrième  degré  x*  +/u:’ 
-4-  q x'  rx  4-  s = o : supposons  la  représentée  par 
a*+(«  + i+c  + (i)i1+  ( ab  4-  ne  4-  ad  -+-  bc  -+•  bd cd ) 
a.’  -t-  ( abc  4-  abd  4-  acd  4-  bcd  )i4-  abcd  — o , dans  la- 
quelle les  quatre  racines  sont  évidemment  (353)  a ,b , c , d. 
Soit  n une  des  racines  de  la  première  équation  , de  sorte 
que  l’on  aura  n=a,oui,ouc,ourf:  supposons  n = a. 

i.°  Puisque  l’une  des  équations  ci-dessus  représente 
l’autre,  il  faut  que  les  coèfiicients  des  mêmes  puissances  d^ 
.æ soient  égaux  dans  chacune;  ou  bien  il  faut  que  sezzabcd. 
Or,  ici  le  second  membre  est  divisible  par  a ; donc  l’au- 
tre doit  l’être  aussi  par  a,  ou  par  son  égale  n ; ce  qui 

donnera—  =x°-^-—bcd  ( c’est  ce  que  j’appelle  le  pre- 
mier quotient).  Ainsi  on  a pour  première  condition,  que 
le  dernier  terme  de  la  proposée  soit  divisible  par  n. 

a.°  Puisque  d’après  la  supposition  , r—  abc  4-  abd 4-  acd 
4-  bcd;  en  soustrayant  la  dernière  équation  de  celle-ci,  on 

a r—  * = abc  4-  abd 4-  acd.  Or , ici  le  second  membre 
n 

«st  divisible  par  a ; donc  l’autre,  qui  est  évidemment  la 
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différence  du  premier  quotient^—  ) soustrait  du  coèffi- 
cient de  x,  savoir  de  rasera  aussi  divisible  par  a,  ou  par  son 
égale  n ; et  l’on  aura  — — + M-t-c</(c’estlàle.«c- 

cond  quotient);  on  a donc  pour  seconde  condition,  que 
le  premier  quotient  étant  soustrait  du  coefficient  de  x , la 
différence  soit  divisible  par  n. 

3.”  Puisque  q = ab  -+-  ac  -+-  ad  -+-  bc  -+-  bd  -4-  cd , en 
soustrayant  la  dernière  équation  de  celle-ci  , on  a 

/*  S 

q 1 = ab  -+  ac+ad.  Or , ici  le  second  membre  est 

n n‘ 

divisible  par  a;  donc  l’autre(  qui  vaut  la  différence  du  se- 
cond quotient  soustrait  de  q,  coèfficient  de  x ')  sera  divi- 
sible par  a , ou  par  son  égale  n ; et  faisant  cette  division 

ona- — h — î = i-t-c-t-rf(c’estlàle  troisième  quotient); 

n n*  n * , 

ainsi  il  vient  pour  troisième  condition  que  le  second  quo- 
tient étant  soustrait  du  coefficient  de  x’ , la  différence  soit 
divisible  par  n. 

4*°  Puisque  p — a •+•  &4-  c -+-d , soustrayant  la  dernière 

équation  de  celle-ci , on  a p —-H  s3  = a.  Or , ce 

dernier  membre  divisé  par  a,  donne  1 pour  quotient;  il 
faut  donc  que  l’autre  membre,  qui  n’est  autre  chose 
que  la  différence  du  troisième  quotient  soustrait  ducoèf- 
ficient  de  x1  ou  du  second  terme,  étant  divisé  par  n, 
donne  1 pour  quotient.  Quatrième  et  dernière  condition  : 
que  le  troisième  quotient  étant  soustrait  du  coèfficient  du  se- 
cond terme  et  divisé  par  n , le  quotient  soit  1 . 

-Exemples. 

35g.  On  demande  quelles  sont  les  racines  commensu- 
rables  de  l’équation  3x5  -4-  7X  + 21  = o.  Pour  cela 
je  prends  tous  les  diviseurs  du  dernier  terme,  savoir. 
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i , 3,7,  tant  eu  -4-  qu’en  — , et  je  le»  essaye  en  com- 
21 

mençant  pan.  Or, — = 21 . Ce  premier  quotient  sous* 
trait  du  coèffîcient  suivant , qui  est  7 , et  divisé  par  1 , 
— 14*  Ce  second  quotient  soustrait  de  3, 


donne 


7 — 21 


et  divisé  par  t , donne  = 17.  Ainsi  1 n’estpas  bon, 

puisque  la  dernière  condition  manque(  Voy.  le  4»°  du  n.# 
précédent  ). 

Il  est  assez  clair  sans  examen , que — 1 ne  saurait  réussir. 


i 7-7  _ 


o, 


3-o 


1.  Ainsi  3 est 


Examinons  3.  — = 7,  ^ 

un  diviseur  qui  doit  réussir  , puisqu’il  remplit  toutes  les 

conditions  ; il  faut  donc  que  l’équation  soit  divisible  par 

x +3  ; et  en  effet  on  trouve  pour  quotient  x 3 -4-  7. 

Soit  encore  l’équation  x*  -t-  1 2 x’  4*  x ■+■  3o~o , dont 

on  cherche  les  racines  parmi  les  diviseurs  du  dernier 

terme.  Or,  ces  diviseurs  sont  i5,  10,  6,5,  3,  2,1, 

qu’il  faut  essayer  en  détail,  et  commençant  par  i5,  jedis: 

3o  41 — 2 , . . 

—g-  = a : ■ ne  donne  point  un  quotient  exact  ; ainsi 

i5  manque  à la  seconde  condition.  Passant  ensuite  à 10  , 

• • 3o  41 — 3 , , , 

je  vois  que  — =3  , que  — — na  point  de  quotient 

exact;  et  qu’ainsi  10  doitétre  rejeté.  Essayant 6,  je  trouve 

3o  . 41 — 5 . m 

-~=z5  — = 6, — - — = 1 ; et  par  conséquent  6 

6 o • o 

doit  être  une  racine , puisqu’il  remplit  toutes  les  condi- 
tions. Il  en  est  de  même  de  5 , puisque-^- = 6,  ~ — 

— " — — — -=  i ; au  lieu  que  3 manque  à la  seconde 


= 5 

condition  ; car— ^-=  10  et  *T  - T°-  n’est  plu  s divisible  : pa- 
reillement 2 manque  à la  dernière  j puisque— - = *5 
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— — — = i3 , — — — — . Venant  enfin  à 1 , on 

2 2 2 

3o  „ ai — 3o  12 — ii 

trouve  que = ôo , — = n , = i ; et 

qu’ainsi  i est  une  troisième  racine,  ou  bien  que  l’équa- 
tion est  composée  des  trois  facteurs  (x  -4-  6)  (x  -l-  5)(x-+-i); 
comme  il  est  aisé  de  s’en  convaincre,  en  multipliant  ces 
facteurs  les  uns  par  les  autres. 

36o.  Remarque.  Si  l’on  fait  attention  à la  solution  du 
problème  précédent,  on  verra  que,  quand  les  diviseurs 
qu’on  essaye  doivent  réussir , les  quotients  successifs  sont 
les  coèfficients  que  doit  avoir  l’équation  , étant  divisée 
par  un  de  ses  facteurs,  ou  abaissée  d’un  degré  ; et  qu’ils 
font  connaître  par  conséquent  combien  il  doit  y avoir 
de  termes  dans  l’équation  ainsi  abaissée.  Dans  le  pre- 
mier exemple  , les  quotients  i , 0,7,  nous  font  com- 
prendre qu’il  ne  doit  rester  que  deux  termes  dans  l’é- 
quation , si  on  la  divise  par  x+3;  et  que  ces  deux 
termes  se  présenteront  ainsi,  1 x’ 7 = o.  Dans  le  se- 
cond exemple , si  on  s’était  arrêté  au  diviseur  6 qui  a 
réussi  ; ou  bien  si  l'on  eût  divisé  l’équation  proposée  par 
x -+-  6 , je  vois  par  les  trois  quotients  1 , G,  5 , que  l’équa- 
tion ainsi  abaissée  d’un  degré,  aurait  été  1 r ’ + 6x  + 5 
= o.  Cette  méthode  fait  donc  trouver , sans  calcul , l'équa- 
tion , qui  doit  être  d'un  degré  au  dessous  de  la  proposée. 

56t.  Théorème  III.  Si  une  équation  ne  présente  point  de 
radical , je  dis  : 1.®  que  ses  racines  imaginaires  seront,  en 
nombre  pair  : 2.0  qu'en  les  prenant  deux  à deux  , si  f une  a 
la  forme  m+n  / — 1 , l'autre  doit  avoir  la  forme  m — 
n 1/ — 1. 

Démonstration.  1.®  Quelles  que  soient  ces  racines,  elles 
peuvent  (ao5  et  206  ) être  ramenées  à la  forme  rt  m ± n 

— 1.  Or,  si  de  pareilles  racines  n’étaient  pas  en  nom- 
ire  pair  , il  faudrait  multiplier , dans  le  dernier  terme, 
un  nombre  impair  de  facteurs  de  la  forme  ± n 1/ — 1 , 
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les  uns  par  les  autres  ; donc  l/ — 1 s’y  trouverait  élevée  à 
quelque  puissance  impaire  ; et  par  conséquent  ( 198)  la 
forme  imaginaire  ne  disparaîtrait  pas  , ce  qui  est  contre 
la  supposition.  Donc,  i.°  etc. 

a.”  Si  en  les  prenant  deux  à deux  , l’une  a la  forme 
m-\-nv' — 1 , l’autre  aura  celle-ci  m — ni/ — ».  Car  si 
les  termes  imaginaires  n’étaient  pas  semblables  et  affectés 
de  signes  contraires  , ils  ne  se  détruiraient  pas  , en  les 
«joutant  ensemble  dans  le  coèfficient  du  second  terme  , 
et  là  l'équation  présenterait  des  radicaux  : pareillement  , 
si  la  partie  réelle  m n’était  pas  la  même  dans  chacune,  ou 
qu’elle  eût  différents  signes,  le  dernier  terme  de  l’équa- 
tion présenterait  quelque  radical  : puisque  4-  ni/ — » et 
— n 1/ — » n’y  étant  pas  multipliés  par  la  même  quantité 
réelle  , les  produits  ne  pourraient  point  se  détruire. 
Ainsi  l’équation  ne  paraîtrait  point  délivrée  de  radicaux, 
ce  qui  est  encore  contre  la  supposition.  Donc , etc. 

36a.  Corollaire.  Si  une  équation  de  degré  impair  ne  pré- 
sente point  de  radicaux  , elle  doit  donc  contenir  quelque  ra- 
cine réelle  ; puisqu’autrement  les  imaginaires  y seraient 
en  nombre  impair. 


CHAPITRE  V. 

Des  équations  pures  de  tous  les  degrés  et  de  celles  du 
second  en  particulier. 

363.  Noos  appelons  équations  pures  celles  qui  ne  con- 
tiennent qu'une  même  puissance  de  l’inconnue,  comme 
par  exemple  , x3  — a1  — o.  On  les  appelle  aussi  équations 
a deux  termes  , parce  qu’en  effet  elles  peuvent  toujours 
être  réduites  à n’en  avoir  que  deux  , dont  l’un  contiendra 
l’inconnue,  et  l’autre  sera  composé  de.  quantités  toutes 
connues.  Ainsi  ax * bx'  — c — o devient , en  divisant 
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par  a 4-  b , x' — = o : aï’  4-  bxm  4-  cxm  — d =.  o , 

1 ’ a+b 

en  divisant  par  tout  ce  qui  multiplie  xm  , devient 


a+b+c 


La  règle  générale  pour  résoudre  ces  sortes  d’équations, 
de  quelque  degré  qu’elles  soient  , c’est  de  laisser  l' incon- 
nue seule  dans  un  membre  ( en  observant  cependant  de  la 
rendre  positive  , si  son  exposant  est  pair),  et  d' extraire  , de 
pan  et  d'autre  , la  racine  analogue  à cette  puissance  de  l'in- 
connue. Ainsi  axi  — b = o , en  divisant  par  a , et  trans- 


posant , devient  x * 


et  extrayant  la  racine  quarrée 


des  deux  c6tés  , : de  même  xM-c*=o,  donne 

a 

a?  — - — c3 , et  x— — c : xm  -f-  ax"  — b= - o , en  divisant 
par  le  facteur  14-0(114)  et  transposant  , devient 

x"  - extrayant  la  racine  m des  deux  membres. 


— V- 


”/  b 


l-hu 


364»  Remarques  importantes.  Il  faut  observer 
ici  que  , dans  toutes  les  équations  pures  d'un  degré  pair , si 
x a une  valeur  réelle , elle  en  a une  autre  qui  ne  dijfere 
de  la  première  que  par  le  signe , et  qu'elle  n'en  peut  avoir 
davantage.  Ainsi  dans  x*  — 16  = o ou  xk  = 16  , on  a 


fer  4=  \/ 1 6 ; ce  qui  donne  pour  valeurs  réelles  de  x,  0U4-2 , 
ou  — 2 ; puisqu’on  a également  16,  soit  avec  ( 4-  2 )* , soit 
avec( — 2)*.  Mais  comme  aucun  nombre  réel  autre  que 
4-aou  — 2 , élevé  à sa  quatrième  puissance,  ne  peut 
donner  16  ; on  en  conclura  que  ce  sont  là  les  seules  ra- 
cines réelles  de  x*  — 16  ; et  qu’ainsi  les  deux  autres 
qu’elle  doit  contenir  ( 349  ) , sont  imaginaires. 

Pour  découvrir  ces  imaginaires  , on  divisera  l’équation 
proposée  a:*  — 16  = o , par  chacun  de  ses  deux  facteurs 
.*4-2  , * — 2;  ou  bien  par  leur  produit  — 4»  et  4uo~ 
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tient  sera  une  équation  du  second  degré  , qui  contiendra 
les  deux  racines  imaginaires,  que  nous  cherchons.  Voici 


le  détail  de  ce  calcul  : 

Dividende.  ...  x4  — 16  1 x’  — \ .....  . Diviseur. 

— x4  4-  4x’  / x*  4-  4 Quotient. 

4x’  — 16  1 

— 4x  ’ 4-  16.  J 


Si  l’on  cherche  ensuite  les  racines  de  l’équation  x*  4-  4 
= o , on  trouvera  x—  ± V ' — 4 > ou  bien  ( ig5)x  = 4- 
21/ — 1 ou  — 21/ — 1.  Ainsi  les  quatre  racines  de  la  pro- 
posée sont  4-  2 , — 2,4-2  v/ — 1 , — 21/ — 1 ; et  l’on  peut 
encore  s’en  convaincre , en  les  substituant  successivement 
à la  place  de  x dans  x4 — 16  = o ; car  on  trouvera  qu’elles 
donnent  chacune  16 — 16=0;  c’est-à-dire  , qu’elles  rem- 
plissent la  condition  énoncée  par  l’équation,  laquelle  con- 
siste en  ce  que  son  premier  membre  devienne  zéro.  Cela 
confirme  aussi  ce  que  nous  avons  dit  ailleurs  ( 146)  sur  le 
nombre  des  racines  d’une  puissance  ; car  on  voit  qu’il  y 
a quatre  quantités  différentes  , savoir, -f- 2,  — 2,  4- 
21/ — 1,  — 2/ — 1,  qui  sont  les  racines  quatrièmes  de 
16.  En  général , toute  équation  de  cette  forme  x4 — a—o  , 

doit  avoir  deux  racines  réelles,  qui  sont  4-  v/4-  V"  « oui 

4- v <*  , et — V/(4-l/«)ou — \/  a ; et  deux  imaginaires, 
qui  sont  4- t/  ( — l/«)  et — 1/( — » /a)  ; au  lieu  que  celle  qui 
prend  cette  forme  x4  4-  a = o , a toutes  ses  racines  ima- 
ginaires; lesquelles  sont  renfermées  dans  cette  expression 
x — ± \/ ± 1/ — a ; puisque  x4  =. — a donnex’=±  l/ — a. 
Donc  x = ± \/ ± 1/ — a ( nous  parlerons  plus  bas  du 
nombre  et  de  la  forme  des  racines  imaginaires,  dans 
les  équations  pures  d’autres  degrés  ).  ' > 

365.  Si  une  équation  du  second  degré  est  complète  , 
c’est-à-dire  , si  elle  contient  la  première  et  la  seconde  puùr* 


Digitized  by  Google 


i88  Eléments 


sance  de  l'inconnue  , avec  un  terme  tout  connu  , on  a 
alors  deux  manières  de  la  résoudre.  La  première  consiste 
à faire  disparaitre  son  second  terme  (352),  et  à traiter  la 
transformée  qui  en  viendra  , suivant  la  méthode  que  nous 
venons  de  donner  pour  les  équations  pures  de  tous  les 
degrés. 

Soit , par  exemple,  l’équation  x'  +px  -+-  q ~o.  Je  com- 
mence par  faire  disparaitre  son  second  terme  , en  substi- 


tuant^   à la  place  de  x , ou  bien  en  supposant  que 


x-y  — 


et  j’aurai , 


—py  + j 

p' 

Px—  py  — — 


q=  q 


Ainsi  la  transformée  devient^’  — \ p'+  q — o\  laissant 
donc  l’inconnue  seule  dans  un  membre  et  toutes  les  con- 
nues dans  l’autre  , j’aiy1  = jp'  — q : extrayant  la  racine 
quarrée  d’une  et  d’autre  part, y — ±\/i  p‘ — q : substi- 
tuant cette  valeur  à la  place  dey  dans  x—y — £ } j’ai 
enfin  :r=— 7 p±  V j p'  — <7  , c’est-à-dire,  que  pour  une 
valeur  de  x je  prendrai — ^P+^/^p'  — q , et  pour 
l’antre , — \ p — s/^p'  — q. 

Mais  au  lieu  de  cette  méthode  , dont  nous  n'avons  parlé 
que  pour  faire  une  application  des  principes  précédents  , 
on  suit  ordinairement  la  règle  suivante  pour  résoudre  ces 
sortes  d’équations. 

366.  Règle  1 Rendez  le  premier  terme  (*)  positif , s'il  est 
négatif , et  ne  lui  laissez  d'autre  coefficient  que  P unité  (35i  ). 
2.0  Ne  laissez  dans  le  premier  membre  que  les  termes  affec- 


( * ) On  ne  doit  pas  oublier  que  le  premier  terme  d’une  équation  est 
celui  qui  contient  ta  plus  haute  puissance  de  L’incontiue  ( 3:3  J. 
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tés  de  x , et  faites  de  ce  membre  un  quarrê  complet , en  lui 
ajoutant  le  quarrè  de  la  moitié  de  la  quantité  connue  , qui 
multiplie  la  première  puissance  de  [inconnue  (i55).  3.®  Pour 
conserver  P égalité,  ajoutez  autant  à l'autre  membre,  et  après 
avoir  extrait  la  racine  quarrée  des  deux  , vous  aurez , en 
transposant , les  valeurs  de  x. 

Exemples. 

567.  On  demande  les  racines  de  cette  équation  x1  4-pü 
4-  qz=z  o , qui  peut  représenter  toutes  les  équations  du  se- 
conddegré.  Pour  les  trouver,  jeplace  d’abord  d’un  même 
côté  les  termes  affectés  de  x,  ce  qui  donne  x’4-pa5  = — qi 
' et  comme  le  premier  membre  n’est  pasun  quarré  complet, 

je  le  complète  ( i55  ) en  lui  ajoutant  le  quarré  de  -jp  qui 
est  jp* , que  j’ajoute  aussi  à l’autre  membre  , pour  con- 
server l’équation;  ce  qui  donne  x'  4-  px  -+-  p1  = 7 p' 

— q : extrayant  la  racine  quarrée,  que  je  sais  ( i55) 
être  d'un  côté  x 4-  4 P > et  l’indiquant  de  l’autre,  j’ai 
aH~ ± p = ± V 7 p* — <7  : enfin  en  transposant,  x — — '-p 
r±  V' 7 p' — (J  > ce  désigne  qu’une  valeur  de  x est 

— 7 P + vjp’  — q , et  que  l’autre  est  — -jp  — s/^p' — <7. 
Soit  l’équation  x * 4-  5x  — 14  = o.  Pour  la  résoudre,  je 

me  sers  de  l’exemple  précédent,  comme  d’une  formule 
dans  laquelle  je  substitue  5 pour  p et  — 14  pour  q , ce  qui 

donne  x — — *4  — — 7 — = — 7 ou  4-  a. 

Soit  encore  l’équation  x'  4-  \x  4-  5 =0  , laquelle  étant 
comparée  à la  formule  ci-dessus  , donne  p =4  et  q = 5 ; 
donc  en  substituant  dans  la  solution , on  a x=— 1/ — 1, 
ce  qui  présente  deux  valeurs  imaginaires  de  x. 

568.  Par  la  méthode  que  nous  venons  de  donner  pour 
le  second  degré  , et  par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut 
( 363)  sur  les  équations  pures,  on  peut  résoudre  une  classe 
fort  étendue  d'équations  d’un  dégré  quelconque  ; savoir , 
toutes  celles  qui  ont  seulement  deux  termes  affectés  de  ï in- 
connu J,  et  dans  lesquels  [exposant  de  x est  le  double  dans 
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l'un  dû  ce  qu'il  est  dans  l'autre.  En  effet,  toutes  les  équa- 
tions de  cette  classe  peuvent  être  représentées  par  celle- 
ci  , x%m  ± pxr  ±.  q = o ( en  supposant  que  p et  q repré- 
sentent des  quantités  connues  ).  Or  , si  on  considère  d'a- 
bord dans  celle-ci  •r’"  comme  l’inconnue,  on  n’a  qu’une 
équation  du  second  degré , dans  laquelle  on  trouve,  parla 
méthode  de  ce  degré , xm =+\ p ±\/ ^ p'  q ; et  extrayant 
ensuite  la  racine  m des  deux  côtés,  on  a 

ï=V/[+T/)±  V/7/?’  q=ç.  ] 

Soit  l’équation  x * -l-  t\x3  — 96  = o , qui  est  évidemment 
de  la  classe  de  celles  dont  nous  parlons.  Pour  en  avoir 
les  racines,  je  substitue  dans  la  formule  ci-dessus  3 pour 
m , 4 pour  -t-  p et  — 96  pour  — q , ce  qui  donne  ( en  pre- 
nant dans  la  valeur  de  x le  signe  supérieur  pour  p et 
l’inférieur  pour  q , ainsi  que  la  supposition  l’exige  , 

x — [ — 2 ±V/4’t"96]  = V/[ — 2 ± \/  100] 

= V — 2 ± 10  = V +8,ou  V — 13  ; or  , en  cherchant 
les  trois  racines  différentes  que  doivent  avoir  chacune  de 
celles-ci;  on  trouverait  les  six  racines  de  l’équation  pro- 
posée , parmi  lesquelles  il  y en  a deux  réelles  et  quatre 
imaginaires,  ainsi  qu’il  est  aisé  de  s’en  convaincre  par 
le  scolie  suivant. 

36g.  Scolie  I.  En  parlant  plus  haut  des  équations  pures  , 
nous  n’avons  pu  assigner  la  forme  de  leurs  racines  que 
dans  le  second  et  le  quatrième  degrés  , et  dans  d’autres 
degrés  pairs  qui  peuvent  s'y  rapporter.  Il  nous  reste  à 
faire  cette  recherche  dans  les  degrés  impairs.  Pour  cela 
soit  l’équation  x3  4-  c3  z=  o , qui  donne  , en  transposant  , 
x3  — — c3  ; et  extrayant  la  racine  cubique  de  chaque 
membre,  x—  — c ; de  façon  qu’une  racine  de  la  pro- 
posée est — c.  Pour  découvrir  les  autres  racines  (car  je 
ne  puis  pas  douter  ( 54g)  qu’elle  n’en  ait  trois);  je  di- 
vise la  proposée  par  #4-  c,  qui  doit  être  un  de  ses  fac- 
teurs. Voici  le  détail  de  ce  calcul , par  lequel  on  trouve 
pour  quotient  x'  ‘—ex  -t-  c*  =30. 
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Dividende x3  -4-  c3  f i+c Diviseur. 

x3  — ex'  l x'  - 


x -+-  c'  . . Quotient. 


— ex'  -h  (£ 
-I-  ex'  4-  c'x 

c'x  4-  c’ 

— c’x  — cs 


o o 


Considérant  donc  ce  quoti«£  comme  une  équation  du 
second  degré,  je  cherche  la  vfleur  de  x,ou  bien  en  la 
laissant  d’un  côté  et  complétant  le  quarré  , ou  bien 
en  employant  la  formule  ci-dessus  ( 367),  et  j’ai 
x =ic  — c'  — c' , et  en  réduisant  ~ c * et  — c ' à — ; c’  f 
x —t  c ± y/  — tt*  : simplifiant  le  radical  ( i85 ),x—^c 

1/  — 3~ ( 1 ~ ^ — ~')c'  sorte  que  les  trois  ra- 


cines de  l’équation  proposée  sont  — c , Ç 1 + ^ — ~')c’ 

1 — ^c.  Pour  m’en  assurer  de  nouveau,  je  les 

substitue  successivement  à r,  et  je  trouve  que  chacune 
élevée  au  cube  donne  — cJ,  et  qu’ainsi  elle  remplit  la  con- 
dition qu  indique  la  proposée,  savoir,  que  x*  + c3—  o. 
Et  de  là  j’en  déduis  encore  la  confirmation  de  ce  que 
nous  avons  dit  ailleurs  ( 146  ) qu’un  cube  a trois  diffé- 
rentes racines  cubiques,  puisqu’on  voit  ici  que— c1  a pour 

racines -c,( ) c ,( )c. 


370.  Scolie  II.  Avant  de  quitter  les  équations  du  se- 
cond degré, il  est  bon  d'observer  quelles  sont  les  marques 
auxquelles  on  reconnaîtra,  sans  résoudre  l’équation , si 
ses  racines  sont  réelles  ou  imaginaires  , cominensu- 
rables  ou  incommensurables.  Pour  cela,  soit  l’équatiou 


\ 
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a-’  ±px  ±q  — o , qui  peut  représenter  une  équation  quel- 
conque de  ce  degré  , en  supposant  les  quantités  connues 
représentées  par  de.  p , de  q , et  l’on  trouve  aisément  (36y) 

pour  ces  deux  racines  x=  + \/ -A ■ p*  zgq.  Or , cette 

valeur  de  a:  ne  peut  être  imaginaire,  qu’autant  que  q y 
est  négatif  et  plus  grand  quej  p *.  Donc  en  supposant  tous 
les  termes  de  la  proposée  d’un  côté,  et  o de  l’autre,  les 
racines  imaginaires  ne  peuvent  avoir  lieu  qu’à  ces  con- 
ditions : i.°  Que  son  dernier  terme  soit  positif  : a.0  Qu'il 
soit  plus  grand  que  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  du 
second.  Ainsi  dans  x ' — 12  = 0,  je  vois  que  les  deux 
racines  sont  imaginaires  parce  que  le  dernier  terme 
1 2 est  positif  : a.°  parce  qu’il  est  plus  grand  que  9 , qui  est 
le  quarré  de  la  moitié  du  second  coèfficient;  en  effet  les 
racines  sont  3 + 1/  — 3,5  — 1/  — 3. 

Lorsque  l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  conditions  man- 
que, les  racines  sont  toujours  réelles;  et  si  de  plus  le  der- 
nier terme  de  la  proposée  soustrait  du  quarré  de  la  moitié  du 
second  coèfficient ,(ou  bien  ^ p'  q)  forme  un  quarré  parfait, 
ces  deux  racines  sont  cominensurables  ; et  dans  le  cas  con- 
traire , elles  ne  le  sont  pas.  Ainsi  dans  x’  — 6 x — 16  = o , je 
vois  d'abord  que  les  deux  racines  sont  réelles , parce  que  la 
première  condition  leur  manque  pour  être  imaginaires  ; 
ensuite  je  vois  qu’elles  sont  commensurables,  puisque 
— 16  soustrait  de  -+-  9,  donne  le  quarré  25.  Aussi  trouve- 
t-on  pour  racines  4-  8,  — 2.  Dans  x’  — G x — 12  = 0,  on 
trouve  deux  racines  réelles  , mais  incommensurables  ; 
parce  que  — 1a  soustrait  de  4-  9 , ou  bien  21  , n’est 
point  un  quarré  parfait;  aussi  l’une  est  34- v/  ai,  et  l’autre 
3 — t/21. 

371.  Problème  I.  On  demande  un  nombre  qui  soit  ] 
tel , qu'étant  ajouté  dix  fois  à son  quarré , il  donne  7 5. 

Solution.  Appelons  ce  nombre  x , et  la  condition  sera 
exprimée  par  x’ 4-  iox  = y5;  et  si , sans  recourir  à la 
méthode  générale  (366),  on  veut  seulement  employer  la 

. formula 
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Formule  ci-dessus  (367  ),  on  transposera  q5  d'e  cette  ma- 
nière , x'  -+■  10  x — 75  = o , et  l’on  substituera  -+- 1 o à -\-p 

et  — 75  à — q , ce  qui  donnera  x — — 5 ± \/  a5  4-  y5 
— 5 ± 10;  de  sorte  que  x = -t-  5,  ou  — 15;  et,  en  effets 
chacun  de  ces  deux  nombres  remplit  les  conditions  du 
problème.  ■ \ * ? 

37a.  Prorlème  II.  Deux  capitaines  avaient  chacun  48 
écus  d'or  à partager  à ceux  de  leurs  soldats  qui  s’ étaient  dis- 
tingués dans  une  action;  on  sait  seulement  quo  l'an  en  trouva 
deux  de  plus  que  C autre  dans  sa  compagnie  ;■  et  qu' après  le 
partage , chacun  des  siens  eut  quatre  écus  de  moins  , que 
ceux  de  ï autre  capitaine.  On  demande  à combien  de  soldats 
cet  argent  fut  distribué,  et  quelle  fut  la  portion  de  chacun . 

Solution.  Il  est  clair  que  si  l’on  connaît  le  nombre 
des  soldats,  on  aura  par  la  division  la  part  de  chacun.  Or, 
appelant  ce  nombre  x.d’un  côté,  il  serax  — a de  l’autre; 
«t  puisque  la  part  de  ces  derniers  a été  de  quatre  écus  plus 

forte  que  celle  des  autres,  on  a — 4-4  = — t — . Otant 

* , ..  : x — 3 

les  fractions  et  plaçant  tous  les  termes  d’un  côté  , on  a 
4 x ' — 8 x — 96=0;  et  divisant  par  4,  x * — zx — 24=0  : 
substituant  dans  la  formule 2 pour — p , 24  pour 

q>°n  ax  = 1 ± \/  1-4-24  = 6.  Donc  un  capitaine  dis- 
tribua cet  argent  à six  soldats  , et  l’autre  à quatre  : cha- 
cun des  premiers  eut  8 écus,  et  chacun  des  deux  autres  12. 

373.  Problème  III.  On  demande  de  partager  le  nombre  20 
en  deux  parties,  dont  le  produit  de  lune  par  T autre,  soit  plus 

grand  que  100.  î'  1 ! ‘ ; s . 

. 1 , !,'■■■  1 » » * • 

Solution.  Soit  x une  de  ces  parties,  l’autre  sera 

20— -x.:  par  la  supposition,  le  produit  de  x X 20  — x 
doit  être  plus  grand  que  100;  supposons  le  loi , et  l’on 

mira  * X 2o  — -x=  ioi/Ou  bien,  en  mettant  tous  les 
termes  d’un  côté  , x*  -i-  2o  x -4-  101  = 0,  équation  qui 
annonce  (370)  que  ses  racines  sont  imaginaires;  et,  en 
Algèbre.  i3 
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effet , en  substituant  pour  p et  pour  q,  on  a , x = 10 

r<-\/ 100  — 101  = jo  ± l/—  1 ; d’oîi  l’on  conclut  que  le 
problème  en  question  est  impossible  avec  les  conditions  qui 
l’accompagnent;  et  de  là  on  peut  déduire  encore  cette 
rérité  : que  le  plus  grand  de  cous  les  produits  que  peuvent 
donner  les  deux  parties  d'un  nombre  réel,  multipliées  [une 
par  Vautre,  est  celui  des  deux  moitiés. 

374.  Remarque.  Lorsque  les  conditions  d’un  problème 
ne  peuvent  être  remplies  que  par  des  nombres  d'une 
certaine  espèce,  et  que  sa  solution  fait  trouver  seulement 
des  nombres  d’une  espèce  différente  , alors  on  peut  dire 
que  la  question  est  contradictoire  dans  son  énoncé,  ou 
bien  qu’elle  est  impossible,  avec  les  seules  données  qui 
l’accompagnent.  Par  exemple,  si  l’on  demande  un  nombre 
x entier  ou  fractionnaire,  dont  le  double  ajouté  à son 
quarré  donne  4 ; la  question  sera  exprimée  par  x*-h2x=4, 
et  l’on  trouvera  x— — 1 ± \/  5;  ce  qui  fera  conclure 
que  la  question  est  impossible  avec  cette  donnée  ou  con- 
dition, que  le  nombre  cherché  soit  entier  ou  fractionnaire; 
mais  que  cette  impossibilité  disparaîtrait,  si  je  changeais 
ou  si  j'étendais  les  conditions , en  demandant,  en  général, 
tin  nombre  quelconque,  rationnel  ou  irrationnel,  dont  le 
double  ajouté  à son  quarré,  donnât  4;  car  alors  les  mêmes 
racines  — 1 ± t/  5,  qui  prouvaient  l’absurdité  de  la  pre- 
mière question,  donneraient  la  solution  de  la  seconde  î 
de  pareilles  réflexions  peuvent  se  faite  sur  la  solution  du 
problème  III.  En  général,  de  ce  qu’on  trouvera  dans  une 
équation  des  racines  qui  sont  impossibles  dans  certains 
cas  , on  se  gardera  d’en  conclure  qu’elles  le  seraient  dans 
tous  les  autres;  car  il  peut  y avoir  telle  question  , qui  ne 
saurait  être  résolue  que  par  célles-là  ; et  cette  singularité 
vient  de  ce  qu’on  est  quelquefois  forcé  à exprimer  par  la 
même  équation  des  problèmes  très-différents  par  leurs 
limitations  particulières;  et  alors  il  peut  arriver  qne  ce», 
limitations  rendent  impossibles  dans  un  cas  les  ^êmes  ra- 
cines qui  sont  les  seules  possibles  dans  un  autre  ; dans 
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lequel,  ou  bien  ces  limitations  seraient  différentes,  ou 
bien  encore  elles  n’existeraient  pas. 


CHAPITRE  V L 

Des  équations  du  troisième  degré . 

L.  . ..,'J 

a méthode  qui  paraît  la  plus  simple,  pour  résou- 
dre ces  sortes d 'équations,  c’est  d’en  former  d’abord  une 
de  ce  degré,  qui  ait  une  racine  connue;  de  se  servir 

de  cette  racine,  pour  découvrir  les  deux  autresVet  ensuite 

de  ramener  toutes  les  équations  de  ce  degré  à la  forme 
de  celle  que  nous  aurons  résolue  ainsi , afin  de  pouvoir  y 
appliquer  la  même  méthode.  J 

Soit  donc  x — c -h  d,  dans  laquelle  c et- d sdnt  de» 
quantités  connues  : supposons  qu’on  élève  les  deux  mem- 
bres de  cette  équation  au  cube  (on  doit  savoir  (i52Yfor.‘ 
mer  le  cube  d un  binôme,  sans  passer  parla  ffiultipli 
cation,  et  cette  formation  revient  à prendre  le  cube  de 
chaque  terme,  et  leur  triple  produit  multiplié  parleur  sommet 
On  « donc  ici  *>  = c>  + d>  + Sd  (c  + d).  Ou  bien  , 
mettant  x au  heu  de  son  égale  c+d,  et  transposant 
a:  3c  dx  c d?  = o,  équation  dans  laquelle  on  est 

assuré  qu  une  racine  est  c -4-  d,  ou  bien  qu ex—c—d  est 
un  des  facteurs.  .s 

Pour  découvrir  les  deux  autres  , le  moyen  le  plus  simple 
est  de  diviser  1 équation  par  x — c — d , ce  qui  la  réduira 
au  second  degré  , et  de  chercher  dans  l’équation  ainsi 
réduite,  les  deux  racines  inconnues , par  la  méthode  do 
ce  degre,  laquelle  n’admet  aucune  exception. Voici  le  dé 
tail  de  ce  calcul.  . 
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Dividende... a-5 — 3 cdx — c3 — 'cP(  x — c — J. ....  ..  Diviseur. 
— a-3  -+-  ex*  -b  dx* 


(c-bd)x-b  c1"! 

— cdlQuotient. 


i.*r  reste.  .(«+■'  d ) x*  — 3 cdx  — c3  — d* 

( — c — d ) a'  + (c*+ jcrf+<f)j 


3/  reste, (c» cd-b  d*)  v — c3  — d* 

( . — c*  -b  cd  — d*)x-b  c 3 — c*  d-b  cd* 
-b  — crf*  -h  <f* 


3.*  reste o 


Il  ne  s'agit  donc  à présent  que  de  considérer  ce  quotient, 
comme  une  équation  du  second  degré,  laquelle  sera  x'  ■+■ 
(c-h  d)x  -4-  c*  — cd  -h  d*  = o,  et  d’en  prendre  les  racines 
d’après  la  formule  donnée  ci-dessus  ( 367  ) , ce  qui  fera 

trouver  x = - — ~ ± \/( — — - — c1  -b  cd  — d‘. 


2 '2 

Pour  simplifier  cette  expression , on  élevera  au  quarré  la 

• — c ■ d • . 

fraction , qui  est  sous  le  radical , et  alors  toutes 


les  quantités  qui  sont  sous  le  signe  , se  réduiront  & 
— fc*  -4-  4 cd — f </%  ou  bien  à — 3 (je*  — 7 ad  -+.  -j  i*). 

Ainsi  ce  radical  deviendra  ±:  — 3 (-j  c*  — ~ cd  -b  ^ d')-, 


et  comme,  sous  cette  forme,  il  contient  le  quarré  de 


c—d 


multiplié  par — 3,  en  faisant  passer  hors  du  signe  (i85). 


il  devient  ± — — — - — 3 ; et  par  conséquent  les  deux 


racines  que  nous  cherchons  sont 


x ; 


■ — c — d , c — d 

a \ 2 


)V—  3; 


376.  De  là  nous  pouvons  conclure  que , dans  toute  équa- 
tion du  troisième  degré,  qui  sera  disposée  de  telle  ma- 
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nière  ; i.*  quelle  n'ait pas  de  second  terme;  a.'  que  le  terme 
connu  soit  la  somme  de  deux  cubes (c1,  d’);  3.°  que  le  coef- 
ficient de  x soit  le  triple  produit  de  leurs  racines  cubiques 
( 3 cd  ) , on  aura  ses  trois  racines  exprimées  par  ...... 

x — c + d 

■ *=^=l+(-îr^-V-  s. 

3 » a ' 

— c — d / c — d \ _ 

x = ( ) l/— . 3. 

Exemples. 

377.  Soit  cette  équation  x5  = 6x  + 9,  qui  renferme 
toutes  les  conditions  que  nous  demandons  ; puisqu’elle 
n’a  pas  de  second  terme  , que  de  plus  le  terme  connu  9 est 
la  somme  de  deux  cubes  8 4-  1 ; et  que  le  coèfficient  de  x , 
savoir,  6,  est  le  triple  produit  de  leurs  racines  cubiques  , 

3 et  1.  Faisant  ici  c—>/  8,  d ■=  \/  1 ; j’aurai  d’après  les 
formules  ci-dessus, 

x — 3 

— 3+1/— 3 

x =— 

a 

x — 

2 

Soit  celle-ci  x’= — 6x  — 7,  dans  laquelle — 7=1  — 8,. 
qui  sont  les  cubes  de  + 1 et  de  — a;  et  — 6 est  aussi  le 
triple  produit  de  leurs  racines  cubiques.  Ainsi  nous  de- 
vons trouver  ces  trois  racines  d’après  les  formules,  en  fai- 
sant c = — a , d — x,et  elles  seront , 

x = — 1 


1 — 3l/ — 3 


i + 3 1/—  3 

x — 

2 


Si  l’on  examine  encore  cette  autre  équation  x3  = 3 6x 
+ 91,  on  la  trouvera  dans  les  mêmes  conditions  que  le» 
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précédentes,  et  les  mêmes  formules  feront  trouver  pour* 
ses  racines , 


x 

x 

X 


= 7 

_ — 7 H-  ✓ — 3 


— 7 — 1/— 3 

a 


Dans  tous  ces  différents  cas,  on  peut  se  convaincre  que 
l’équation  résolue  a les  propriétés  qui  doivent  nécessaire- 
ment lui  convenir,  d’après  l'article  347- 

Les  exemples  que  nous  venons  de  rapporter,  n’ont  pré- 
senté aucune  difficulté;  mais  on  doit  s’attendre  qu’il  n’en 
serait  pas  ainsi  d’un  grand  nombre  d’autres  équations; 
parce  qu’il  ne  peut  point  être  toujours  aussi  aisé  de  les 
ramener  auxconditions,  que  la  solution  précédente  exige. 
Nous  pouvons,  à la  vérité,  par  ce  que  nous  avons  vu  ail- 
leurs (35a) , remplir  la  première  dans  tous  les  cas,  et  I© 
problème  suivant  va  nous  apprendre  à satisfaire  aux  deux 
autres. 


378.  Problème.  Deux  nombres  per  qétant  donnés , on 
en  demande  deux  autres  , tels  que  leur  somme  soit  égale  à q , 
et  que  le  triple  produit  de  leurs  racines  cubiques  soit  égal  à p. 

Solution.  Désignant  ces  nombres  inconnus  l'un  par^  , 
l’autre  par  z ; la  première  condition  est  quej’  + a = q ; 

la  seconde  que  3 V yz  — p • Donc,  en  divisant  cette  der- 
nière équation  par3,  et  l’élevant  au  cube,  ona yz—TïP*  î 
qui  étant  multipliée  par  4 devient,  4 yz  — -—p*. 

Si  donc  on  élève  l’équation  y -h  z = q auquarré  , lequel 
sera  y -4-  2 yz  -+-  z'  = q* , et  que  de  là  on  soustraye  celle 
que  nous  venons  de  trouver  , on  aura  y% — a yz  -+-  z%~  7* 

— TT  p1;  et  en  extrayant  les  racines,^ — z — ± \/ qx — ~pi . 
Ajoutant  cette  dernière  équationà  la  primitive^-»-  q x 
et  dégageant  y,  on  a pour  sa  valeur,  y—±q±:  ~ V' q'—^p3  i 
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•u  bien  , en  faisant  entrer  la  fraction  7 sous  le  signe  ra- 
dical ( 181  ) , 

7 ± y/  7-7’— ÏT  D’- 
Pour avoir  la  valeur  de  z,il  n'y  a qu’à  substituer  celle  de  y 
dans  la  primitivey  z = q , laquelle  donne  z — q — y , 
et  l’on  a , 

+ t 7*  *r  P** 

Il  n’est  pas  douteux  que  ces  valeurs  dey  et  de  z ne  rem- 
plissent les  conditions  du  problème.  Car  si  on  prend  leur 
somme,  les  quantités  radicales  s’évanouiront,  par  rap- 
port à l'opposition  des  signes  ; et  il  ne  restera  dans  chaque 
valeur  que  q ; donc  on  auray  + z — q,  ce  qui  est  la  pre- 
mière condition.  Quant  à la  seconde,  elle  est  également 
remplie  ; car  en  observant  que  les  valeurs  trouvées  de  y 
et  de  z présentent,  l’une  la  somme,  l’autre  la  différence 
de  deux  quantités,  savoir  de  7 q et  de\/ 7 q'  *—  77  p ’,  poiir 
avoir  le  produit  yz  de  l’une  de  ces  valeurs  multipliée 
par  l’autre  , il  suffit  ( i55  ) de  prendre  la  différence  de 
leurs  quarrés  , laquelle  sera  j q'  — 7 q'  4-  p*  , ou  bien 

t?  P'-  Donc yz—-^piet\/yz—^p\  partant  3 \/yz=p , 
ou  bien  le  triple  produit  de  ces  racines  vaudra  , coèffi- 
cient  de  r,  ainsi  que  l’exige  la  seconde  condition* 

379.  Corollaire.  On  conclura  de  là  que  toute  équation 
du  troisième  degré  peut  être  ramenée  à la  forme  de  celles 
dont  nous  avons  parlé  plus  haut(  36g)  ; et  qu'ainsi  les  mêmes 
formules  en  pourront  indiquer  les  trois  racines.  Car  quelle 
que  soit  cette  équation  , on  peut  faire  évanouir  son  se- 
cond terme , et  alors  on  peut  la  représenter  par  x'—px+q , 
dans  laquelle^  et  q indiqueront  des  nombres  connus  quel- 
conques. Or  (378) , sans  rien  changer  à la  valeur  de  ces 
nombres  , à la  place  de  q , on  peut  substituer  la  somme 
des  valeurs  dey  et  de  z , prises  du  problème  précédent 
et  considérées  comme  deux  cubes  ; et  à la  place  de  p , le 
tiiple  produit  des  racines  cubiques  de  ces  mêmes  va^ 
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leurs  ; ce  qui  donnera  à l'équation  x3  =px  + q la  forma 
de  celles  que  nous  avons  déjà  résolues  ( 3y6  ).  Supposant 
donc  ces  nombres  substitués  à la  place  de  p et  de  q,  l’équa- 
tion générale  = px  -+-  q , deviendra  telle  qu’on  la  voit 

sous  la  lettre  A ci-dessous  ; et  la  première  valeur  de  x 
sera  exprimée  par  l'équation  B : 

A..«*=3X  V'tîff+V'ïf'— [77'—  V/7'/1—  Î7é>3] 

x * •+-  rq  ■+-  V 7<r  — 77/j,+ 

+ 7V—'/if—77Pt 

B...X~\/  [ 7 q 4-  y/  7 7*  — TïP']  ■+■ 

+ v/[t  7 — v/  7 9*  — 77 P'  ] 

Ou  bien  en  supposant , comme  ci-dessus,  que  le  premier 

3 ...  — 

radical  cube,  savoir,  V [t?+  V 77’  — 77  P*  ] est  ici  re- 
présenté parc  ; etque  le  second  , \/  [ \q — \/  7 q'—  77 P 5 ]» 
l’est  par  d ; on  a pour  une  équation  quelconque  du  troi- 
sième degré  , les  mêmes  expressions  des  racines  que  nous 
avons  déjà  eues  ; savoir  : 

I x — c + d 

— c — d c — d 

• • • • x — 1 + — X \/ — 3 

a 3 

ni. . . , x = — inA  — L—L  x t/ — 3 ( * ). 

080.  Il  ne  s’agit  donc  à présent  que  de  chercher  quelles 


( ) Si  Ion  conserve  dans  la  mémoire  la  composition  des  deux 
radicaux  repre'scnte's  par  c et  d , on  peut  énoncer  distinctement  ta 
valeur  des  trois  racines  du  troisième  degré,  en  disant  que  la  pre- 
mière vaut  la  somme  des  deux  radicaux  cubiques  c et  d ; que  la 
seconde  vautla  moitié  de  la  somme  des  mêmes  radicaux , prise  avec 
un  signe  contraire , plus  la  moitié  de  leur  différence  multipliée  par 
y ^ i (lue  troisième  vaut  encore  la  moitié  de  cette  somme , tou- 
jours prise  avec  un  signe  contraire , moins  la  moitié  de  la  même 
différence  multipliée  par  \/~  3. 
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sont  les  différentes  formes  que  peuvent  prendre  ces  ra- 
cines. Pour  les  découvrir  , il  faut  surtout  faire  attention 
aux  changements  que  les  diverses  valeurs  des  données 

p et  q produiront  dans  \/  \q' — -~p3 , qui  entre  toujours 
dans  les  valeurs  de  c et  de  d.  Or , il  ne  peut  arriver  à ce 
radical  d’autres  changements  que  d’être  ou  zéro  , ou  une 
quantité  réelle , ou  une  imaginaire. 

38i.  II  serazéro , lorsque  ■—  p 3 seranégatif  et  égal  q' , 

qui  doit  toujoursétre  positif  ( n3).  Et  une  équation  étant 
proposée,  on  voit,  par  les  valeurs  de  pet  de  y,  si  rrP3=Tqti 
tandis  que  le  signe  qui  précède  p , détermine  si  Vf  P%  sera 

positif  ou  négatif  dans  V T7'~Tf/’1  ! car  s*  l’équation 
proposée  est  de  cette  forme , x 3 = — px  ± q , tç  p3  sera 
toujours  positif  dans  le  radical  ci-dessus  ; et  si  elle  est  de 
celle-ci,  x3  = px  ± q,  il  y sera  négatif.  Or,  quand  on  aura , 

comme  on  le  suppose  ici , \/ -j-  q * — Vf P ’ = o , les  deux 
radicaux  cubiques  de  l’équation  B,  se  réduiront  chacun  • 

3,  3. 

à V t q,  ou  bien,  dans  nos  formules,  il  viendra  c—d =v  i q\ 
ce  qui  suffit  pour  en  faire  évanouir  la  partie  imaginaire. 
Ainsi  les  trois  racines  seront  alors  réelles,  deux  d’entre 
elles  étant  chacune  la  moitié  delà  troisième,  et  d’un  signe 
contraire  ; ou  bien  on  aura  : 


38a.  Si  le  radical  quarré  \/  -q'  — Vf  P3  est  line  quantité 
réelle,  la  première  des  racines (379  ) sera  réelle  ; puisque 
les  radicaux  cubiques  de  l’équation  B,  représentés  par  c 
et  par  d,  n’auront  rien  d’imaginaire  j mais  alors  les  deux 
autres  racines  seront  imaginaires , puisque  chacune  con- 
tiendra le  facteur  imaginaire  t/  — 3,  lequel  n’étant 
multiplié  ni  par  des  quantités  égales  et  opposée? , ni  par 
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d'autres  imaginaires,  il  restera  nécessairement  des  termes 
imaginaires  dans  le  produit.  Or , si  l’on  demande  quand' 
est-ce  que  \/  f q'  — ~p * est  une  quantité  réelle  , il  est 
aisé  de  voir  que  ce  sera  toutes  les  fois  que  p entrera  sous 
le  radical  avec  le  signe  -+- , ce  qui  arrivera  dans  toutes 
les  équations  de  cette  forme  x 1 = — px  ± q ; ou  mémo 
lorsque  p y entrant  avec  le  signe  — (ce  qui  ne  peut  arri- 
ver que  dans  les  équations  de  cette  forme-ci  ,xi=p^—^) 
on  aura  — p'  < 7 q* . 

583.  Examinons  i\  présentie  cas  où  y — tçP*  sera 
imaginaire,  et  observons  d'abord  que  ce  cas  ne  peut  avoir 
lieu  qu’autant  que  — p 3 se  trouvera  négatif  sous  le  ra- 
dical , et  plus  grand  que-J-ÿ’.  La  première  condition 
exige  donc  que  la  proposée  soit  de  cette  forme  x*=px  ± ç ; 

etla  seconde  quel’onait|/t7  > V 7 q' , ou  bien  p > 3 y i ?’• 
Dans  ce  cas  , qui,  comme  on  le  voit  par  la  latitude  de  ses 
conditions  , peut  s’étendre  à l'infini , chacun  des  radi- 
caux cubiques  de  l’équation  B est  imaginaire  , pris  sépa- 
rément (no3)  : cependant  ici  , comme  dans  d’autres  cas 
( 200) , leur  somme  devient  réelle  dans  la  première  ra- 
cine ( 879  ),  ainsi  que  leur  différence  multipliée  par  1/ — 3 
dans  les  deux  autres.  Personne  , à la  vérité  , n’a  pu  jus- 
qu’ici en  trouver  l’expression  générale,  et  c’est  cette  dif- 
ficulté qui  a fait  donner  à ce  cas  le  nom  de  cas  irréduc- 
tible du  troisième  degré. 

584-  Pour  prouver  qu’ici  les  trois  racines  de  l’équation 

sont  réelles  , changeons  d’abord  / 7 — "H  P*  en 

V’[  ~ — 7 q'  ] [ V — 1 ] qui  lui  est  égale  , et  supposons 
que  1 /{~p*  — 7 <7’  ] , qui  alors  est  une  quantité  réelle  , 
soit  représentée  par  k , et  qu'ainsi  on  substitue  k V'  — 1 
à la  place  de  1/  [7  q'  — ~ p'  ]. 

Supposons  encore , pour  faciliter  le  calcul  , que  7 <7  soit 

désigné  par  r , alors  ( 379  ) c=  \/  [r+À  l/—  1 ] et 
d~^y  \r — k 1/ — 1].  Donc  , en  changeant  ces  radicaux  en 
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puissances  fractionnaires , à la  place  des  trois  racines  as- 
signées ci-dessus  ( 3yg  ) , on  aura  : 


I • • • • x — - r 4*  A i/  — i 5 f — A H j T 

II  et  III . . . x = -i  [ — r — Aw'' — i ” — r4-Ai/—  j"»  J — 

± T [ r+Ai/- — r+kV— iT].\/— 3. 

Et  si  l’on  développe  la  première  racine  d’après  la  formule 
du  binôme ( iSj  ) , on  trouvera  : 

i s 

(r+Al/—  i)ï=r*  4-  7 r~T  A|/—  î+^ri  A’  AV— i 

777  e j — 7T7  r~~  A5  l -+-  7—7  r~T  k* ...  . etc. 
(a-Ai/—  i)~=r7—  jri  Al/—  i + ir  7 A’— ^r-7  AV— i 
771  r 1 A4  4-  r * k'  1/ — i 4-  7—7  r~T  A® etc. 

• v 11 

Prenant  la  somme  de  ces  deux  séries,  tous  les  termesima- 
ginaires  se  détruisent , et  l’on  a pour  la  première  valeur 
de  x , ou  pour  c 4-  d : 


x=arT  4-  ^r^A1— ■*—  r^r  A4 

243 


l3l22 

Or,  r 7 =-L-=iL=^xi- 


2 .3o8  _ * 7 

r 1 A . . . etc. 


» « T r1  2 y 

a.°  . . . r"!' = _ =~=^  x -L 

r~  r~  * 


3 <>  — 1 r' 

v • • • • T » — _ - — - m * — r 


ra  X 


Substituant  donc  pour  r-»'  , pour  r > , pour  , 
la  première  valeur  de  x deviendra  : 

*=3H4-îA£_±I?rr  Ü+2-l5tr7  * etc 

- . r*  243  > 656i  V/  ’ ’ - 
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Dans  laquelle  a . r? , ou  bien  2 . y rentrant  dans  tous  les 
termes  , on  aura  enfin  sous  une  forme  plus  simple  : 


x 


, J*  TO  J( * l54 

’ r*  243  * r*  656i  * r* 


385.  Pour  prouver  que  dans  ce  même  cas,  les  deux  autres 
racines  ou  valeurs  de  x sont  également  réelles , il  faut 
observer  : 


Qu’en  multipliant  1/ — 3parl/ — 1 , on  a la  quantité 
réelle  — \/  3 , puisque  1/ — 3 = /3x  v/ — 1 ; et  qu’ainsi 
I/—  3 X 1/—  i= »/3*X  l/—  1 x i=»/  3 x — 1 =— 1/3. 


a."  Que  ces  racines  renfermant  l’une  et  l’autre , la  moi- 
tié de  la  première,  prise  avec  un  signe  contraire  , cette 
partie  de  leur  expression  vient  d’être  trouvée,  et  sera  : 


1 + 7- 


3.°  Que  si  l’on  soustrait  d de  c , ou  bien  la  série  repré- 


10  Je*  154  A* 

^•7r  + ~656r-7*’  * * * 


•) 


1 

sentant  ( r — Je  1/ — t )>  de  celle  représentant(r-t-Al/ — i)7, 
il  vient  pour  différence  : 


a . j t > k \/  — 1 + a . rr  r"T  P 1/ — 1 — 

— 2 . ~y  r~>  ks  »/  — 1 . . . etc. 

4.0  Que  si  l’on  prend  la  moitié  de  cette  différence,  et 
que,  en  outre  , on  la  multiplie  par  \/ — 3,  ainsi  que  l’in- 
dique l’expression  Ç ~m2  ^ ) X / — 3 qui  entre  dans  la 
seconde  et  troisième  racine , il  vient  la  quantité  : 


— jrr  k.i/3  — ^r-j  k>  i/3-h 
■+-  ■—  r“T  A5  1/  3 . . . etc. 

dans  laquelle  il  n’y  a aucun  terme  imaginaire.  D’où  l’on 
conclura  que , soit  qu’on  ajoute  cette  différence  ainsi 
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multipliée  par  1/ — 5,  à la  moitié  de  la  première  racine  , 
soit  qu’on  l’en  soustraye,  il  ne  reste  aucun  terme  ima- 
ginaire dans  ces  expressions. 

5.”  Enfin  , pour  les  simplifier  encore  , on  observera 


que  r * 


que 


vV 


= — — x 

3/_ 


y/l 


que 


r Vr •*  y t* 


X— = 


y/  r « 


X 


T 


et  si  on  substitue , dans  la  valeur  qu’on  vient  de  trouver , 
c — d 

pour  — - — X 1/  — 3 , on  aura  : 


Al/3  — ^ 


I 

r* 


. k*  1/  3 -f- 


ou 


bien 


-j — . A5 1/  3 ... . etc. 

V r* 

_L  *4 

• l • j *r  y*»*— A * * * 


etc 


) 


Donc  l’expression  générale  et  simplifiée  de  la  seconde  et 
troisième  racine  dans  le  cas  irréductible  ,(  prenant  le 
signe  4-  pour  la  seconde  , et  le  signe  — pour  la  troisième) 
sera  : 


II  et  III...  * = — V^i  + 7 ~TTT  • £ -H#r  • -^-.etc.) 

• __l  Ü _i_ -**.  il.  «te  Y 

,_V  * • » * -»  ^ »»»•-*  **  eccv 


'£ 


6 / V • 

> V r*  \ . ; ; 


386.  Sc  o l i e.  Il  faut  observer  que  les  séries  trouvées 
ne  présentent  des  valeurs  approchées  de  ï,  qu’autant 
qu’elles  sont'convergentes.;  “ce  'qui  arrivera  seulement 
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dans  les  équations  donnant  k < r , ou  A = r , parce  que 
alors  chaque  numérateur  sera  plus  petit  que  son  dénomi- 
nateur ; et  pour  les  rendre  telles  , lorsque  k > r , il  suffit 
de  prendre  , dans  les  binômes  élevés  ci-dessus  ( 384  ) à la 
puissance  j , le  terme  -¥  k V' — i , ou  — k 1/ — 1 pour 
le  premier,  et  alors  , en  faisant  des  calculs  semblables 
à ceux  que  nous  avons  détaillés  , et  observant  que 

( ± A 1/  — i )»  = ± kJ ( — 1 )"  X ( — t )“  = qi  AT.  1/  — i , 
on  trouvera  pour  les  trois  valeurs  de  x : 


y k* 


. . 1* 
. If 

r* 

~k* 

•f*  • • 

a a 

r * 

l » ^ •*  A* 

1 •*» 

As  +• 

1» 

_1_  ■ “ r*. 

F 

A4 

387.  Problème  I.  Trouver  un  nombre  tel  qu'ajoutant  son 
cube  au  produit  de  ce  même  nombre  multiplié  par  4 5 , la 
somme  soit  100 


Solution.  Désignons  par  x le  nombre  cherché,  et  l’on 
aura  l équation-x’-t^S  x=ioo , ou  bien  xi^= — ^üx+ioo , 
qui  étant  comparée  à la  formule  a:1  = — px  ± q du  n.t 
3y5  fait  voir  qu’une  de  ses  racines  est  réelle,  et  que  les 
deux  autres  sont  imaginaires.  Faisant  donc  — ^5= — p 
et  100  = 7,  on  a (379)  : ' 

x — \/  [5o  •+•  5 \/u35]  4-  \/  [ 5o  — 5 i/u35  ]. 

388.  Problème  II.  Trouver  par  les  méthodes  précédentes 
les  racines  de  l équation  complète  1*4-13  t*4-  60  t -t-io3=o. 

Solution.  Pour  y appliquer  les  formules  ci-dessus,  je 
dois  d’abord  faire  disparaître  son  second  terme,  ce  qui 
s’exécutera  (352)  en  supposant  r = jt  — ou  r = x — 4 
d’où  I on  déduira  x1  -t-  12  x— -g  = o , ou  ua  x -4-9  j 


Digilized  by  Google 


de  Mathématiques.  ao? 

laquelle  étant  rapportée  à l’équation  a = — px  ± q du 
n.°3S2,  donne  — 12  = — p,  9 = 7,  et  fait  voir  que  la 
première  racine  est  réelle  , et  que  les  deux  autres  sont 
imaginaires.  Or , (379)  cette  racine  réelle  sera  ...... 

x=^[?tr337.]+^[-?-^337], 

et  retranchant  4 de  cette  valeur  de  x pour  satisfaire  à 
l’équation  t — x — 4 > on  aura  la  valeur  de  t, 

589.  PaonLK-viF  III.  On  demande  de  résoudre  cette  équa- 
tion t5  4-  6t’  — 18  t 4-  10  = 0. 


Solution.  i.°  Je  commence  par  faire  disparaître  le 
second  terme , en  supposant  (352 ) t = x — 2 ; et  j’ai  pour 
l’équation  transformée  x ’ — 3o  a;  4- 62=0,  ou  bien 
oc3  — 3o  x — 62,  qui  se  rapporte  à la  formule  x3—px±q 
de  l’article  376. 


a.0  Puisqü’ici  p=  3o  et  — <7  = — 62  , il  vient  \p  ~ 10 , 

— j <7=  — 3x , t77  = 9eO  et  partant  10  > V 961.  Donc, 

on  a Ÿ p > v 7 q(]  , et  l’équation  réunit  les  deux  condi- 
tions requises  ( 383) , pour  avoir  ses  trois  racines  réelles  ; 
mais  étant  dans  le  cas  irréductible  , on  ne  peut  leur  assi- 
gner que  des  valeurs  approchées. 

Pour  les  obtenir  , observons  (384)  qu’ici . à la  place  do  r 
pris  dans  la  formule  , il  faut  écrire  — 3i  ; et  puisque 
k—\/  ( j 000  — 961  ) , ou  bien  k'  — 3g  , on  a k < r.  Et  les 
séries  des  articles  377  et  878  devenant  convergentes  dan? 
le  cas  présent , c’est  par  elles  qu’il  faut  chercher  ces 
Valeurs.  Or  (877)  , il  est  venu  : 

• »-» 


,3/  r . a*  k* 

x = 2.y/r[t  4-i— — — 4-,‘rrr 

\ . 


ü. 


Donc  substituant  , ainsi  qu’on  vient  de  le  dire  , on  trou- 
vera pour  la  valeur  approximative  de  la  première  racine , 
— 6;3u.  . 
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Quant  aux  valeurs  des  deux  autres  , on  a deux  moyens 
de  les  obtenir,  ou  bien  de  substituer  pour  retpour  k dans 
la  double  série  qui  termine  l’article  3y8  ; ou  bien  , 
ce  qui  est  plus  court,  de  diviser  l’équation  proposée 
x3  — 3o.r  4-62  = o,  par  son  facteur  x 4-  6,3i  x , et  il  vien- 
dra pour  quotient  une  équation  du  second  degré  qui 
donnera  les  deux  autres  racines  dont  les  valeurs  appro- 
chées , les  seules  qu'on  peut  avoir  ici  , sont  x = 2,7971... 
x—  3,5 1 3g.  Et  enfin  puisqu'on  a supposé  t — x — 2,  il 
viendra  pour  les  trois  racines  de  l’équation  primitive  , 

t 
t 
t 

CHAPITRE  VII. 

De  la  résolution  des  équations  du  quatrième  degré . 

La  méthode  que  nous  nous  proposons  d’expliquer  ici , a 
été  découverte  par  Euler;  et  nous  allons  la  présenter 
telle  qu’il  l’a'donnée  dans  le  premier  toine  de  ses  Eléments 
d’algèbre.  Elle  consiste  , une  équation  du  quatrième  de- 
gré étant  donnée  , à en  trouver  une  du  troisième  , dont 
les  racines  servent  à découvrir  celles  de  la  première.  Mais  j 
auparavant  il  faut  voir  comment  est-ce  qu’avec  lesracines 
d’une  équation  du  troisième  degré  , on  peut  parvenir  à 
une  autre  qui  sera  du  quatrième.  1 * 

3go.  Soit  donc  l’équation  du  troisième  degré  z 3 — Jz' 
4-gz — h — o , que  j’appellerai  l'équation  auxiliaire,  et 
dont  les  trois  racinessoientlesquantités  connues  p , q , r: 
supposons  que  l’on  ait  x~  y'p  t / q v"  r , ex  qu’on 

élève  les  deux  membres  de  cette  équation  au  quarré  , ce 
qui  donnera  x' -p- f-  q 4-  r -J-  2 V'pq  -f-  a \ / pr  2 V qr- 

Or, 


= — 8,3xx. 

= <V797»* 

= x,5x3g. 
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Or  ( 353  ),p  -f*  q -f-r  —fi  donc  en  transposant  on  a 
x' — f=  a 1/  pq  2 l/  pr  -H  al/  qr. 

Elevons  encore  cette  dernière  équation  au  quarré  et 
noua  aurons,  x4  — zfx'  •+■/’— 4 Ve!  4*  4/7r4-  4 qr  -+-8 

V p1  qr  4-  8 \/pq'  r+üs/pc/r1.  Or  ( 553  ) , 4 p?  -f-  4 pr 
-j-4  qr  — ^g  : et  de  plus  8 \/p*  qr  8 \/ pq'  r -+-  8\/ pqr' 

—8  V pqr  ( \/p  4-  \/q  + l /r)  Doncx4  — a fx'  -t-/1 — 4" 
= 8 1/  pqr(  V'p- f-  l/ÿ-f-  \ /r).  D’ailleurs  ( 353)  pqr  = h, 

et  partant  8 \/ pqr  = 8l /h  : par  la  supposition  Vp  + Vq 
-f-  l /r=.x.  Donc  substituant  ces  valeurs , et  transposant , 
on  a l'équation  du  quatrième  degré , 

( A ) . . . x4  — 2 fx'  — 8 t/  h X x -\-f  — 4 g—  0 > 

dans  laquelle  une  racine  doit  nécessairement  être  x=  V'p 
-f-  V'q  + l /r. 

391.  Maintenant  pour  résoudre  une  équation  quel- 
conque du  quatrième  degré  , comparons-la  d’abord  à ‘ 
réquation  A;  ce  qui  exige  que  le  second  ternie  lui  manque, 
et  que  le  premier  n’aitque  l’unité  pour  coefficient,  choses 
possibles  dans  tous  les  cas(35t  et  352);  et  de  cette  compa- 
raison nous  tirerons  les  valeurs  que  doivent  avoir  les 
coèfficients  de  l’auxiliaire  , de  laquelle  on  déduira  ensuite 
les  racines  de  la  proposée.  Soit  donc  , 

(B)  . . . x4 — ax'  — *•  bx  — c o 

qu’on  peut  prendre  pour  une  formule  générale  , qui  re- 
présente toutes  les  équations  du  quatrième  degré.  Pour 
déterminer  les  coèfficients^,  g , h,  de  son  auxiliaire  , ob- 
servons que  les  premiers  membres  des  équations  A et  B 
ne  peuvent  se  réduire  à o , sans  que  les  coèfficients  des 
mêmes  puissances  de  x soient  égaux  dans  l’une  et  dans 

l'autre;  ce  qui  donne  1.”  — * a = — af,ouf—~.  . . . 

2.0  — 8l /h  = — b , ou  bien  en  élevant  au  quarré  Q^h—bb, 

A Igïbre.  *4 
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et  h = Vt  W.  3.°  — c=/’—  4^,  ou  bien  4g-=/  -+- c ; et 
comme  suivant  ce  que  nous  avons  vu  f—  -j  a , on  a 
+ ic.  De  telle  sorte  que  l’auxiliaire  sera, 

(C).  . + ( rr  a’H-7c)«— *TW=°(*); 

laquelle  étant  résolue  par  les  méthodes  du  trosième  degré, 
donnera  pour  racines  trois  quantités  connues,  que  je  sup- 
pose être/»,  <7,  r jet  de  là  on  conclura  que  dans  l’équation 
générale  du  quatrième  degré , on  a aussi  x—\ /p  -¥V'qJrV'r. 

3g2.  La  seule  difficulté  qui  se  présente  ici,  c’est  que 
rien  n’obligeant  à faire  précéder  chacun  de  ces  radicaux 
d’un  même  signe  , il  semble  qu’on  puisse  les  faire  indiffé- 
remment positifs  ou  négatifs  ; et  que  pouvant  alors  y 
trouver  huit  différentes  combinaisons  des  signes , on  n’ait 
par  là  huit  valeurs  de  x , au  lieu  de  quatre  qu’on  en  doit 
avoir.  Mais  il  est  aisé  de  s’assurer  que  de  ces  huit  combi- 
naisons , il  n’y  en  a que  quatre  qui  puissent  avoir  lieu 
dans  chaque  cas  particulier.  Car  puisque — 8 V/'h=. — b , 
on  a,  en  changeant  les  signes  de  l'un  et  de  l’autre  , 8l /h  = b 
OU  x/h—^b.  Or  , \Zh=  \/ p.  t / q.  1/  r.  11  faut  donc  que 
le  produit  de  ces  trois  radicaux  qui  déterminent  la  valeur 
de  x,  soit  positif , lorsque  -j  b devient  positif, en  changea  nt 
de  signe  ; ou  bien  lorsque  le  coèfficient  de  x est  négatif 
dans  la  proposée , après  avoir  placé  tous  les  termes  d’un 
même  côté  : le  contraire  arriverait»  si  ce  coèfficient  était 
positif.  Or , le  produit  de  ces  trois  radicaux  ne  peut  être 
positif,  qu’autant  qu’il  n’y  a point  de  signes  négatifs  qui 
les  précèdent  , ou  qu’ils  y sont  en  nombre  pair.  Ainsi  , 
lorsque  le  coèfficient  de  x sera  négatif  dans  la  proposée, 
après  avoir  mis  tous  ses  termes  du  côté  de  xk  , on  aura  , 


(*)  Ou  doit  observer  qu’ici  \ c est  soustrait  de  à aa  ; puisque  quand 
on  a — c dans  la  proposée  , il  vient  £ aa  -+-  -c\  et  quand  oae  + e,  il 
irieut  ici  aa  — \c. 
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x — ou 


\S  P -\r  V q + \/  r 
l / p — y'q  — l / r 

— I / p — \/*q  4-1 / r 

— \/  p •¥  V'  q — \/  r 


et  lorsque  ce  coèfficient  de*  sera  positif  dans  la  proposée 
ou  aura  , 


X = ou 


■ — V'  p — V'  q — \/r 
— V p + l / q | / r 

V p 4-  V q — J /r 
\/  p — V q I / r 


5g3.  Soit  l'équation*4  — 42**4-64*4-  io5=o,  dont 
on  demande  les  racines.  Pour  les  trouver,  je  la  compare 
à l’équation  générale  B ; et  j’ai , en  faisant  coïncider  les 
termes  homogènes,  — a = — 42 , • — b =.  64  , — c — 105  . 
ce  qui  donne  pour  les  coèfficients  de  l’auxiliaire  C 
— T«=—  a»  : + 7 «=*  »Ot  —26  7 = 84  : — ~bb— — 64  ; 

donc  l’auxiliaire  sera  ici  , 

x1  — 21  z*  4.  84  « — 64  = o. 

Or  , cette  équation  étant  résolue  par  la  méthode  des 
diviseurs  du  dernier  terme  (358),  on  trouve  que  ses  trois 
racines  sont  1 , 4,  16  : et  comme  ici  le  coèfficient  de  x est 

positif  dans  la  proposée , nous  prendrons  les  signes qui 

doivent  précéder  \/ i , 1/4 , 1/16,  en  nombre  impair  , ce 
qui  donnera  pour  racines, 

1 2 — — 4 * * . 1 rj  ’ 

„ „ — 14-2-4-4 5 

14-2  — 4 . . . — — i 
i-a  + 4 3 

En  effet , si  l’on  multiplie  les  unsparles  autres  ces  quatre 
facteurs-ci  (3-  +q){x — 5) (3-4- 1)  (* — 3),  on  trouvera  que  leur 
produit  est  égal  à la  proposée  «*—42  *’  4-  64*  4.  io5=o. 

3q4*  Soit  encore  l’équation  *4  — 10  *’  — 4*  4-  8 ■=  o 
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qui  étant  comparée  à la  formule  générale  B , donne 
• — a — — 10,  — b — — 4,  — c = 4-  8.  Donc  en  substi- 
tuant dans  l'auxiliaire  C,  nous  aurons  — \ a = — 5; 

~aa+-c—  -rr  — 2 = 47=—  i — ^bb rr  ~ — T* 

Ainsi  l’auxiliaire  sera  z’ — 5z*  4-^z — 7 = o,  dans  la- 
quelle , pour  faire  disparaître  les  fractions  , il  suffit  de 

u , , , , . . B*  5«*  1711 

mettre  — à la  place  de  z,  ce  qui  donnera -jr- — H — - 

a 040 

— 7=o;  et  en  multipliant  tout  par  8,  u5  — iob’  + 171* 

■ — a = o.  Or  , si  l'on  essaye  les  diviseurs  du  dernier  terme 

qui  sont  ±2,  ± 1 ,on  trouvera  par  la  méthode  que  nous 

avons  donnée  plus  haut  ( 358  ) , que  — 2 réussit  ; car 


17  — 1 


— — 8 : 


10 


8 


= 1 ; et  que  c’est  le 

— a — 2 — a * 

seul  diviseur  qui  réussisse.  Ainsi  une  racine  de  l'équation 

en  u est  2 , et  pour  trouver  les  autres  qui  doivent  être 

incommensurables(557),  on  la  divisera  paru  — 2 , ce  qui 

donnera  pour  quotient  u*  — 8«+  i=o;et  celle-ci  étant 

résolue  par  la  formule  du  second  degré  , fera  trouver 

u=  4±  1/  i5. 

A présent , pour  avoir  les  trois  racines  de  l'auxiliaire  , 
c’est-à-dire,  les  valeurs  de  p ,q , r , on  se  souviendra  qu’on 

a supposé  z — — , ce  qui  oblige  à prendre  la  moitié  des  va- 


4-h/i5  4 — t/r5 

1 ' r* J 


;et  sipôur 


leurs  de  u;ainsi/7=i,^=  ^ , 

avoir  un  nombre  quarré  au  dénominateur  de  ces  frac- 
tions , on  multiplie  haut  et  bas  dans  chacune  par2  , on 

84-al/i5  8 — 2 t/i5  84-21/ i5 

aura  q—  - ,r  = - . Ur  est 


•4 

1/5  ■ 


■t/3 


8 — 2 t/  i5 


est  celui  de 


le  quarré  de  ---  ■ — ^ , ainsi  que 

2 T 

1/5  — 1/3 

; et  1 on  pourra  s en  convaincre  en  devant  ces 

quantités  à leur  quarré.  Par  conséquent , V'p  = 1 , 
t/  7 = , V r= . Mais  puisqu  ici  la 
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coefficient  de  x est  négatif  dans  la  proposée  , il  faut  (3g?.) 
que  dans  les  valeurs  de.r  , il  n y ait  point  de  signes  — de~ 
vant  l /p  , l /q  , l/r  ; ou  bien  qu’ils  y soient  en  nombre 
pair.  Ainsi  on  aura  pour  ces  valeurs  , 


• . „ . 1/54-1/3+1/5  — 1/3  „ 

J.  x=  V/yO  + l/q  + l/r=i  4 = 1+1/5. 


tt  — I/5-I/3— 1/5+1/3 

II.  x—\/p — l/q — I /r—i —i — \/5. 


ttt  — 1/5-I/3+I/5-1/3 

III.  X— — \/ p — 1/<7+  vr— — 1 = — i 

— 1/3. 

__r  y y y +V/  5+l/3— 1^5  + l/3 

IV.  x= — \/p  + \/q — i/r= — 1 

+ v 3. 


Fin  de  F Algèbre. 


\ 
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ÉLÉMENTS 

RE 

MATHÉMATIQUES. 

TROISIÈME  PARTIE. 

GÉOMÉTRIE. 

SECTION  PREMIÈRE. 

Des  propriétés  des  lignes  droites  et  du  cerclé. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Définitions  et  notions  préliminaires. 

EDin-mois.  L La  Géométrie  est  une  science  qui 
traite  des  propriétés  de  [étendue , considérée  comme  quanm 
titc  continue. 

a.  II.  On  appelle  dimension  s (*){l&ns  l’étendue  les  di- 
vers sens  dans  lesquels  elle  peut  être  mesurée.  Or , une 
étendue  ou  un  espace  déterminé  quelconque,  ne  pouvant 
être  mesuré  qu'en  trois  sens  différents  , ne  saurait  ren- 


C*}  Dimension  vient  de  dimetirst  mesurer. 
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fermer  plus  de  trois  dimensions  ; l’une  est  sa  longueur , 
l’autre  sa  lârgeur  , la  troisième  sa  profondeur. 

3.  III.  Quand  on  considère  dans  l'étendue  ses  trois 
dimensions  réunies,  elle  prend  le  nom  de  solide.  On  l'ap- 
pelle surface,  quand  on  n’y  considère  que  deux  dimen- 
sions ; et  alors  l’une  en  est  la  longueur,  l’autre  la  lar- 
geur. La  notion  de  \ajignc  se  forme  en  faisant  abstrac- 
tion de  deux  dimensions,  et  ne  considérant  quel»  troisième 
qui , alors  est  appelée  -longueur.  Enfin  , si  l’on  fait  abs- 
traction des  trois  dimensions  à la  fois,  l’esprit  ne  peut 
concevoir  AUctrtie  partie  étendue  , et  cette  négation  de 
toute  étendue  est  appelée  un  point. 

4-  Corollajre.  On  conclura  de  t;es définitions  ; x.°  que. 
l'intersection  de  deux  lignes  est  un  point.  Car  si  c’était  une 
ligne  (fic.  î .) , dans  ce  que  AB  laisserait  sur  CD  en  la 
coupant , on  pourrait  prèndre  la  largeur  de  CD  , et  réci- 
proquement, Dobq  les  deux  lignes  AB  et  CD  auraient 
une  largeur,  ce  qui  est  contre  leur  définition  ( 3). 

5.  a.".  Que  le  point  est  la  limite  de  la  ligne,  mais  qu'il 
nen  est  pas  partie.  En  effet,  rien  n’empéche  de  concevoir 
qu’une  ligne  est  terminée  là  oii  une  autre  la  coupe;  et 
puisque  cette  section  est  un  point , la  limite  le  sera  aussi. 

Mais  la  négation  d’étendue  ne  pouvant  constituer  une 
étendue  réelle,  des  points  réunis  ne  sauraient  former  yne 
ligne,  ou  en  être  conçus  comme  parties. 

6.  IV.  U ne  ligne  est  droite  lorsqu'elle  est  la  plus  courte,  qu'on, 
peut  tirer  entre  les  deux  points , qui  sont  ses  limites.  C’est 
pourquoi  elle  mesure  l’éloignement  de  ces  points. 

_ J.  Corollaire,  i.*  Entre  deux  points  donnés  on  tic  peut 
donc  tirer  qu'une  seule  ligne  droite.  Car  le  chemin  qui 
mène  d’un  point  à un  point  ne -saurait  être  le  plus  court 
de  tous  , s’il  y en  a un  autre  d’égale  longueur. 

8.  2.”  Deux  lignes  droites  ne  peuvent  avoir  deux  points 
communs,  sans  se  confond/. , Car  si  les  lignes (riG.  a ) ABC, 
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ADC  qui  ont  deux  points  communs  , sans  se  confondre, 
étaient  droites , on  pourrait  tirer  deux  droites  différentes 

de  A à B,  ce  qui  est  impossible( 7 ). 

♦ 

9.  V.  Un  plan  ri  est  autre  chose  qu'une  surface  sur  la- 
quelle une  ligne  droite  peut  s'appliquer  en  tout  sens  ; et  c’est 
toujours  la  moins  étendue  de  toutes  les  surfaces  , qu’on 
peut  imaginer  entre  les  lignes  qui  lui  servent  de  limites. 

10.  VI.  On  appelle/i^ure  une  étendue  quelconque  ren- 
fermée entre  des  limites  ; et  si  toutes  les  parties  de  cette 
étendue  sont  sur  le  même  plan , la  figure  est  appelée 
plane. 

11.  VII.  Ijc  cercle  est  une  figure  plane , dans  laquelle 
toutes  les  droites  tirées  d’un  point  en  dedans  , jusqu'à  la 
ligne  qui  la  termine  , sont  égales.  Ce  point  C (fig.  3)  est 
appelé  le  centre  ; la  ligne  ABDE  , qui  termine  la  figure  , 
est  la  circonférence  ; les  droites  égales  CA  , CB , CF,  tirées 
du  centre  à la  circonférence , sont  les  rayons:  une  droite, 
comme  BE  , qui , passant  par  le  centre , se  termine  de  part 
«t  d’autre  à la  circonférence,  est  un  diamètre  ; et  si  elle 
ne  passe  pas  par  le  centre,  comme  FG,  elle  est  une  corde; 
une  partie  quelconque  de  la  circonférence  , comme  AB, 
BG  , est  un  arc  ; et  une  portion  de  cercle,  par  exemple  , 
ABC,  renfermée  entre  un  arc  et  deux  rayons, est  unsec- 
teur;  tandis  que  celle  quiest  renfermée  entre  un  arc  et  sa 
corde  , par  exemple  , GFD,est  un  segment. 

12.  Corollaire.  On  conclura  de  ce  que  nous  venons  de 
dire  , i.°  Que  si  une  droite  AC  fait  une  révolution  entière 
sur  le  point  C , en  restant  toujours  dans  le  même  plan,  elle 
Aécrira  un  cercle  -,  puisque  dans  la  ligne  qui  terminera 

cette  figure,  les  distances  de  tous  les  points  au  point  G 
seront  égales  , étant  toutes  mesurées  par  la  ligne  AC. 

13.  2.°  Que  dans  un  même  cercle  tous  les  diamètres  sont 
égaux  , puisque  chacun  vaut  deux  rayons  , et  que  ceux-ci 
sont  tous  égaux  (11). 
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14.  3."  Que  chaque  diamètre  BE  partage  le  cercle  en  deux 
parties  égales . Car  si  la  partie  BDEC  était  plus  petite  que 
BAEG  , en  la  plaçant  sur  celle-ci , elle  ne  se  confondrait 
pas  avec  elle  ; et  on  pourrait  la  représenter  par  B H EC, 
dans  laquelle  le  rayon  HG  serait  plus  court  que  AC.  Donc 
tous  les  rayons  du  même  cercle  ne  seraient  pas  égaux,  ce 
qui  est  absurde  ( 11  ). 

1 5.  4.0  Que  la  courbure  du  cercle  (*)  est  uniforme  ; car 
si  on  le  coupe  dans  tous  les  sens  par  des  diamètres,  et 
qu’on  conçoive  une  moitié  posée  sur  l’autre  , les  arcs 
terminant  ces  moitiés  se  confondront  toujours  ; ce  qui 
ne  peut  arriver  àans  que  leur  courbure  soit  la  même 
dans  toutes  les  parties. 

16.  C’est  par  rapport  à cette  uniformité  de  courbure  , 
qu’il  a été  possible  de  partager  la  circonférence  du  cercle 
en  un  certain  nombre  d’arcs  égaux  , lequel  a été  fixé  à 
56q  , pour  les  cercles  de  toute  grandeur.  Chacun  de  ces 
arcs  qui  est  de  la  circonférence , est  appelé  un  degré , 
et  se  désigne  par  ce  caractère  ( 0 ) : le  degré  a été  par- 
tagé en  soixante  parties  égales , qu’on  appelle  minutes  , 
et  dont  le  signe  est  celui-ci {'  ) : la  minute  en  soixante 
secondes  désignées  par  ( " ) : la  seconde  en  soixante  tierces, 
qu’on  représente  par  ) etc.  De  façon  que  pour  expri- 
mer soixante  degrés,  vingt  minutes,  douze  secondes, 
huit  tierces  , on  écrit  6o°  20'  12"  S'". 

17  Corollaire.  Puisque  les  degrés,  ainsi  que  les  mi- 
nutes sont  des  parties  aliquotes  de  la  circonférence  , leur 
grandeur  doit  varier , suivant  la  grandeur  de  la  circonfé- 
rence dans  laquelle  on  les  prend. 


C*  ) On  prend  souvent  la  circonférence  pour  le  cercle. 
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.CHAPITRE  II. 

Des  propriétés  qui  résultent  de  la  comparaison  de 
deux  lignes  droites. 

18.  Toutes  les  propriétés  qu'une  ligne  droite  peut 
avoir  relativement  à une  autre,  résultent  de  quelque  rap- 
port particulier,  sous  lequel  on  compare  ces  deux  lignes. 
Or  , comme  on  ne  saurait  les  comparer  que  quant  à leur 
grandeur  ou  quant  à leur  situation , il  s’ensuit  qu’elles 
ne  peuvent  avoir  d’autres  propriétés  que  celles  qui  dé- 
rivent ou  de  leurs  rapports  de  grandeur , ou  de  leurs  rap>- 
portsde  situation.  Nous  parlerons  peu  des  propriétés  delà 
première  espèce  , parce  qu’elles  sont  plutôt  l’objet  du 
calcul  que  celui  de  la  Géométrie.  Quant  à celles  qui  sont 
fondées  sur  les  rapports  de  situation  de  deux  droites 
AB  , CD  ( no.  4 et  5 ) , il  faut  d’abord  , pour  en  rendre  la 
recherche  plus  facile  , supposer  que  ces  droites  sont  sur 
le  même  plan , et  puis  concevoir  qu’une  d'elles , par 
exemple , AB , fasse  une  révolution  entière  sur  un  de  ses 
points  E , afin  qu’elle  prenne  toutes  les  situations  pos- 
sibles relativement  à CD.  Alors  il  peut  arriver  ou  que  ce 
point  E appartienne  aux  deux  lignes  à la  fois  ( fio.  4)  , ou 
qu’il  n’appartienne  qu’à  une  seule  (fio.  5).  Dans  le  pre- 
mier cas , le  point  de  rencontre  des  deux  lignes  AB  , CD, 
sera  fixe  et  immobile  en  E,  et  toutes  leurs  situations  se 
réduiront  ou  à se  couper  ou  à se  confondre  en  une  seule 
droite  ; ce  qui  arrivera  lorsque  AB  aura  plus  d’un  point 
commun  avec  CD.  Dans  le  second  cas,  ce  point  de  ren- 
contre sera  continuellement  mobile;  et  par  rapporté  AB, 
il  s’approchera  et  s’éloignera  alternativement  du  point  E, 
tantôt  dans  la  partie  AE , tantôt  dans  la  partie  BE.  Il  faut 
donc  que , dans  le. passage  de  AE  à BE,  il  y ait  une  situa- 
tion telle  que  ce  point  de  rencontre  no  se  tro_uve  ni 
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dans  AE  , ni  dans  BE  : car  n’y  ayant  pas  de  raison  de  le 
supposer  d’un  côté  plutôt  que  de  l’autre,  ou  bien  il  faut 
dire  qu’il  n’est  nulle  part , ou  bien  qu’il  est  des  deux 
côtés  à la  fois  ; ce  qui  est  absurde  ( 8 ). 

19.  Corollaire.  On  conclura  de  ce  que  nous  venons 
de  dire  , que  quand  deux  droites  sont  sur  le  même  plan, 
toutes  les  situations  qu’elles  peuvent  avoir  l’une  par  rap- 
port à l’autre  , se  réduisent  à ces  trois-ci  : 1 à se  con- 
fondre en  une  seule , et  alors  je  les  appelle  coïncidentes  : 
a."  à se  couper  ou  à pouvoir  se  couper,  si  on  les  pro- 
longe ; et , dans  ce  cas , je  les  appelle  concurrentes  : 3.°  enfin , 
à ne  pouvoir  point  se  couper  à quelque  distance  qu’on 
les  prolonge;  et,  dans  cette  situation,  elles  sont  dites  pa- 
rallèles. 

20.  La  coïncidence  de  deux  lignes  droites  ne  présente 
d’autre  propriété  si  ce  n’est  que  l’une  peut  être  négative 
par  rapport  à l’autre.  Car  si  des  deux  lignes  ÀB,  CD 
( fic.  4 ) , on  en  forme  une  seule  AD  (fig.  6 ) , de  telle  sort© 
que  Yoriginc  de  chacune  soit  censée  en  E , il  faudra,  pour 
tracer  ED  , aller  de  E en  D , et  pour  tracer  EA,  aller 
de  E en  A : ce  qui  suffit  pour  les  rendre  opposées  de  la 
seule  manière  dont  elles  peuvent  le  devenir.  ( Voyez 
dise.  prél.  n.°  36  ). 

21.  Quand  deux  lignes  concurrentes  se  rencontrent , 
on  dit  alors  qu’elles  sont  inclinées  l’une  à l’autre  ; et 
comme  il  y a une  infinité  de  situations  différentes  , dans 
lesquelles  elles  peuvent  se  rencontrer,  on  dira  aussi  quo 
leur  inclinaison  peut  varier  à l'infini. 

«. 

22.  Remarque.  Il  faut  cependant  observer  que  le  pro- 
longement de  deux  lignes  BA,  BC  (fio.  7)  ne  saurait  faire 
varier  leur  inclinaison;  car  si  cela  était  ainsi,  comme 
ces  lignes  peuvent  être  prolongées  à l'infini,  elles  pour- 
raient tellement  varier  leur  inclinaison  ou  leur  situation 
par  ce  moyen , qu’elles  deviendraient  ou  coïncidentes 
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ou  parallèles  , sans  que  les  points  A , B,  C eussent  changé 
de  place  , ce  qui  est  absurde. 

23.  Définition.  Un  angle  n'est  autre  chose  que  F in- 
clinaison de  deux  lignes  qui  se  rencontrent , sanü  se  con- 
fondre. On  le  désigne  par  trois  lettres  ABC  dont  celle  du 

milieu  B répond  au  sommet  , et  quelquefois  par  une 
seule,  et  c’est  alors  celle  du  sommet.  , 

24.  Corolhire.  Puisque  l’inclinaison  de  deux  droites 
peut  varier  à l’infini , il  s’ensuit  qu’un  angle  peut  aussi 
recevoir  toutes  les  variations  possibles  , et  ces  variations 
se  réduisent  à ce  qu’un  de  ses  côtés  soit  plus  ou  moins 
éloigné  de  la  coïncidence  avec  l’autre  : ainsi  le  côté  BE 
est  plus  éloigné  de  coïncider  avec  AB  , que  ne  l’est  BD  , 
que  ne  l’est  BC.  C'est  par  là  seulement  , non  par  la  lon- 
gueur des  côtés  (22),  qvtn  les  angles  peuvent  être  plus 
grands  les  uns  que  les  autres.  Ils  sont  donc  , sous  ce  rap- 
port, de  vraies  quantités  , et  par  conséquent  susceptibles  de 
mesure. 

25.  Pour  mesurer  un  angle  ABE,  le  moyen  le  plus 
simple  est  d’en  prendre  un  autre  à volonté  tel  que  abc  , 
qu’on  fera  servir  d’unité  de  mesure  ; et  de  chercher  en- 
suite combien  defois  cette  unité  est  contenue  dans  l’angle 
à mesurer.  Pour  cela , on  posera  le  sommet  b sur  le  som- 
met B , le  côté  ab  sur  le  côté  AB , et  on  appliquera  l'angle 
abc  sur  ABE  autant  de  fois  qu’il  se  pourra.  Par  là , on 
.découvrira  le  rapport  de  grandeur  de  l'unité  abc  avec-  ABE 
c'est-à-dire , qu'on  mesurera  l'angle  ABE. 

Mais  puisque  la  grandeur  des  côtés  n’influe  point  sur 
la  grandeur  de  l’angle  (22),  supposons  qu’on  prenne  le 
côté  ab—  AB  , et  que  du  point  B , comme  centre,  on  dé- 
crive l’arc  ACDE  , tandis  que  du  point  b on  décrit  l’arc  ac. 
Il  est  évident  qu’on  trouvera,  par  la  superposition,  que 
l’arc  ac  est  contenu  dans  l'arc  ACDE,  autant  de  fois  que 
l’angle  unité  abc  est  contenu  dans  l’angle  mesuré  ABE.  Si 
donc  l’arc  ac  est,  par  exemple,  d un  degré,  le  nombre; 
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des  degrés  de  l’arc  ACDE  déterminera  combien  de  fois 
l’angle  ABE  contient  celui  qui  sert  d’unité  de  mesure  ; 
ou  bien  il  exposera  le  rapport  de  grandeur  de  l’angle  ABE 
avec  son*  unité.  D’où  I on  peut  conclure  qu'un  arc  de 
cercle  renfermé  entre  les  côtés  d' un  angle  et  décrit  du  som- 
met comme  centre  , est  le  vrai  exposant  de  la  valeur  de  cet 
angle.  Ainsi  nous  dirons  qu’un  angle  est  de  ao°  , 3o°  , etc. 
lorsque  cet  arc  sera  de  2o°  , 3o°  , etc. 

26.  Définitions  I.  Si  une  droite  AB , (fio.  11)  rencortA. 
trant  une  droite  CD,  sans  ta  couper,  fait  avec  elle  deux  an- 
gles égaux  ABC  , ABD , chacun  est  appelé  droit  ; s'ils  sont 
inégaux  (fig.  8)  , le  plus  grand  est  obtus,  le  plus  petit  est 
aigu. 

II.  On  appelle  complément  d'un  angle  celui  qu'il  fau- 
drait ajouter  à cet  angle  pour  le  rendre  égal  a un  droit;  et 
supplément,  celui  qu'il faudrait  lui  ajouter  pour  le  faire  égal 
à deux  droits. 

27.  Théorème  I.  Qnand  une  droite  en  rencontre  une  autre 
sans  la  couper , elle  fait  avec  elle  deux  angles  qui  valent 
en  somme  une  demi-circonférence  ou  180*. 

Démonstration.  Supposons  que  la  droite  AB  (no.  8) 
rencontre  CD  , sans  la  couper,  et  que  du  point  B avec 
une  ouverture  de  compas  quelconque  on  décrive  l’arc  de 
cercle  CAD  , qui  coupe  en  deux  points  C et  D la  ligne 
CD.  Cet  arc  mesurera  les  deux  angles  ABC  , ABD  (25)  : 
déplus  , puisque,  par  la  construction,  la  droite  CD  passe 
par  le  centre  B , elle  sera  u n diamètre  ( 1 1 ) , et  l’arc  CAD  , ' 
vaudra  une  demi-circonférence  ( 14)*  Donc,  etc. 

28.  Corollaire  I.  Un  angle  droit  vaut  donc  go°  ou  le 
quart  de  la  circonférence.  Car  si  l’angle  ABC  est  droit,  il 
égale  ABD  (26).  Or,  ABC-t-ÂBD=  180°;  donc  si  ces 
angles  sont  droits , chacun  vaut  90°  ou  le  quart  de  la 
circonférence. 

29.  II.  Un  angle  obtus  vaut  plus  de  go° , et  un  angle 
aigu  vaut  moins  ( 26  ).  D’où  il  s’ensuivra  que  le  complé- 
ment d'un  angle  obtus  est  négatif , et  que  celui  d'un  angle 
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aigu  est  positif.  Car  pour  réduire  un  angle  obtus , par 
exemple  , celui  de  ioo°  à 90° , il  faut  lui  ajouter  un  angle 
négatif  de  io“ , et  écrire  100"  — 10°  =90°  : au  contraire, 
pour  réduire  un  angle  aigu  , par  exemple , celui  de  8o° 
à go°,  il  faut  lui  ajouter  l’angle  positif  de  10° , en  écrivant 
8o°  + 10'’  = 90°. 

30.  III.  Si  deux  droites  se  coupent , les  quatre  angles 
qu'elles  forment  autour  du  point  de  section , valent  en 
somme  56o°.  Car  si  AG  coupe  CD,  la  somme  des  angles 
est  1800  d’un  côté  de  CD  , et  x8o°  de  l’autre.  Et  comme 
tous  ceux  qu’on  pourrait  former  autour  du  point  B ne 
valent  en  somme  que  ces  quatre  , il  s’ensuit  qu’ils  valent 
aussi  56o°. 

31.  IV.  Quand  deux  droites  se  coupent , comme  AG, 
DC,  les  deux  angles  qui  sont  du  même  côté  d’une  de 
ces  lignes  , comme  ABC  , ABD..  ou  ABD  , DBG,  sont  ap- 
pelés angles  de  suite  ; et  l’on  voit  qu'ils  sont  toujours  sup- 
pléments l'un  de  l'autre. 

3a.  V.  Quand  deux  droites  AG,  CD  se  coupent , les 
angles  opposés  au  sommet , savoir , ABC  et  DBG,  ABD  et 
CBG  sont  égaux.  Car  puisque  ABC  + ABD  = 180° , et  que 
ABD  -h  DBG  = 1800,  on  a ABC  4- ABD  = ABD  -+-  DBG  : 
ou  bien,  ôtant  ABD  départ  et  d’autre, on  aABC=DBG  ; 
donc  aussi  leurs  suppléments,  ABD  J CBG  , seront  égaux. 


CHAPITRE  III. 

Des  parallèles  j des  perpendiculaires  et  des  obliques. 

33.  Dâr  initions.  I.  Deux  ou  plusieurs  lignes  droites 
sont  parallèles  , lorsqû’étant  sur  le  même  plan  , elles  no 
peuvent  se  rencontrer , à quelque  distance  qu’on  les 
prolonge. 
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34.  II.  Elles  sont  perpendiculaires  l’une  à l’autre  , lors- 
qu’en  se  rencontrant,  elles  font  des  angles  droits  ; et  obli- 
ques lorsqu’elles  font  des  angles  obtus  ou  aigus. 

35.  III.  Quand  deux  droites  AB,  CD  (fig.  9),  soit  pa- 
rallèles, soit  concurrentes,  sont  coupées  par  une  troi- 
sième SR  (qu’on  appelle  sécante)  les  angles  qui  sont  entré 
les  deux  lignes  coupées,  tels  que  a , b,  e , f , sont  appe- 
lés internes , et  ceux  qui  sout  en  dehors,  comme  d,  c, 
h , g , externes  : on  nomme  alternes  ceux  qui  sont,  l’un  à 
droite , l’autre  à gauche  de  la  sécante  : ainsi  a e X.f  sont 
alternes  et  internes  à la  fois  , c et  h sont  alternes  et  ex- 
ternes. Enfin  on  appelle  correspondants  les  angles  qui , 
étant  du  même  côté  de  la  sécante , sont  chacun  au  dessus , 
ou  chacun  au  dessous  des  droites  AB,  CD  ; tels  sont  les 
angles  c et  f,  a et  h,  etc. 

36.  IV.  Quand  deux  ou  plusieurs  angles  B,  ô(fig.  14), 
auront  leur  sommet  du  même  côté  d’une  ligne  droite  B,  b, 
nous  appellerons  côtés  correspondants  les  deux  qui  sont  à la 
droite  ou  à la  gauche  de  l’angle.  Ainsi  AB  et  ab , BC  et  bc 
sont  correspondants. 

67.  Axiome.  Si  deux  droites  AB,  CD  (fig.  9),  sont  coupées 
par  une  troisième  S R,  de  façon  que  la  somme  des  angles 
internes  , soit  d un  côté  de  la  sécante  plus  petite  que  de  T au- 
tre , ou  bien  5/  a -I-  e < b -+-  f , elles  concourront , et  récipro- 
quement. Et  comme  on  ne  peut  avoir  a -t-  e < b -\-f,  sans 
avoir  a -4-e<  180",  et  b +f>  x8o°;  puisque  (27)  a+b+c-hf 
— 56o°,  il  s’ensuit  que  si  deux  droites  concourent  , la 
somme  des  angles  internes  vaut  moins  de  180°  d un  côte 
de  la  sécante  , et  plus  de  x8o°  de  l autre  ; et  récipro- 
quement. 

38.  Théorème  I.  Quand  deux  parallèles  AB,  CD  sont 
coupées  par  une  sécante  SR,  les  angles  al ternes-interne s sont 
égaux  entre  eux,  ainsi  que  les  allernes-externes  et  les  corres- 
pondants ; et  rèétytroquemcnt. 

Démonstration.  1 a =/',  car  a -4-  e — 180°  (sans  quoi 

AB 
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AB  et  CD  concourraient).  Or , ( Zi  ) e f — 180°.  Donc 
a 4-  e = e -+-  f , ou  bien  a —f,  et  partant  b — e.  Or,  (3a) 
c — a,  h— f',  donc  c — h,  et  partant  g = d ; d’ailleurs 
d — b,  donc  g—b,  et  f — c. 

a.°  La  réciproque  est  que  si  deux  droites  étant  coupées 
par  une  troisième,  les  angles  alternes  ou  correspondants 
sont  égaux,  ces  deux  ligues  sont  parallèles.  Car  si  a—ft 
puisque /'•+■  e — 180%  de  même  « 4-  e = 180°.  Donc  les 
droites  AB , CD  ne  sont  pas  concurrentes  (Sy).  Elles  sont 
donc  parallèles. 

3g.  C ono  l l a 1 n e.  Il  suit  de  là  que  si  la  ligne  SR  esc 
perpendiculaire  à une  des  deux  parallèles  , elle  le  sera  à 
l'autre.  Car  si  les  angles  detc  sont  droits, leurs  correspon- 
dants e et  f doivent  l’être  aussi. 

40.  Théorème  II.  Deux  lignes  AB,  EF (fig.  10.)  parallèles 
à une  troisième  CD  sont  parallèles  entre  elles. 

Démonstration.  Car  puisque  AB  est  parallèle  à CD  , les 
angles  correspondants  SGB,  SHD  sont  égaux,  et  puisque 
CD  est  parallèle  à EF,SHD  = SIF.  Donc  SGB  = SIF, 
et  par  conséquent  (58)  les  deux  lignes  AB,  EF  sont  pa- 
rallèles. • 

41.  Théorème  III.  Quand  deux  lignes  AB,  CD,  (fic.  1 1 .) 
sont  perpendiculaires  l'une  à l'autre , elles  se  rencontrent  ou 
se  coupent  sans  pencher  d'aucun  côté. 

Démonstration.  Puisque  les  angles  en  B sont  égaux 
entre  eux  ( 34) , si  l’on  dit  que  AB  penche  de  quelque  côté, 
il  faudra  dire  qu’elle  penche  autant  vers  C que  vers  D ; ce 
qui  est  absurde. 

42.  Théorème  IV.  Si  la  ligne  AB  est  perpendiculaire  sur 

CD  , et  que  te  point  B soit  autant  éloigné  de  C que  de  D, 
tout  autre  point  O de  AB,  sera  autant  éloigné  de  C que  de 
D ; et  réciproquement.  . . 

Démonstration,  1.®  Concevez  que  la  ligne  BD  tourne 

Géométrie.  ij 
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sur  Ali,  en  faisant  toujours  un  angle  droit  avec  elle  ; alors 
le  point  D viendra  tomber  sur  C,  puisque  ( hyp.)  BD  = BG. 
Donc  AD  couvxira  AC , et  OD  couvrira  OC  : ou  bien 
AD  = AC,  OD  = OC,  etc. 

a.°  L’inverse  est , que  si  le  point  A est  autant  éloigné  de 
C que  de  D,  ainsi  qu'àn  autre  point  B , la  ligne  AB  sera 
perpendiculaire  sur  CD.  Car  elle  ne  penchera  d’aucun  côté 
sur  CD,  ce  qui  rendra  les  angles  ABC  , ABD  égaux  , et 
par  conséquent  droits.  Donc  ( 34  ) AB  sera  perpendiculaire 
sur  CD. 

43.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  les  obliques  AC , AD  , 
qui , partant  (P un  même  point  A d'une  perpendiculaire  AB, 
se  terminent  sur  l'autre  CD  à des  distances  égales  du  point 
B , sont  égales  entre  elles , et  réciproquement. 

44.  Théorème  Y.  La  perpendiculaire  AB  est  plus  courte 
qu'une  oblique  quelconque  AD,  tirée  du  même  point  A sur 
la  ligne  CD. 

DÉMONSTRATioN.Prolongez  la  perpendiculaire  AB  jusqu’en 
P,  de  façon  que  vous  ayez  AB  = BP  ; ce  qui  donnera  (43) 

AD  = PD  ou  bien  AD  = ; tandis  que  par  la 

AP 

construction , AB  = . Or,  AP  < AD  4-  PD  (6).  Donc 

AB<  AD. 

45.  Corollaire  I.  La  perpendiculaire  AB  mesure  donc  la 
distance  du  point  K à la  ligne  CD  ; car  cette  distance  doit 
être  mesurée  par  la  ligne  la  plus  courte  qu’on  peut  mener 
entre  deux. 

46.  II.  Du  point  A on  ne  peut  abaisser  qu'une  perpendi- 
culaire sur  CD  ; puisque  le  plus  court  chemin  pour  aller 
du  point  A à la  ligne  CD  doit  être  unique , d’où  il  suit  que 
deux  perpendiculaires  élevées  sur  la  même  ligne  CD,  sont  pa- 
rallèles entre  elles.  Car  si  elles  ne  l’étaient  pas  , elles  con- 
courraient en  quelque  point,  et  de  ce  point  on  pourrait 
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«baisser  deux  perpendiculaires  sur  la  même  ligne  CD;  ce 
qui  est  impossible. 

47.  Problème  I.  Sur  un  point  donné  dans  une  droite  éle- 
ver une  p erpendicu luira  a cette  droite. 

Solution.  Si  ce  point,  comme  B , n'est  pas  à l’extré- 
mité de  la  ligne  donnée,  prenez  sur  la  même  deux  points 
C,  D,  à égale  distance  du  premier  : et  de  ces  points  C et 
D décrivez  d’une  même  ouverture  de  compas  deux  arcs  de 
cercle  qui  se  couperont  en  A , joignez  par  une  ligne 
droite  le  point  A et  le  point  fl,  ce  sera  la  perpendicu- 
laire cherchée  (4»). 

Si  le  point  sur  lequel  il  faut  élever  la  perpendiculaire 
est  à l’extrémité  delà  ligne  donnée  CD,  prolongez-la,  s’il  se 
peut,  pour  opérer  comme  ci-dessus  ; et  si,  par  des  circon- 
stances locales,  ce  prolongement  est  impossible,  comme  il 
arrive  quelquefois  dans  la  pratique  , vous  suivrez  une 
autre  méthode  dont  nous  parlerons  ci-après  (7a). 

48.  Problème  II.  Partager  une  droite  donnée  Ab  (fio.  la) 
en  deux  parties  égales. 

Solution.  Des  points  A et  B et  d’une  même  ouverture  de 
compas,  décrivez  d’un  côté  deux  arcs  qui  se  coupent  en 
K : des  mêmes  points  A et  B et  d'une  même  ouverture  de 
compas  ( qui  peut  cependant  être  différente  de  la  pre- 
mière) décrivez  de  l’autre  côté  de  la  droite  donnée  , deux 
arcs  qui  se  coupent  en  D,  j«4gnez  par  une  droite  les  points 
de  section  E et  D,  et  le  point  C , où  elle  coupera  AB, 
sera  le  milieu  de  *B;  car  ED  étant  perpendiculaire  sur 
AB  (43),  et  le  point  E étant  à égale  distance  de  A de  B,  le 
point  C le  sera  aussi,  ou  bien  on  aura  AC  = CB. 

4g.  Théorème  VI.  Des  perpendiculaires  RS  , PQ  (fig.  i3) 
entre  des  parallèles  AB,  CD  sont  égales , et  réciproquement. 

Démonstration.  i.°  Du  point  du  milieu  N entre  S et  Q, 
élevez  la  perpendiculaire  NM.  Concevez  que  les  lignes 
]ND,  MB,  faisant  toujours  des  angles  droits  en  N et  en 
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M , la  figure  soit  pliée  sur  MN.  Alors  ND  tombera  sur 
CN  et  MB  sur  AM  : et  puique  NQ  = NS  , le  point  Q 
tombera  sur  S ; si  donc  le  point  P ne  tombait  point  sur  R 
mais  sur  q,  on  pourrait  du  point  S tirer  deux  perpen- 
diculaires SR,  S q sur  AB;  ce  qui  est  absurde.  Donc, 
1.0  PQ  — RS. 

3.°  L’inverse  du  théorème  est  que  si  sur  une  droite  CD 
on  élève  deux  perpendiculaires  égales  PQ,  RS,  la  droite 
AB  , qui  passera  par  leurs  extrémités , sera  parallèle  à CD. 
Car  les  angles  en  S et  en  Q restant  droits , l’on  peut  con- 
cevoir qu’aux  points  O et  G , qui  divisent  également 
PQ  et  RS , l’on  a plié  la  partie  inférieure  de  la  figure  sur  la 
supérieure,  de  façon  que  le  point  Q tombe  sur  P et  S sur 
R ; et  par  conséquent  la  ligne  CD  , ayant  deux  points  S et 
Q,  communs  avec  AB,  se  confondra  avec  elle.  Donc 
l’angle  OQD  = OPB,’ou  bien  leur  somme  sera  180°;  ce  qui 
ne  peut  être  (67),  si  les  deux  lignes  AB,  CD,  ne  sont  pa- 
rallèles. Donc , etc. 

fi o.  Théo  r ême  Y II.  Deux  angles  sont  égaux,  lorsque 
leurs  côtés  correspondants  sont  ou  parallèles  ou  perpciulicio- 
laires  entre  eux. 

Démonstration.  1.*  Si  AB  et  ab , BC  et  bc  (fio.  14 0 
sont  parallèles  , et  qu’on  prolonge  les  côtés  BC  , ba  qui 
ne  sont  pas  correspondants , il  se  formera  un  angle  en  D 
qui  sera  akerne-interne  de  B et  de  b.  Donc  B=r  D: — bt 
ou  bien  B=  b. 

z.°  Si  ab  fig.  i5)est  perpendiculaire  sur  son  corres- 
pondant B etôcsur  BC  , conoevez  que  l’angle  b restant 
le  même  , ses  côtés  ab , bc  décrivent  chacun  un  quart  de 
circonférence  autour  du  point  b.  Alors  ab  deviendra  pa- 
rallèle à AB  et  bc  à BC.  Donc,  par  la  première  partie  de 
ce  théorème  , l’angle  b égalera  B.  Ils  étaient  donc  égaux 
auparavant. 

fil.  Remarque.  Pour  l’égalité  de  deux  angles,  il  ne  suffit 
pourtant  pas  que  leurs  côtés  quelconques  soient  parallèles. 
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Car  on  peut  toujours  construire  un  angle  aigu,  dont  les 
côtés  seront  parallèles  à ceux  d’un  angle  obtus  , .pourvu 
que  l’un  soit  supplément  de  l'autre  , tels  sont  les  angles 
ABC  , abc( fig.  16  ) dans  lesquels  les  côtés  AB  et  ab , BC 
et  La  sont  parallèles  ; mais  non  pas  correspondants. 


CHAPITRE  IV. 

•*  i * 

De  quelques  propriétés  des  lignes  droites  3 considérées 
dans  le  cercle, 

5a.  O.™  e les  lignes  droites,  dont  nous  avons  parlé 
plus  haut , le  cercle  contient  erçÿore  celles  qu’on  désigne 
sous  le  nom  de  sécantes  et  de  tangentes.  On.  appelle  sé- 
cante toute  droite  ST  (fig.  17)  qui,  coupant  la  circonfé- 
rence , se  termine  hors  du  cercle  ; et  tangente  T;  celle  qui 
touche  la  circonférence  sans  la  couper  , même  étant  pro- 
longée. 

Si  l’on  conçoit  que  la  sécante  ST  tourne  sur  son  ex- 
trémité T du  côté  de  t , les  deux  points  de  sections  S,  s , 
rapprocheront  toujours  1 un  de  1 autre  , de  façon  qu’en 
Il  ils  se  réuniront  en  un  seul  ; et  dans  ce  moment  la  sé- 
cante cessera  de  l’être  pour  devenir  tangente.  On  peut 
donc  dire  que  la  tangente  n'est  autre  chose  qu'une  sécante 
évanouissante. 

53.  Théorème  I.  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des 
cercles  égaux,  les  cordes  égales  sous-tendent  des  arcs  égaux, 
et  réciproquement. 

Démonstration.  i.°  Si  la  corde  DF=RQ,  je  dis  que 
l’arc  DBF  = RAQ.  Car  si  on  applique  la  corde  DF  sur 
son  égale  RQ  , le  point  D sur  R , et  le  point  F sur  Q, 
l'arc  DBF  couvrira  RAQ.  Car  si  cela  n était  pas  ainsi  ot 
qu  un  d eux  fut , par  exemple  , R«Q , les  rayons  du  méiæ 
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cercle  C a , CA  ne  seraient  pas  égaux1,  ce  qui  est  absurde 
(n).  Donc  i .*  etc. 

a."  Si  l’arc  RAQ=DBF , ils  pourront  se  couvrir  parfai- 
tement , et  alors  le  point  F tombera  sur  Q , et  le  point  D 
sur  11.  Donc  la  ligne  droite  qui  joindra  D et  F,  joindra 
Il  et  Q,  ou  bien  la  corde  RQ  égalera  DF. 

54.  Scolie.  Il  est  aisé  de  voir  que  la  vérité  de  ce  théo- 
rème dépend  de  l'uniformité  de  courbure  dans  le  cercle  , 
et  que  l'on  peut  aussi  conclure  de  cette  même  uniformité  : 
i.°  Que  dans  des  cercles  égaux  les  cordes  inégales  sous» 
tendent  des  arcs  inégaux  , et  réciproquement  : a.°  Que  les 
cordes  croissent  ou  décroissent  en  s’approchant  ou  s’é- 
loignant du  centre  ; de,  façon  que  celles  qui  en  sont  éga- 
lement éloignées  sont  égaies , et  que  le  diamètre  est  la 
plus  grande  de  toutes. 

55.  Théorème  II.  De  ces  trois  propriétés  d'une  droite , 
être  perpendiculaire  à une  corde  , la  diviser  en  deux  parties 
égales  , et  passer  par  le  centre , deux  étant  données  , la  troi- 
sième s'ensuit  nécessairement. 

Démonstration.  i.°  Si  AB  est  perpendiculaire  sur  DF, 
et  que  de  plus  elle  la  partage  en  deux  également  ali 
point  M , je  dis  qu’elle  passe  par  le  centre  C du  cercle. 
Car  MD=  MF  ( hyp.  ) donc  (42)  chaque  point  de  la  per- 
pendiculaire AB  est  autant  éloigné  de  D que  de  F ; et  île 
plus  tous  les  points  également  éloignés  de  D et  de  F sont 
dans  cette  perpendiculaire.  Donc  le  centre  du  cercle  y 
sera  aussi. 

2."  Si  AB  est  perpendiculaire  sur  DF , et  qu’elle  passe 
par  le  centre  C , elle  partage  DF  en  deux  parties  égales. 
Car  puisque  C est  le  centre  , il  est  également  éloigné  de 
D et  de  F : puisque  AB  est  perpendiculaire , chacun  de 
ses  points  est  également  éloigné  des  mêmes  points  D et  F. 
Donc  DM  = MF. 

5."  Si  AB  divise  la  corde  DF  en  deux  également,  et 
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qu'elle  passe  par  le  centre  C,  elle  est  perpendiculaire  à 
cette  corde.  Car  la  première  condition  donne  DM  = FM , 
et  la  seconde  CD=CF.  Donc  ( 4a)  AB  est  perpendicu- 
laire sur  DF. 

56.  Théorème  III.  Une  perpendiculaire  AB  qui  partage? 
la  corde  EH  en  deux  parties  égales  , partage  aussi  Parc 
sous-tendu  en  deux  arcs  égaux. 

Démonstration.  Par  l’hypothèse  le  point  N est  autant 
éloigné  de  E que  de  H ; et  par  conséquent  tout  autre 
point  de  la  perpendiculaire  AB  sera  autant  éloigné  de  E 
que  de  H ( 42  ).  Donc  les  cordes  BE , BH  , qui  mesurent 
deux  de  ces  distances  seront  égales  ; ainsi  que  les  arcs 
F.DB  , HFB  , sous-tendus  par  ces  cordes,  sont  égaux  ; ou 
bien  l’arc  EBH  est  divisé  au  point  B en  deux  parties 
égales. 

5y.  Corollaire.  Les  arcs  du  même  cercle  renfermés 
entre  deux  parallèles  EH  , DF  ,sont  égaux.  Car  si  du  centre 
C on  abaisse  la  perpendiculaire  CB  sur  ces  parallèles,  on 
aura  l’arc  EDB=  BFH,  et  l’arc  DB  =BF.  Donc  en  re- 
tranchant cette  dernière  équation  de  la  précédente , il 
restera  l'arc  ED  = HF. 

58.  Théorème  IV.  LerayonCliqui  aboutit  au  point  de  con- 
tact B est  perpendiculaire  à la  tangente  en  ce  point , et  ré- 
ciproquement. 

Démonstration.  Toute  li fQp  autre  que  CB,  menée  du 
centre  sur  cette  tangente  devra  sortir  de  la  circonfé- 
rence , et  sera  par  conséquent  plus  longue  que  le 
rayon  de  contact  CB.  Ce  rayon  est  donc  la  plus  courte 
ligne  qu'on  puisse  mener  du  centre  sur  la  tangente;  il' 
lui  est  donc  perpendiculaire  (44  )• 

L’inverse  est , que  si  Tt  est  perpendiculaire  à T extrémité 
du  rayon  CB , elle  sera  tangente  au  point  B.  Car  si  elle 
entrait  dans  le  cercle,  le  rayon  mené  au  point  desa  sortie,!, 
par  exemple , en  s , égalerait  le  rayon  CB.  Donc  CB  ne 
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serait  pas  plus  courte  que  toute  autre  ligne  menée  du 
centre  sur  Tt;  elle  ne  lui  serait  donc  pas  perpendiculaire  ; 
ce  qui  est  contre  la  supposition.  Donc,  etc. 

5g.  Corollaire.  11  suit  de  là,  î ."  que  toute  ligne  comme 
EB,  qui 'tombera  sur  l’extrémité  du  rayon,  sans  lui  être 
perpendiculaire,  entrera  dans  le  cercle,  puisqu’elle  ne 
pourra  se  confondre  avec  la  tangente. 

2.°  Que  le  point  B (fio.  r8)  pouvant  appartenir  à une 
infinité  de  courbes  différentes , comme  sont  les  arcs  dé- 
crits avec  les  rayons  CB,  DB,  EB,  tant  en  dessus  qu’en 
dessous  de  T t , la  même  ligne  Tt  sera  tangente  à toutes 
, ces  courbes;  et  que,  par  conséquent,  entre  l'arc  XBY  et 
sa  tangente  Tt,  on  peut  mener  une  infinité  de  cour  Les  qui 
toucheront  Ta  fc  sans  le  couper;  mais  qu'on  ne  peut  y mener 
qu'une  seule' ligne  droite  Tt  qui  le  touche  et  ne  le  coupe  pas. 

6o.  Problème  I.  Diviser  Tare  DBF  (fig.  17),  ou  l'angle 
PCF  en  deux  parties  égales. 

Solution.  Ayant  tiré  la  corde  DF,  menez  du  centre 
C le  rayon  CB,  perpendiculaire  sur  cette  corde;  il  par- 
tagera l’arc  , et  par  conséquent  l’angle  en  deux  parties 

égales. 

Ci.  Problème  II.  Faire  passer  une.  circonférence  de  cercle 
par  trois  points  donnés  B,  A,  D (fig.  iq)  , poutvu  qu'ils  ne 
soient  pas  en  ligne  droite. 

Solution.  D’un  de  ces  poÿits  A,  menez  aux  deux  autres 
les  droites  AB,  AD  : sur  ItMnilieu  de  chacune,  élevez  les 
perpendiculaires  PC,  QC,  et  le  point  C où  ces  perpendi- 
culaires se  rencontreront,  sera  le  centre  du  cercle  dont 
la  circonférence  passera  par  les  trois  points  donnés 
B,  A,  D. 

62.  Remarque.  Puisque  les  deux  perpendiculaires  PC  , 
QC  ne  peuvent  se  rencontrer  qu’en  un  seul  point  (8),  il 
s’ensuit  qu'il  n'y  a qu'un  seul  cercle , dont  la  circonférence 
puisse  passer  par  les  trois  points  donnés. 
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63.  Problème  III.  Trouver  le  centre  d'un  arc  donné 
BAD. 

Solution.  Tirez  dans  cet  arc  deux  cordes  quelconques, 
aboutissant  au  même  point , comme  BA,  DA  : élevez  sur 
le  milieu  de  chacune  les  perpendiculaires  PC , QC , le 
point  C où  elles  se  couperont,  sera  le  centre  du  cercle 
auquel  appartient  l’arc  BAD. 

64.  Problème  IV.  D'un  point  A,  pris  hors  d'une  droite 

CD  (no.  11),  abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite. 

• 

Solution.  Décrivez  de  ce  point  A un  arc  de  cercle  ced 
qui  coupe  la  ligne  donnée  aux  points  c,  </,  divisez  cd  en 
deux  également  au  point  B (48);  et  c’est  par  ce  point  que 
passera  la  perpendiculaire  demandée  (4a). 

On  a là  un  moyen  de  mener  par  le  point  A une  paral- 
lèle à la  ligne  CD  ; il  suffira  d'abaisser  de  ce  point  la 
perpendiculaire  AB,  et  d’élever  sur  le  point  A une  per- 
pendiculaire à AB  ; celle-ci  sera  nécessairement  parallèle 
à CD  ( 32  ). 

Problème  V.  Sur  un  point  A d'une  droite  donnée  AB 
(fig.  20)  construire  un  angle  égal  à un  angle  donné  D. 

Solution.  Du  point  D comme  centre  et  avec  une  ou- 
verture de  compas  quelconque,  décrivez  l’arc  EF,  du 
point  A et  avec  la  même  ouverture , décrivez  l’arc  GX  : 
ensuite  avec  un  rayon  égal  à la  corde  EF , décrivez  Su 
.point  G l’arc  a C b , et  tirant  la  droite  AC  vous  aurez 
l’angle  demandé.  Car  ayant  les  cordes  égales  FE,  CG,  et 
les  rayons  égaux  AG  , DE  , on  aura  l’arc  CG  = FE  y et 
par  conséquent  les  angles  A et  B,  mesurés  par  ces  arcs, 
seront  égaux. 
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CHAPITRE  V. 

De  la  mesure,  des  angles  considérés  dans  le  cercle. 

La  situation  d’un  angle  par  rapport  à la  circonférence 
d’un  cercle  peut  être  telle  , qu’il  ait  son  sommet  au  cen- 
tre , ou  bien  entre  le  centre  et  la  circonférence  , ou  bien 
h la  circonférence,  ou  bien  enfin  hors  de  la  circonfé- 
rence ; de  telle  sorte  que  les  côtés  en  soient  les  tangentes 
ou  les  sécantes.  Nous  ne  dirons  rien  de  la  mesure  de  celui 
qui  a son  sommet  au  centre,  parce  que  nous  l’avons  déjà 
déterminée  ailleurs  (25  ).  Il  nous  reste  à mesurer  les  angles 
dans  les  autres  situations,  sans  avoir  recours  à d’autre 
cercle  qu  à celui  qui  est  touché  ou  coupé  par  leurs  côtés. 

65.  Théorème  I.  L angle  aigu  ABD  (fic.  2ï)  formé  à la 

circonférence  du  ccicle  par  une  tangente  et  par  une  corde  ( ‘ ) 
a pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BFD , sous-tendu  par  la 
Corde . ' . 

Démonstration.  Soient  le  rayon  de  contact  BC , et  le 
rayon  FC  perpendiculaire  à la  corde  DB  ; ce  qui  rend  l’arc 
DF  = FB(55),  ou  bien  BF,  moitié  de  BFD.  Cela  posé, 
je  dis  que  l’angle  ABD  a pour  mesure  l’arc  BF.  Car  l’angle 
ABD  = FCB,  (puisque  , par  la  construction,  leurs  côtés 
homologues  sont  perpendiculaires.)  mais  FCB  a pour  me- 
sure I arc  BF  ( 25).  Donc  l’angle  aigu  ABD  a pour  mesure 
l are  BF. 

66.  Corollaire  I.  L angle  obtus  DBH  a aussi  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  DGEB  renfermé  entre  ses  côtés.  Car  cet 
angle  joint  à 1 angle  aigu  ABD , a pour  mesure  la  moitié 
de  la  circonférence.  Or,  ABD  est  mesuré  par  la  moitié  de 


( ) Cet  angle  est  appelé  cingle  du  Segment. 
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BFD  ; donc  la  moitié  du  reste,  savoir  7 DGEB,  mesure 
l’angle  DBH. 

67.  II.  L'angle  DBE  ,fonné  à la  circonférence  par  deux 
cordes  (*)  a aussi  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  DGE,  ren- 
fermé entre  ses  cotés.  Car  DBE  = DBH  — *HBË.  Donc 
DBE  a pour  mesure  7 DGEB  — 7 BE , savoir,  7 DGE. 

68.  III.  Un  angle  à la  circonférence  a donc  pour  mesure , 
dans  tous  les  cas , la  moitié  de  f arc  renfermé  entre  ses  cotés. 
D'où  l’on  conclura,  i.°  que  cet  angle  est  droit,  s’il  est 
appuyé  sur  les  extrémités  d’un  diamètre,  comme  PAD 
(fig.  26);  2."  qu’il  ne  vaut  que  la  moitié  de  l’angle  au  cen- 
tre, lorsque  l’un  et  l’autre  sont  appuyés  sur  le  même  arc) 
ainsi  (fig.  a3)  l’angle  AFE  = 7 ACE. 

6g.  Théorème  II.  L'angle.  ABD  (fig.  22  ) , formé  entre  te 
centre  et  la  circonférence , a pour  mesure  la  moitié  de  tare 
AD,  renfermé  entre  ses  côtés  , plus  la  moitié  de  l'arc  FG  , 
renfermé  entre  ses  côtés  prolongés. 

Démonstration.  Du  point  F soit  menée  la  corde  FE  pa- 
rallèle au  côté  BD,  on  aura  l’angle  ABD  = AFE  (38);  or, 
celui-ci  a pour  mesure  7 AD  4-  7DE,  ou  bien  7 AD  4-  7 GF 
( 57).  Donc  l’angle  ABD  a aussi  pour  mesure  7 AD  4-  7 GF. 

70.  Théorème  III.  L'angle  ABD  (fig.  z3)  ,fotmé  hors  de 
la  circonférence , a pour  mesure  la  moitié  de  tare  concave 
AED,  moins  ta  moitié  de  t arc  convexe  FG  renfermé  entre 
ses  côtés. 

Démonstration.  Du  point  F soit  menée  la  corde  FE  pa- 
rallèle au  côté  BD.  L’angle  AI  E = ABD.  Donc  l’un  et 
l’autre  ont  pour  mesure  7 AE  (GS).  Or,  7 AE  = 7 AD 
— - 7 ED , ou  bien  7 AE  =■  ~ AD  — 7 FG  ( 5y).  Donc  l’angle 
ABD,  etc. 

71.  Problème  I.  D'un  point  A (fig.  24),  pris  hors  du 
cercle  DT  t,  mener  deux  tangentes  à ce  cercle. 


(*)  Ou  l'appelle  Slngie  inscrit. 
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Solution.  Du  point  A menez  au  centre  de  ce  cercle  la 
droite  AC,  et  avec  un  rayon  égal  à la  moitié  de  cetle 
droite,  décrivez  une  nouvelle  circonférence  CTA  t : des 
points  d’intersection  Tt  avec  la  circonférence  donnée, 
tirez  au  point  A les  droites  TA,  t A,  et  ce  seront  les  deux 
tangentes  cherchées. 

Car  si  l’on  tire  dans  le  premier  cercle  les  rayons  de  con- 
tact CT,  C t , les  angles  CTA , C t A , appuyés  sur  un  dia- 
mètre dans  le  second  cercle,  seront  droits.  Donc  les  lignes 
AT,  A t seront  tangentes  ( 58  ). 

72.  Problème  II.  Elever  une  perpendiculaire  sur  r extré- 
mité A (T une  droite  AB , qu'on  ne  peut  point  prolonger 
( FIG.  25  ). 

Solution . D’un  point  quelconque  C pris  au  dessus  de 
la  droite  BA  et  du  rayon  CA,  décrivez  une  circonférence 
de  cercle  qui  passera  par  le  point  A;  et  du  point  D,  où 
cette  circonférence  coupera  la  droite  donnée  BA,  tirez  le 
diamètre  DP , la  perpendiculaire  cherchée  passera  par  P, 
puisque  l’angle  DAP  est  droit  ( 68  ). 


CHAPITRE  VI. 

Des  différentes  espèces  de  polygones  en  général , et.  du 
triangle  en  particulier. 

Suivant  l’étymologie  du  mot,  on  doit  entendre  par  poly- 
gone une  figure  à plusieurs  angles;  et  comme  dans  toute 
ligure  rectiligne  le  nombre  des  angles  est  le  même  que 
celui  des  côtés,  on  peut  désigner  les  différentes  espèces 
de  polygones  par  l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  choses  in- 
différemment. C’est  pourquoi  on  appelle  trilatère  ou  plus 
communément  triangle , le  polygone  qui  a trois  angles,  et 
par  conséquent  trois  côtés  ; quadrilatère , celui  qui  en  a 
quatre;  pentagone , celui  qui  en  a cinq;  exogonc,  celui  qui 
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en  six , etc.  Nous  allons  d’abord  nous  occuper  des  pro- 
priétés du  triangle,  parce  qu’elles  serviront  à découvrir 
celles  des  autres  polygones. 

73.  Jx  triangle  est  la  plus  simple  de  toutes  les  figures  rec- 
tilignes que  puisse  former  la  géométrie , puisqu’on  ne  peut 
renfermer  un  espace  par  des  lignes  droites  , s’il  y en  a 
moins  de  trois.  On  voit  encore  {fio.  26)  qu’avec  trois 
lignes  données  A,B,C,  011  ne  saurait  construire  cette 
figure,  si  les  deux  prises  ensemble  ne  sont  plus  longues 
que  la  troisième  ; ce  qui  fait  que  deux  cotés  quelconques  d'un 
triangle  valent  en  somme  plus  que  le  troisième. 

74.  Le  triangle  considéré  par  rapport  à ses  angles  est 
appelé  acutangle , quand  il  a tous  ses  angles  aigus;  obtu- 
sangle , quand  il  a un  angle  obtus  ; rectangle,  quand  il  a un 
angle  droit.  Par  rapport  à ses  côtés,  il  est  appelé  équilatéral , 
quand  il  a tous  ses  côtés  égaux;  isocèle , quand  deux  seu- 
lement sont  égaux  ; et  scalène , quand  ilssont  tous  inégaux. 

Si  du  sommet  d’un  angle  quelconque  d'un  triangle  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  côté  opposé,  prolongé , 
s’il  le  faut,  cette  perpendiculaire  est  appelée  la  hauteur 
du  triangle;  et  le  côté,  sur  lequel  elle  tombe,  en  e-st 
la  base. 

75.  Théorème  I.  Tout  triangle  peut  être  inscrit  dans  ua 
cercle. 

Démonstration.  Inscrire  un  polygone  dans  un  cercle, 
c’est  faire  passer  une  circonférence  de  cercle  par  le  som- 
met de  ses  angles.  Or,  les  sommets  des  trois  angles  d’un 
Triangle  n’étant  jamais  en  ligne  droite,  on  peut  y faire 
passer  une  circonférence  de  cercle  (Ci  ).  Donc,  etc. 

76.  Théorème  II.  La  somme  des  trois  angles  d'un  triangle, 
est  toujours  180°. 

Démonstration.  Si  du  sommet  de  l’angle  A (fic.  27) , 
on  mène  AP  parallèle  à CB,  et  qu’on  prolonge  le  côté  AC, 
on  a l’angle  PAR  = ACB  son  correspondant  : PAU 
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= ABC  , son  alterne.  Donc  les  trois  angles  A H-  B -4-  C 
valent  en  somme  tous  les  angles  qu’on  peut  former  sur  le 
point  A,  et  du  mêmecôté  de  la  droite  CH.  Ils  valent  donc 
en  somme  t8o°  (27). 

Si  l’on  veut  se  convaincre  d'une  autre  manière  de  cette 
importante  vérité,  qu’on  suppose  un  triangle  quelconque 
DAP  (fig.  25)  inscrit  dans  un  cercle  : ses  trois  angles 
A,  D,  P,  auront  leurs  sommets  à la  circonférence  et 
la  renfermeront  tout  entière.  Ils  vaudront  donc  eu 
somme  180°. 

77.  Corollaire  I.  Un  triangle  ne  peut  donc  avoir  deux 
angles  droits,  ni,  à plus  forte  raison,  deux  angles  obtus. 

78.  II.  Dans  un  triangle  un  angle  quelconque  est  le  sup- 
plément des  deux  autres.  D’où  il  suit,  i.°  que  connaissant 
deux  angles,  on  connaît  le  troisième;  2.0  que  si  deux  an- 
gles d’un  triangle  sont  égaux  à deux  angles  d’un  autre,  le 
troisième  angle  du  premier  égalera  le  troisième  dusecond. 

79.  III.  Quand  un  triangle  a un  angle  droit,  chacun  des 
deux  autres  est  aigu  ; et  l’un  de  ceux-là  est  complément  de 
l’autre. 

80.  IV.  Si  l’on  prolonge  un  côté  quelconque  AD  d'un 
triangle  DAP,  l’angle  extérieur  BDP  égaler^la  somme  des 
deux  intérieurs  opposés  P 4- A.  Car  l’angle  extérieur  BDP, 
et  la  somme  des  deux  intérieurs  opposés  P4- A ont  le  même 
supplément;  savoir,  PDA.  Donc  l’angle  extérieur  vaut  la 
somme  des  deux  intérieurs  opposés. 

81.  Théorème  III.  Dans  tout  triangle , le  plus  grand  cote 
est  opposé  au  plus  grand  angle,  le  plus  petit  coté  au  plus  petit 
angle , et  les  cotes  égaux  a des  angles  égaux  (*  ). 

Démonstration.  Car  inscrivant  le  triangle  dans  un  cer- 
cle, le  plus  grand  côté  doit  sous-tendre  le  plus  grand  arc. 


(*)  L’inverse  de  celte  proposition  ne  dit  rieu  de  diffe'rcut  de  1* 
proposition  uiciuc. 
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Je  plus  petit  côté  le  plus  petit  arc  , et  les  côtés  égaux  de» 
arcs  égaux.  Or,  les  moitiés  de  ces  arcs  mesurent  les  angles 
opposés  ( 68  ).  Donc , etc. 

8a.  Corollaire.  Il  suit  de  là,  i.°  que,  dans  le  triangle 
équilatéral,  les  trois  angles  sont  égaux;  a.°  que,  dans  le 
triangle  isocèle  les  angles  opposés  aux  côtés  égaux,  sont 
égaux. 

• Remarque.  On  voit  que  l’inverse  de  chacune  de  ces  der- 
nières propositions  est  également  vraie. 

83.  Théorème  IV.  Si  d'un,  angle  quelconque  d' un  trian- 
gle , on  tire  une  perpendiculaire  sur  le  coté  opposé  (qu’on 
appelle  la  base  de  cet  angle),  elle  tombera  en  dedans  du 
triangle,  lorsque  tes  deux  angles  sur  la  base  seront  aigus;  > a 
dehors  , si  l'un  est  obtus;  et  sur  l extrémité  de  cette  base , si 
l’un  de  ces  angles  est  droit. 

Démonstration.  i.°  Dans  le  triangle  ABC  (fio.  28)  qui 
a deux  angles  aigus  sur  la  base  BC,  si  la  perpendiculaire 
AP,  menée  du  point  A,  tombait  à l’extrémité  C de  cette 
base,  elle  formerait  avec  elle  l’angle  aigu  ACB,  ou  d'au- 
tres angles  plus  aigus,  si  elle  tombait  au-delà,  ce  qui  est 
absurde  ( 34)  ; elle  ne  peut  donc  pas  tomber  hors  de  cette 
base. 

2.°  Si  dans  le  triangle  ACD,  qui  a un  angle  obtus  en  C, 
la  perpendiculaire  tombait  à l’extrémité  C,  elle  forme- 
rait en  C l’angle  obtus  ACD;  ou  un  angle  plus  obtus,  si 
elle  entrait  dans  le  triangle.  Elle  doit  donc  toAiber  hors 
de  la  base  CD. 

5.°  Si  dans  le  triangle  APC,  qui  a un  angle  droit  en  P, 
la  perpendiculaire  menée  du  point  A,  ne  se  confondait  pas 
avec  AP,  on  pourrait  abaisser  du  même  point  A deuxper- 
pendiculaires  sur  la  même  ligne  PC,  ce  qui  est  absurde 
(4 G).  Elle  tombera  donc  sur  le  point  P. 
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CHAPITRE  VII. 

Qui  traita  de  l'égalité  et  de.  quelques  autres  rapports , 
tant  des  triangles  que  des  parallélogrammes. 

O n ne  peut  mieux  prouver  qu’une  étendue  est  égale% 
une  autre  , qu’en  faisant  voir  que  la  première  , placée  sur 
la  seconde,  la  couvre  parfaitement , ou  plutôt  qu’elle  la 
pénètre  dans  toutes  ses  parties.  C’est  par  ce  moyen  , con- 
nu sous  le  nom  de  Méthode  de  superposition , que  nous 
avons  fait  voir  ailleurs  l'égalité  des  lignes  dans  certains 
cas  (49);  nous  l’emploierons  encore  ici,  pour  prouver 
l’égalité  des  figures.  Et,  en  général , comme  on  11e  peut 
entendre  par  figure  plane  autre  chose  que  l’espace  plan 
renfermé  dans  un  certain  contour  ou  périmètre  ( ro)  , nous 
dirons  que  deux  figures  planes  sont  égales,  lorsque  l’es- 
pace qu’elles  renferment  est  égal  de  part  et  d’autre  ( cet 
espace  est  encore  appelé  f aire  de  la  figure  ). 

84.  En  comparantensemble  deux  triangles,  nous  dirons 
que  le  plus  grand  côté  de  l’un  est  homologue  au  plus  grand 
côté  de  l’autre  , le  moyen  au  moyen  etleplus  petitau  plus 
petit.  Et  lorsque  les  angles  opposés  aux  côtés  homologues 
seront  égaux  de  part  et  d’autre,  les  triangles  seront  ap- 
pelés équiangles.  Il  est  aisé  de  voir  que  deux  triangles 
peuvent  être  équiangles  sans  être  égaux  ; car  si  dans  le 
triangle  ABC  (fio.  29),  on  décrit  abc,  de  façon  que  les 
côtés  homologues  soient  parallèles  , les  angles  opposés  à 
ces  côtés  seront  égaux,  sans  que  les  triangles  le  soient  ; et 
réciproquement , deux  triangles  peuvent  être  égaux,  sans 
avoir  ni  les  angles  ni  les  côtés  égaux,  ainsi  que  nous  le 
verrons  plus  bas. 

85.  Tout  quadrilatère  ABCD  ( fio.  3i  ) qui  a les  côtés 
opposes  parallèles  est  un  Parallélogramme , et  si  tousses 

angles 
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angles  sont  droits,  c’est  un  rectangle.  Une  ligne  AB,  qui 
ra  d’un  angle  à l’angle  opposé  , en  est  la  diagonale.  Et 
commeon  peut  prendre  pour  base  du  quadrilatère  un  de 
ses  côtés  quelconques  , la  hauteur  sera  déterminée  par 
une  perpendiculaire  élevée  sur  cette  base  jusqu’à  la  ren. 
contre  du  côté  opposé. 

86.  Théorème  I.  Si  deux  triangles  sont  équiangles  et 
qu'ils  aient  de  plus  un  côté  égal , les  autres  côtés  seront 
égaux  , et  par  conséquent  les  deux  figures  seront  égales  en 
tout. 

Ou  bien  (fig.  39  ) si  l’on  a l’angle  A — a,  B = b , C = c, 
et  de  plus  le  côté  BC  = bc , les  triangles  ABC,  abc  seront 
égaux  en  tout. 

Démonstration.  Si  l’on  conçoit  le  triangle  abc  placé  sur 
ABC  , en  sorte  que  le  point  b tombe  sur  B , et  c sur  C , 
le  côté  ab  tombera  sur  AB , puisque  les  angles  b et  B sont 
égaux  : par  une  raison  semblable  ca  tombera  sur  CA. 
Donc  l’intersection  a des  côtés  ba  et  ca  tombera  sur  l’in- 
tersection A des  côtés  BA  et  CA;  et  les  deux  triangles  se 
confondant  alors , seront  parfaitement  égaux  en  toutes 
choses.  . : ; • : , - 

87.  Corollaire  I.  Deux  triangles  sont  donc  égaux  lors- 
que ayant  deux  angles  égaux  , ils  ont  de  plus  un  côté  égal. 
Car  alors  ils  sont  équiangles  (78)  avec  un  côté  égal. 

88.  Deux  droites  parallèles  DA,  BC,  entre  parallèles, 
DB  , AC  (fig.  3 1 ) sont  égales.  Car  si , par  le  sommet  des 
deux  angles  opposés , on  tire  la  droiteBA,  les  deux  triangles 
BAC,  B AD,  seront  égaux  en  toutes  choses  ; puisque 
outre  le  côté  commun  BA  , ils  sont  équiangles.  Donc  (38) 
DA  — BC  et  DB  = AC.  D’où  l’on  déduit  que  dans  un 
parallélogramme  les  côtés  opposés  sont  toujours  égaux. 

89.  Théorème  II.  Si  deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  ng), 
. ont  leurs  côtés  homologues  égaux,  ils  sont  équiangles  et 

égaux  en  surface , par  conséquent  égaux  en  tout,  et  récipro- 
quement. 

Géométrie,  iQ 
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Démonstration.  Posez  le  côté  bc  sur  son  égal  BC , de 
façon  que  b tombe  sur  B , etc  sur  C : avec  BA  ou  son  égal 
ba  et  du  centre  B,  décrivez  l’arc  DAE  : avec  CA  ou  son 
égal  ca,  et  du  centre  C , décrivez  l’arc  FAG.  Le  sommet 
de  l’angle  a tombera  sur  l’intersection  des  deux  arcs  dé- 
crits par  ba  et  par  ca  ; de  même  que  le  sommet  de  l’angle 
A tombera  sur  l’intersection  des  deux  mêmes  arcs  décrits 
par  BA  et  CA.  Les  points  a et  A tomberont  donc  l’un 
sur  l’autre , ainsi  que,  par  la  construction  , b tombe  sur  B, 
et  c sur  C ; les  côtés  et  les  angles  se  couvriront  donc  par- 
faitement ; et  par  conséquent  les  deux  triangles  seront 
équiangies  et  égaux. 

L’inverse  de  cette  proposition  est  que  si  deux  triangles 
ABC , abc  { fig.  3o)  sont  équiangies  et  égaux  en  surface , iis 
ont  leurs  côtés  homologues  égaux.  Car  puisque  l’angle<z= A, 
si  l’on  place  le  triangle  abc  sur  ABC , de  façon  que  le 
point  a tombe  sur  A , et  le  côté  oô  sur  son  homologue 
AB  , ac  tombera  sur  AC  : et  je  dis  encore  que  les  points 
b et  c tomberont  sur  B et  C.  Car  autrement , ou  bien  ils 
tomberaient  tous  les  deux  au  dessus  de  BC  , l’un  en  H , 
l’autre  en  E : ou  bien  tous  les  deux  au  dessous,  l’un  en 
D , l’autre  en  G : ou  bien  l’un  sur  BC,  et  l’autre  hors  de 
cette  ligne  en  G ou  en  E : ou  bien  enfin  l’un  en  E au  dessus 
de  BC,  et  l’autre  en  D au  dessous.  Or  , dans  tous  ces  cas  , 
on  contredirait  la  supposition  : d’abord  dans  les  trois  pre- 
miers , parce  que  les  deux  triangles  ABC , abc , seraient  évi- 
demment inégaux  ; et  dans  le  quatrième,  parce  qu’ils  ne  se- 
raient pas  équiangies;  puisqu’on  aurait  l’angle  act=AED, 
et  que  celui-ci,  étant  extérieur  dans  le  triangle  FEC,  se- 
rait plus  grand  que  l’angle  C , qui  est  un  des  intérieurs 
opposés.  Donc , etc. 

90.  Corollaire  I.  La  diagonale  AB  (fig.  5i  ) partage  donc 
le  parallélogramme  en  deux  triangles  équiangies  et  égaux. 
Puisque  les  deux  triangles  ABC,  ABD,  outre  le  côté 
commun  AB  , ont  encore  BC  = DA,  BD=  AC(S8). 


Digitized  by  Google 


de  Mathématiques.  243 

D'où  il  suit  que  le  parallélogramme  est  double  du  triangle 
de  même  base  et  de  même  hauteur. 

91.  II.  Si  aux  extrémités  de  deux  lignes  égales  DA,  BG 
aboutissent  deux  autres  lignes  égales  DB , AC , le  quadrila- 
tère ainsi  formé  sera  un  parallélogramme.  Car  tirant  la 
ligne  AB,  les  triangles  DAB , BAC  seront  égaux  en  tout 
(89).  Donc  l’angle  BAD  ==  ABC,  ce  qui  suppose  BC  pa- 
rallèle à DA  ( 38 ) : de  plus  l’angle  ABD  =:  BAC  ; et  par- 
tant ( 38  ) DB  est  parallèle  à AC. 

g2.  On  déduira  de  là  une  nouvelle  méthode  de  tirer  , 
par  un  point  donné  N,  une  parallèle  à la  ligne  AB  (fïg.  02). 
Car  si  d’un  point  quelconque  C de  cette  ligne  , on  décrit 
un  arc  de  cercle  qui  la  coupe  en  D ; qu’avec  la  même 
ouverture  de  compas  on  décrive  du  point  N l’arc  qp  , et 
qu’ensuite  du  point  D,  avec  une  ouverture  de  compas 
égale  à CN  , on  décrive  l’arc  S R;  l’intersection  O de  ces 
deux  arcs  sera  un  nouveau  point  de  la  ligne  cherchée. 
Puisque, par  la  construction,  OD=:NC  etNO=CDf  donc 
*(  91  ) MO  et  CD  sont  parallèles. 

g3.  Théorème  III.  Si  deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  29  ) 
ont  un  angle  égal,  renfermé  entre  des  côtés  égaux  , ils  sont 
èquiangles  et  égaux  en  tout. 

Démonstration.  Si  l’angle  A —a  , posant  le  point  a sur 
A et  le  côté  ab  sur  AB,  ac  tombera  sur  AC  : d’ailleurs  , 
puisque  AB  — ab  et  AC  = ac  , le  point  b tombera  sur  B 
et  c sur  C.  Donc  bc  qui  joint  les  points  b et  c se  confon- 
dra avec  BC  qui  joint  les  mêmes  points.  Les  deux  triangles 
seront  donc  égaux  en  tout. 

t)4-  Corollaire,  Si  deux  droites  AC,  DB  (fig.  3i  ) abou- 
tissent aux  extrémités  de  deux  parallèles  égales  DA,BC, 
elles  seront  elles-mêmes  égales  et  parallèles.  Car  tirant  la 
droite  AB,  les  triangles  ABD,  BAC,  seront  èquiangles 
et  égaux  ( g3  ) ; puisque  outre  le  côté  commun  BA,  et 
BC  = DA  ( hyp.  ) , l’angle  ABC  = BAD,  son  alterne-in- 
terne.  Donc  (8g)  le  côtéDB=:AC  : et  de  plus  l’angle 
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DBA=BAC;  ce  quisuffit(38)pourque  les  lignes  DB,AC, 
soient  parallèles  ; et  que  la  figure  DACB  soit  un  parallé- 
logramme ( 85  ). 

g5.  Théorème  IV.  Des  parallélogrammes  AC,  BF  (fig.  33) 
qui  ont  une  base  commune  BC  , et  qui  sont  renfermés  entre 
les  mêmes  parallèles  BC  , AF  , sont  égaux  en  surface. 

. Démonstration.  AD  = BC  = EF  ( 85  ) ; donc  ajoutant 
DE  aux  lignes  EF  et  AD  , on  a AE  = DF.  Or , AB  = DC  , 
et  en  outre  ( 38  ) l’angle  BAE  = CDF.  Donc  le  triangle 
BAE  = CDF  ( 95)  ; et  par  conséquent  ce  qu’ils  n'ont  pas 
ûe  commun  est  égal  de  part  et  d’autre  , ou  bien  le  quadri- 
latère ÂBGD  =GCFE.  Et  si  à chacun  on  ajoute  le  triangle 
BGC,  les  sommes  seront  encore  égales.  Or  , ces  sommes 
donnent  d’-un  côté  le  parallélogramme  AC  ; et  de  l’autre, 
le  parallélogramme  BF.  DoncAC=BF. 

-,  g6.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  deux  parallélogrammes 
AC  , EG  ( fio.  34  ) renfermés  entre  deux  parallèles  AH , BG , 
sont  égaux  en  surface , s'ils  ont  des  bases  égales  BC  , FG  ,. 
quoiqu'elles  ne  soient  pas  communes.  Car  si  l’on  joint  les 
points  B et  E , C et  H , le  quadrilatère  BH  sera  un  parallé- 
logramme ( 94  ) qui  aura  la  base  BC  commune  avec  AC, 
et  la  base  EHcommune  avecEG.  Donc(g5)  BH=AG=EG. 

97.  Théorème  V.  Deux  triangles  ABC  , DBC  (fig.  35  ) 
ont  des  surfaces  égales  , si  étant  renfermés  entre  les  mêmes 
parallèles  EF  , BC,  ils  ont  de  plus  une  base  commune  BC. 

Démonstration.  Du  point  B tirez  BE  parallèle 
à AC  , et  du  point  C tirez  CF  parallèle  à BD(ga). 
Les  quadrilatères  EC,  FB  seront  des  parallélogram- 
mes égaux  ( 85 et  g5 ).  Donc  les  triangles  ABC,  DBC, 
' gui  en  sont  les  moitiés  (90),  auront  des  surfaces  égales. 

98.  Théorème  VI.  Deux trianglesEGtt , FHC,  qui oni des 
bases  égales  BG  , CH,  et  qui  sont  renfermés  entre  les  mêmes 
parallèles  EF  ,GH,  sont  égaux  en  su  face. 

Démonstration.  Car  si  on  tire  BA  parallèle  à EG  et  CD 
parallèle  à h H,  les  .parallélogrammes  AG  ; DH  seront 
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égaux  ( 96  ) ; et  par  conséquent  les  triangles  EGB,  FHC, 
seront  égaux  aussi  (.90  ). 

99.  Théorème  VII.  Si  deux  triangles  égaux  en  surface 
ABC , DBC  , ( fig.  56),  ont  une  base  commune  BC,  et  leurs 
sommets  A et  D du  meme  coté  de  cette  base  , ils  sont  entre 
deux  parallèles  AD  , BC. 

Démonstration.  Car  si  AD  n’était  pas  parallèle  à BC  , 
supposons  que  ce  fût  AF,  et  nous  aurions ( 97  ) le  trian- 
gle ABC  =BCF.  Or  ( hyp.  ) , ABC  = DBC  ; donc  nous  au- 
rions DBC=  BCF  , c’est-à-dire,  la  partie  égale  au  tout,, 
ce  qui  est  absurde. 

100.  Théorème  VIII.  Si  deux  triangles  égaux  en  surface 
ABC,  DEF,  ( fig.  37)  ont  leurs  bases  égales  BC  , EF,  sur  la 
même  ligne  BF,  et  leurs  sommets  K et  D du  meme  côté  de  cette 
ligne , ils  seront  entre  deux  parallèles  AD,  BF. 

Démonstration.  Car  si  toute  autre  ligne  passant  par  In 
point  A , par  exemple  AH,  était  parallèle  à BF,  on  aurait 
( 98  ) le  triangle  HEF  = ABC.  Or  ( hyp.  ),  ABC  = DEF. 
Donc  DEF  = HEF,  ce  qui  est  absurde. 

x 01.  Théorème  IX.  Deux  triangles  ABC  , ACD,  (fig.  58) 
( et  par  conséquent  deux  parallélogrammes  ) qui  ont  même 
hauteur , sont  entre  eux  comme  leurs  bases  BC  , CD. 

Démonstration.  x.°  Siles  bases  BC  , CD,  sont  commen- 
su râbles  , supposé  qu’elles  soient  divisées  en  parties 
égales  aux  points  H,  E,  F,  G ; et  que  du  point  A,  on 
tire  les  droites  AG,  AF,  etc.  tous  les  triangles  ABG  , 
AGF , etc.  sont  égaux  ( 98  ) : de  plus  il  s’en  trouve  autant 
clans  ABC  qu’on  a pris  de  parties  égales  dansBC  , et  au- 
tant dans  ACD  qu’il  y a de  ce6  parties  dans  CD.  Donc 
ABC  : ACD  : : BC  : CD. 

2.0  Si  l’on  n'avait  pas  la  même  proportion , en  suppo- 
sant (fig.  59  et  40  ) que  les  bases  BC  , CD , fussent  incom- 
mensurables, on  nuraitdonc  ABC  : ACD  > ou  < BC  : CD; 
ou  bien  pienant  CG  > CB ( fig.  3g  ) et  < CB  (fig.  4°)»  OUt 
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nurait  ARC  : ACD::CG:CD.  Or,  cette  proportion  est 
impossible.  Carsupposons  d’abord  queEDestunealiquote 
exacte  de  CD  et  plus  petite  que  BG  : ensuite  que  BF  soit 
ce  qu'il  faut  ajouter  4 BC  (fig.  3g)  ou  retrancher  de  BC 
(fio.  4°)  > afin  que  ED  la  mesure  exactement , alors  on  a 
BF  < ED  ( + ).  Or  ( hyp.  ) , ED  < BG , donc  BF  < 11G  ; et  par 
conséquent  le  point  F tombera  entre  G et  B. 

Cela  posé  , puisque  FC  est  supposée  commensurable 
avec  CD,  on  aura  , par  la  première  partie  de  la  démons- 
tration , AFC:  ACD  = FC  : CD , tandis  que  ( hyp-  ) ABC  : 
ACD  1=  GC  : CD.  Or  , (fig.  3g  ) GC  : CD  > FC  : CD;  et 
(fig.  40)  GC  : CD<FC  : CD.  Donc  ABC  : ACD  > AFC  : 
ACD  ( fig.  3g  ) et  ABC  : ACD  < AFC  : ACD  ( fio.  40  ).  Ét 
par  conséquent  ABC  > AFC  (fig.  3g)  et  ABC  < AFC  (fig.  40)» 
ce  qui  est  absurde. 


CHAPITRE  VIII. 

r 

Des  lignes  proportionnelles . 

10a.  Théorème  I.  Si  dans  un  triangle  quelconque  ACE  , 
(fio.  41  ) les  deux  côtés  AC,  AE  , sont  coupés  par  une  ligne 
BD  parallèle  au  troisième , ils  le  sont  en  parties  proportion - 
nellesj  ou  lien  on  a , AB  : BC  ::  AD  : DE  ; et  réciproque « 
ment.  1 . 


(*)  Quand  une  ligne  ne  peut  pas  être  mesure'c  par  une  certaine 
Unité,  elle  coutient  un  nombre  de  fois  juste  cette  unité,  plu»  une 
partie  de  cette  uuité.  On  la  mesurera  donc  en  lui  ajoutant  la  partie 
de  l'unitc  qui  lui  manque , ou  en  lui  retranchant  celle  qu’elle  a de  trop. 
Et  comme  on  peut  prendre  pour  unité  une  quantité  déterminée  aussi 
petite  qu’on  voudra  , pourvu  qu’elle  soit  de  même  espèce  que  celle 
qu'on  mesure,  il  s’ensuit  que  pour  rendre  comrnensura blés  deux 
quantités  incommensurables , ce  qu’il  faut  çjouter  ou  retrancha 
Ù l'une  d'elles  peut  diminuer  sans  Jin  , et  devenir  une  partie  (l<  cette 
quantité  plus  petite  que  toute  quantité  assignable. 
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Démonstration.  1 .°  Tirant  les  lignes  BE , DC , le  trian- 
gle BDC  = BDE  (97  ) ; et  l’on  a par  conséquent  ABD  : 
BDC  ::  ABD  : BDE.  Or  ( 101  ) , ABD  : BDC  ::  AB  : BC  ; 
et  ABD  : BDE  ::  AD  : DE.  Donc  AB  : BC  ::  AD  : DE. 

z.°  Si  une  ligne  BD  coupe  les  deux  côtés  AC  , AE,  d'un 
triangle  en  parties  proportionnelles  , ou  bien  si  l'on  a AB  : 
BC  ::  AD:  DÈ  , je  dis  quç  cette  ligne  sera  parallèle  au  troi- 
sième côté  CE . Car  ( i o î ) ABD  : BDC  ::  AB:BC;et  ABD: 
BDE  ::  AD  : DE.  Donc  ABD  : BDC  ::  ABD  : BDE  ; et 
par  conséquent  BDC = BDE  : d’ailleurs  ces  triangles  ont, 
par  la  construction , une  base  commune  BD  et  leurs  som- 
metsdu  même  côté  de  cette  base.  Donc  ( 99  ) ils  sont  entré 
deux  parallèles  BD  , CE.  P..."  ■ : 

io3.  Corollaire.  On  conclura  de  là  que  si  l'on  par - 
tage  les  deux  côtés  d'un  triangle  par  plusieurs  /<£«e5BD,FG 
{fig.  42  ),  parallèles  au  troisième , tous  les  segments  corres- 
pondants seront  proportionnels  entre  eux  et  proportionnels 
à ces  côtés.  Car  alternando  , on  a , d’après  le  théorème 
précédent  , AB  : AD  ::  BF  : DG.  Donc  componendo  et  al- 
ternando , AB  4-  BF  : AD  4-  DG  : : BF  : DG.  Or , AB  ■+■  BF  , 
ou  AF  : AD  + DG  , ou  AG  ::  FC  : GE.  Donc  FC  : GE 
::  BF  : DG  ::  AB:  AD  ::  AC  ( somme  des  antécédents)  : AE 
( somme  des  conséquents  ). 

Ainsi  toutes  les  fois  que  deux  lignes  qui  font  un  angle 
comme  AC , AE , sont  coupées  par  des  parallèles  BD , FG, 
CE  , etc.  elles  le  sont  en  parties  proportionnelles  ; et  ré- 
ciproquement, «îles  segments  des  lignes  cO'upées'sont  pro- 
portionnels, les  lignes  qui  les  interceptent  sont  parallèles. 
Et  si , au  lieu  de  deux  lignes  concurrentes , on  en  ^prenait  un 
nombre  quelconque  qui  , aboutissant  au  même  point  À 
•(fig.  43  ),  fussent  coupées  par  des  parallèles  BG,  bg , elles 
le  seraient  en  parties  proportionnelles  entre  elles  et  aux 
■lignes  entières.  Caron  aurait  A b : AB  ::  Ar  : cC  ::  Ad  : dDt 
fetc.,  ou  bien  AS -4- Bô  : Ac  + Ce  •:  6B  : tÇ.  etc. 

. , i::  1 .j  ; -J  !■'■•  . • ■ A ■■  : 

io4-Âemar  qoes.  1.”  Si  dans  un  triangle  AHA^rio»  44) 
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on  tire  des  parallèles  Dd , ÏLe,  Yf,  Gg  , etc.  également 
distantes  entre  elles,  les  segments qu'elles  intercepteront 
sur  un  côté,  savoir , de  , ef,fg,  gh , seront  égaux  entre 
eux  ; ainsi  que  les  segments  DE  > EF,  FG,  GH,  qui  seront 
formés  sur  l’autre.  Car  abaissant  du  point  d la  perpendi- 
culaire et  du  point  e la  perpendiculaire  ep , on  a dpzxepi 
puisque  lesparallèles  Dd,  Ee,  iy$ont  également  distantes. 
Donc  les  triangles  dtp  , efp  , outre  qu’ils  sont  équiangles 
ont  un  côté  égal  ; et  par  conséquent  les  deux  autres  côtés 
le  sont  aussi.  Donc  de  ■=.ej—fge=.gh.  Or , les,  segments 
DE,  EF,  FG,  GH,  sont  proportionnels  à ceux-là.  Ils 
sont  donc  égaux  entre  eux.  . ....... 

a.0  Si  des  points  D , E , F , G , on  tire  les  droites  DL  , 
EM,  FN  , GO  parallèles  à AJt , les  quadrilatères  De,  E/*, 
F#,  etc.  seront  des  parallélogrammes (88  ),  et  l’on  aura 
Dd  — Le,  Eè=M/,  Ff=Ng.  Donc  LE,  MF,  NG  , OH, 
seront  les  différences  respectives  de  ces  parallèles.  Or, 
ces  différences  sont  égales;  puisque  les  triangles  DLE , 
EMF,etc.  étant  égaux  en  tout  (q3  ),  donnent  LE  = MF 
==  NG,  etc.  Donc  si  dons  un  triangle  on  tire  des  lignes  pa- 
rallèles à tin  ç dté,  également  distantes  entre  elles,  et  pro- 
longées jusqu'aux  deux  autres  , ejtes  formeront  une  progres- 
sion arithmétique. 

io5.  Théorème  II.  Les  triangles  équiangles  ABÇ3,  BDE, 
(fig.  45)  ont  leurs  cotes  homologués  proportionnels. 

Démonstration.  Poses  le  côté  BD  sur  l'alignement  de 
AB  : les  deux  triangles  étant  tournés  du  même,  côté  d# 
AD,  prolongez  DE  et  AC,  jusqu’à  ce  qu’ils  se.  rencontrent 
en  F ; et  alors,  puisque  (hyp.)TangleDBE;=:A,  tés  droites 
BE  , AF,  seront  parallèles.  Donc  l’angle  BED=n  F ; or, 
BED  = AC#  ( hyp.  ) ; donc  f = ACB,  et  partant  la  ligna 
FE  sera  parallèle  à CB,  ou:bia«<(^)  BEJFC  sora  un  paral- 
lélogramme. On  aura  donc  par  rapport  aux  parallèles  AF, 
BE  (io3);  AB:BD  ::  FE  ou  CB:ED;  et  par  rapport  aux 
parallèles  CB,  DF,  AB;  BD::  AC:  CF  ou  BE  ; et  par  con- 
séquent AB: BD :: CB: ED::  AG: BE.-  • ■ . 1 
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joG.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  si  entre  deux  lignes  tjui 
font  un  angle  AB,  AC  (fig.  44)  0,1  tire  des  parallèles  D d , 

E «,  Vf,  etc.  elles  seront  proportionnelles  aux  parties  AD 
AE  , AF , etc.  quelles  coupent  dans  les  deux  lignes  AB , AC. 
Car  les  triangles  AD  d,  AEe,  AF  f,  sont  équiangles;  donc 
AD:  AE  ::  Ad  : A«  D d : E e;  de  mérqe , AE:AF ::  A e î 

A/::Ee:F/.  . . • 

• * ’ » 

107.  Théorème  III.  Toute  ligne  AD  (fig.  45)  qui  divise 
un  angle  A dé un  triangle  BAC  en  deux  parties  égales  , coupe 
le  coté  opposé  BC  en  parties  proportionnelles  aux  cotés  ud~ 
jacents.  ’ • • , ; 

....  ) • • / . 6 ii  - * ; * ».  - . 

Démonstration.  Prolongez  le  côté  AC  vers  E , et  du 
point  B tirez  B£  parallèle  à AD  : je  dis  qu’on  aura , BD: 
BA::DC:AC.  Car  le  triangle  ABE  est  izocèle,  puisque 
l’angle  BEA  =3  DAC  son  correspondant.  Or  (Jiyp.  ) , l’ân- 
gle  DAC  = DAB , et  l’angle  DAB  ABE  son  al  ter  ne-in. 
terne.  Donc  BEA  ABE;  et  par  conséquent  (8i)BA 
= EA.  Or,  ( »o3)BD:EA::DC  : AC.  Doue  BD  : HA  : 5; 
De  : Âc.  . ; > rv-tr-t  ; : 

v-io8.  Problème  I.  Diviser  une  droite  (Tonnée  AB  (fîû.  47) 
en  trois  parties  qui  soient  entre  elles  dans  le  tappott  de 
trois  nombres  commensurables  quelconques  , par  exemple , 

a,  3,  5.  . 

Solution.  Par  le  point  A tirez  la  ligne  indéfinie  AX> 
qui  fasse  un  angle  avec  AB;  et  puisque  la  somme  des 
trois  nombres  donnés  est  10,  avec  une  même  ouverture 
de  compas,  prenez,  en  partant  du  point  A,  dix  parties 
égales  sur  AX  ; de  l'extrémité  C de  la  dixième  partie,  tirez 
au  point  B la  droite  CB  ; de  l’extrémité  D du  segment  AD, 
qui  contient  deux  de  ces  parties  égales,  tirez  DG  parallèle 
à BC  ; de  l’extrémité  du  segment  DE,  qui  en  contient  trois, 
tirez  EH  parallèle  à BC.  Je  dis  que  AG  :GH:HB  ::  a:5:5. 
Car  (io3)  AG:GH:HB :: AD:DE:EC.  Or,  par  la  cons- 
truction, AD  : DE  : EC  a : 3 : 5.  Donc  AG:GH.HID; 
~ ! j • j» 
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tog.  C est  par  ce  même  moyen  que  l’on  peut  diviser 
une  ligne  quelconque  AB  («o.  48  ) en  un  certain  nombre 
de  parties  égales  ; mais  il  est  plus  court  de  procéder  ainsi. 
Sur  1 extrémité  A , tirez  la  ligne  indéfinie  AP  ; et  par  l’ex- 
tréinité  B,  tirez  la  ligne  BM  parallèle  à AP  : si  vous  vouiez 
diviser  AB  en  six  parties  égales , prenez  sur  AP  cinq  par- 
ties égales  quelconques  en  partant  de  A : prenez  aussi 
cinq  parties  sur  BM  égales  aux  précédentes,  et  qui  com- 
mencent en  B;  alors  les  lignes  MP,  MP,  seront  parallèles 
(94)5  et  puisque  BM=  MM,  BN  = NN  : de  même,  puis- 
que AP  _ PP,  AN  = NN  ; et  partant  AB  est  divisée  aux 
points  N,  N,  etc.  en  six  parties  égalés. 

110.  Problème  II.  Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à 
trois  lignes  données  A,  B,  C.  (no.  49). 

Solution.  Ayant  tiré  deux  lignes  indéfinies  AX,  AZ, 
qui  se  rencontrent  au  point  A,  prenez  sur  AZ  la  partie 
AG  égale  à A et  la  partie  AE  égale  à B : prenez  sur  AX , la 
partie  AH  égale  à C : joignez  les  points  G et  H , et  tirez 
par  E la  ligne  EF  parallèle  à GH  ; je  dis  que  AF  sera  la 
quatrième  proportionnelle  cherchée  ; puisque  l’on  a (io3) 
AG:AE :: AH: AF.  , ..  . ... 

Corollaire.  On  déduira  delà  un  moyen  d'avoir  une  troi- 
sième proportionnelle  à deux  lignes  données.  Car  si  dans 
1 exemple  précédent,  on  suppose  B = C,  on  a AE  = AH, 
et  la  proportion  devient  H AG  : AE  : AF. 

«•  » ' # • *.  • ' ’ • 
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CHAPITRE  IX. 

De  quelques  notions  générales  sur  la  similitude  des 
Jigures  , et  de  leur  application  aux  triangles. 

\ 1 1.  Définition.  Deux  figures,  ou  bien,  en  général , deux 
portions  d'étendue  quelconques  , sont  semblables  lorsqu'elles 
ne  diffèrent  entre  elles  que  par  leur  grandeur.  Ainsi  tous  1<îs 
points , toutes  les  lignes , tous  les  angles  ; en  un  mot , 
toutes  les  parties  quelconques  qui  se  trouvent  dans  l’une 
des  ligures  semblables,  doivent  se  trouver  dans  l'autre; 
car  si  cela  n’était  pas  ainsi , on  pourrait,  par  cette  seule 
différence  et  sans  recourir  à l’inégalité  de  grandeur,  dis- 
tinguer une  figure  de  l’autre  ; et  dès  lors , elles  ne  seraient 
plus  semblables  (les  lignes  ou  les  parties  quelconques 
de  ces  figures  , qui  gardent  entre  elles  les  mêmes  rapports 
de  grandeur  et  de  situation  , seront  appelées  homo- 
logues ). 

112.  Corollaire.  On  conclura  de  la  définition  de  lu 
similitude,  i.°  que  deux  lignes  droites  sont  toujours  sent/- 
blables.  Carie  nombre  et  la  situation  respective  des  par- 
ties étant  les  mêmes  dans  chacune,  elles  ne  peuvent  dif- 
férer que  parleur  grandeur.  Et  par  les  raisons  contraires, 
deux  lignes  courbes  ne  sont  pas  toujours  semblables. 

il  3.  a.°  Que  les  arts  de  cercle  qui  contiennent  le  même 
nombre  de  degrés,  sont  semblables . Car  s’ils  appartiennent  au 
même  cercle,  comme  AB,  BD  (no.  5o) , ils  n’admettent 
pas  même  la  différence  de  grandeur , bien  qu’elle  ne  dé- 
truise pas  la  similitude  (m).  Ils  sont  donc  alors,  non-seu- 
lement semblables , mais  encore  identiques.  S’ils  appar- 
tiennent à des  cercles  différents,  comme  AD,  EE,  qui 
sont  supposés  concentriques  j,  ils;  sont  chacun  en  même 
raison  avec  leurs  circonférences  ; et  de  plus , tous-  les 
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autres  rapports,  soit  de  grandeur,  soit  de  situation,  qui  se 
trouvent  entre  les  parties  de  AD,  se  retrouvent  les  mêmes 
entre  les  parties  homologues  de  EF.  Ces  deux  arcs  sont 
donc  semblables  ; et  l’on  voit  par  les  raisons  contraires, 
que  ceux  qui  ne  contiennent  /tas  le  même  nombre  de  degrés , 
sont  dissemblables. 

1 14.  5.°  Que  deux  angles  ne  peuvent  être  semblables , 
qu'au! art t qu'ils  sont  égaux.  Car  dans  deux  angles  inégaux 
ACB,  ACD,  le  côté  AC  n’est  pas  situé  par  rapport  à RC 
dans  l’un  , ainsi  que  le  même  AC  l’est  par  rapport  à 
CD  dans  l’autre;  de  plus,  les  arcs  AB,  AD,  qui  les  me- 
surent, ne  sauraient  être  en  même  raison  avec  la  circon- 
férence, et  par  conséquent  les  angles  inégaux  peuvent 
être  distingués  l’un  de  l’autre,  sans  recourir  à leur  gran- 
deur ; ou  bien  (111)  ils  ne  sont  jamais  semblables.  Ce  qui 
-prouve  (fi o.  5i  ) que  dans  deux  figures  rectilignes  sembla- 
bles ABDEFG,  abdefg,  les  angles  formés  par  les  lignes  ho - 
jnologues , savoir , A et  a,  B et  b,  D et  d,  ABG,  abg,  etc. 
sont  toujours  égaux.  ■ ■- 

• , 1 ’ * 1 i 1 î . • * 

1 15.  Il  suit  de  là  que  dans  ces  nu;mes  figures  les  côtés  ho- 
mologues sont  proportionnels  entre  eux  et  proportionnels 
aux  contours  entiers.  Car  si  l'on  applique  l’angle  a sur  son 
égal  A , que  le  côté  ab  tombant  sur  AB  devienne  ÀR  , et 
que  ag  soit  AS  , alors  bg  se  confondra  avec  RS  , et  l’on 
aura  l’angle  ARS  = abg  — ABG.  Donc  SR  et  BG  seront 
parallèles  ( 58  ) ; et  par  conséquent  ( io3  ) AB:AR  ou  ab:: 
AG:AS  ou  ag.  Si  l'on  applique  ensuite  l'angle  b sur  B,  et 
qu’on  joigne  d , «,  ainsi  que  D , A ; les  droites  da  , DA  , 
seront  parallèles  (*)j  et  l’on  aura  BA:ôo  ::  BD:ô</ : une 
pareille  superposition  de  i’ftngle  r/s ur  D donnerait,  BD: 

J d:  : DE  : de.  Donc  QA  ‘.\ga  ::  AB  r.  ab  “■  BD  : bd  : : DE  : 
de  : : , etc.  Or , ( alg . a35)  AB  -t-  BD  -B  DE  -H  etc.  : ab  -t-  bd- 1- 
de  -t-  etc.  ;;  AB:aô  ::  BD  : bd.  Donc  les  contours  sont  pro- 
— . 

(*)  On  u'a  pa»  trace  ce*  lignes  dans  la  figure  pour  éviter  la  con- 
fusion. - - t ; : -i  /.i 
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portionnels  aux  côtes  homologues.  Et  comme  la  seule 
chose  qui  peut  troubler  la  similitude  dans  deux  polygones 
de  la  même  espèce  , c’est , ou  leurs  angles  ou  leurs  côtés  , 
on  en  conclura  que  cette  similitude  aura  toujours  lieu  dans 
ces  sortes  de  figures , lorsque  les  angles  seront  égaux  et  les 
eûtes  homologues  proportionnels. 

1 16.  Théorème  I.  Tes  triangles  équiangles  sont  nécessai- 
rement semblables. 

Démonstration.  Ces  sortes  de  triangles  ont  leurs  côtés 
homologues  proportionnels  ( io5)j  donc  ils  sont  sembla- 
bles ( n5  ). 

117.  Théorème  II.  Les  triangles  qui  ont  leurs  côtés  homo- 
logues ou  parallèles  ou  perpendiculaires , sont  semblables. 

. Démonstration.  Si  les  triangles  ABC , abc  (fig.  52  ) , ont 
leurs  côtés  homologues  ou  parallèles  ou  perpendiculaires, 
les  angles  A,  a\  B,  ô;  C,  c,  sont  égaux  (5o);  donc  les 
triangles  sont  équiangles  , et  par  conséquent  semblables. 

1 18.  Théorème  III.  Les  triangles  ABC,  abc  (fig.  53) , qui 
ont  les  côtés  homologues  proportionnels  , sont  équiangles  ; et 
par  conséquent  semblables. 


Démonstration.  Sur  AB  prenez  AD  = ab , et  du  point 
D tirez  DE  parallèle  à BC.  Les  triangles  ADE,  ABC,  sont 
équiangles. 

_ f AC  : AE 

Donc  on  a f io5)  AB:  AD:: -I 

\ BC : DE 

f AC  : ac 

tandis  que  (hyp.  ) AB :ab::t 

«t  BC  : bc 


Or , ici  toutes  les  raisons  sont  égales  haut  et  bas , puis- 
que (constr.  ) AD  = ab.  Donc  AC:AE  ::  AC :ac,  ou  bien 
( a/g.  210)  AE  = ac  : de  même  BC:DE  ::  BC:£>c,  ou  bien 
DE  = bc , et  par  conséquent  le  triangle  abc  est  égal  en 
tout  à ADE  ( 89)  ; lequel  étant  équiangle  et  semblable  à 
ABC  , l'autre  le  sera  aussi. 
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i ig.  Corollaire.  Il  suffit  donc  pour  déterminer  la  simi- 
litude de  deux  triangles  de  savoir,  ou  que  leurs  cotés  homo- 
logues sont  proportionnels , ou  que  les  angles  opposés  à ces 
côtés  sont  égaux. 

120.  Théorème  IV.  Si  deux  triangles  ABC,  abc,  ont  deux 
angles  égaux  A et  a,  et  les  cotés  autour  de  ces  angles  propor- 
tionnels, ils  sont  semblables. 

Démonstration.  Dans  AB  prenez  ADsrnô,  et  du  point 
D menez  DE  parallèle  àBC  : ce  qui  donnera  (102)  AB:  AD 
ou  ab:'.  AC:AE.  Or(hyp.),  AB:aô::  AC:ac.  Donc  AE 
xz  ac  ; et  par  conséquent  ( g3  ) le  triangle  abc  est  égal  en 
tout  à ADE  ,et  puisque  (117)  celui-ci  est  semblable  à ABC, 
l'autre  le  sera  aussi. 

121.  Corollaire,  Il  suit  de  là  que  si  deux  lignes  AB  , 
AC  (fio.  44),  qui  font  un  angle  en  A , sont  coupées  en  par- 
ties proportionnelles  par  deux  autres  lignes  D d , Ee,  celles • 
ci  sont  parallèles.  Car  (hyp.  ) DE:  AD  ::  de:  A d , donc  com- 
ponendo,  AE:  AD  :.  Ae:Ad;  et  les  triangles  AD</  , AE  e , 
outre  l’angle  commun  en  A,  ont  les  côtés  autour  de  cet 
angle  proportionnels.  Par  conséquent,  ils  sont  semblables, 
et  leurs  angles  correspondants  AD  d,  AEe,  sont  égaux 
( 114.  ) Donc  les  lignes  D d,  E e,  sont  parallèles. 

123.  Théorème  V.  Si  du. sommet  de  l'angle  droit  d'un 
triangle  rectangle  BAC  (fio.  />4 ) , on  abaisse  une  perpen- 
diculaire AD  sur  l hypothénuse  (*),  il  se  formera  deux 
triangles  CAD , ABD  , semblables  au  grand  CBA;  et  par  con- 
séquent semblables  entre  eux. 

Démonstration.  Les  triangles  CBA, CAD,  ont  un  angle 
commun  en  C : et  de  plus  un  angle  droit,  l’un  enD,  l’autre 
en  A.  Us  sont  donc  équiangles,  et  par  conséquent  sem- 
blables : il  en  est  de  même  des  triangles  CBA  et  ABD,  qui , 


(*)  On  appelle  hypothénuse  le  côté  opposé  à l'angle  droit  dans  un 
Triangle  rectangle. 
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outre  l'angle  commun  en  B,  ont  chacun  un  angle  droit, 
l’un  en  D,  l'autre  en  A.  Donc  chaque  petit  triangle  est 
semblable  au  grand;  et  par  conséquent  ils  sont  semblables 
entre  eux. 

ia3.  Corollaire  I.  La  perpendiculaire  AD  , abaissée  du 
sommet  de  l'angle  droit , est  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  segments  de  l'hypothénUse.  Car  (n5),  les  trian- 
gles semblables  ACD  , ABD  donnent,  H BD:AD:DC. 

124.  II.  Chaque  côté  du  triangle  rectangle  ABC  est  moyen 
proportionnel  entre  rhypothcnuse  entière  et  le  segment  con- 
tigu. Car  les  triangles  semblables  ABD , CAD  donnent, 
H BD:AB:BC;  et  les  triangles  semblables  CAD,  CBA, 
donnent  H CD  ; AC  : CB. 

125.  Remarque.  Si  le  triangle  ABC  était  supposé 
isocèle,  et  que  AD  fût  une  perpendiculaire  abaissée  de 
son  sommet  sur  la  baseBC,elïe  la  partagerait  en  deux  par- 
ties égales  BD  , CD  : puisqu’alors  les  deux  triangles  ABD , 
ACD  étant  égaux  en  tout  (g3),  donneraient  BD  5=  CD. 


CHAPITRE  X. 

De  quelques  propriétés  générales  des  polygones . 

126.  D É finitions.  I.  Un  polygone  est  régulier  , lorsqu'il  a 
tous  ses  angles  égaux  et  tous  ses  côtés  égaux  ; il  est  irrégu- 
lier , lorsqu'il  y a inégalité  ou  parmi  ses  angles  ou  parmi  ses 
côtés.  Ainsi  le  quadrilatère  ABCD  (fig.  55),  dans  lequel 
tous  les  angles  sont  droits,  et  tous  les  côtés  égaux,  est  ré- 
gulier , et  on  l’appelle  en  particulier  quarrè.  Si  les  quatre 
côtés  étaient  égaux  , et  les  seuls  angles  opposés  inégaux  , 
comme  dans  le  quadrilatère  EFGH  (fio.  56  ) le  polygone 
irrégulier  serait  appelé  rhombe  ; tandis  qu’il  serait  appelé 
losange , s’il  n’y  avait  que  les  côtés  opposés  , et  les  angles 
opposés  qui  fussent  égaux  comme  dans  CDHG.  Enfin,  si 
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dans  un  quadrilatère  irrégulier  PQSR,  il  n'y  a que  deux 
côtés  parallèles  PQ  , SR  , il  sera  appelé  trapèze. 

II.  Un  polygone  est  symétrique , lorsque  ses  côtés  opposés 
sont  égaux  et  parallèles.  Ainsi  le  quarré  est  régulier  et 
symétrique  à la  fois , le  parallélogramme  est  irrégulier  et 
symétrique. 

III.  Dans  toute  espèce  de  polygone  on  appelle  angles  sail- 
lants ceux  qui  ont  la  pointe  tournée  en  dehors  de  ta  figure  ; 
et  angles  rentrants  , ceux  dont  la  pointe  est  tournée  en 
dedans. 

127.  Théorème  I.  Si  d'un  angle  quelconque  A (no.  58) 
(T un  polygone  ABCD  , on  tire  les  droites  AC , AD  . aux  au- 
tres angles  ; 1 ."  Je  polygone  sera  partagé  en  autant  de  trian- 
gles quil  a de  côtés  , moins  deux  ; u.°  s'il  n'a  pas  d'angles 
rentrants , les  angles  de  tous  ces  triangles  vaudront  en  somme 
les  angles  du  polygone.  ( Il  suffît , pour  la  démonstration,  de 
voir  la  figure  ). 

128.  Théorème  II.  I.a  somme  de  tous  les  angles , dans  un 
polygone  qui  n'en  a pas  de  rentrants , est  180°.  multipliés 
par  le  nombre  des  côtés , moins  deux. 

Démonstration.  Car  si  dans  le  polygone  ABCDE , on 
mène  de  A les  droites  AC,  AD,  aux  autres  angles,  il  se 
formera  autant  de  triangles  qu’il  y a de  côtés,  moins 
deux  ; et  en  outre  , tous  les  angles  de  ces  triangles  seront 
formés  des  angles  du  polygone.  Or  , chaque  triangle  vaiit 
j8o°  (76).  Donc  leur  somme  vaudra  180°,  multipliés  par 
le  nombre  des  côtés  du  polygone  , moins  deux. 

12g.  Corollaire  I.  Appelant  s , la  somme  des  angles 
d’un  polygone,  et  n le  nombre  de  ses  côtés  , on  a donc 

s — 180°  X n — 2.  Or,  dans  tout  quadrilatère  n — 2=;a; 
donc  s = iSo* X2  = 3Go°.  Dans  le  pentagone  n — 2=  3, 
donc  s = 1800 X 3 = 540°.  Dans  l’exagone  , n — 2 = 4, 
donc  s = 720%  etc. 

UtO.  II.  Tous  les  angles  étant  égaux  dans  le  polygone 

régulier 
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régulier , il  s’ensuit  que  la  valeur  de  chacun  dans  le  qua- 
drilatère régulier  est  =90°;  dans  le  pentagone-^— 

4 5 

= 108'’  ; dans  l’exagone  = 120%  etc. 


i3i.  III.  Dans  tout  polygone  qui  n’a  pas  d angles  ren- 
trants , la  somme  des  suppléments  de  tous  ses  angles  est56o". 
Car  chaque  angle  saillant  avec  son  supplément , vaut  180*. 
Donc  appelant  n le  nombre  des  côtés  , la  somme  des  an- 
gles et  de  leurs  suppléments  sera  180" Xn;  tandis  que 
celle  des  angles  seuls  n’est  que  i8oX«  — 2 ( 128).  Sous- 
trayant cette  dernière  somme  de  la  première , leur  diffé- 
rence, savoir,  36o°,  donnera  la  somme  des  suppléments 
des  angles  saillants. 


i32.  Theorjeme  III.  Si  dans  un  polygone  symétrique 
ACDEFG  (fio.  69),  on  joint,  par  des  lignes  droites  les 
sommets  des  angles  opposés  A et  E,  B et  F,  D et  G;  i.°  il 
se  formera  autant  de  triangles  qu'il  y aura  de  côtés  dans  le 
polygone;  2°  ceux  qui  seront  appuyés  sur  les  côtés  paral- 
lèles , seront  égaux. 


Démonstration.  i.'La  première  partie  du  théorème  est 
évidente  à l’inspection  de  la  figure. 

2.  Je  dis  que  le  triangle  BDC  — FGC.  Car  puisque  le 
polygone  est  symétrique,  les  côtés  opposés  BD,  GF,  sont 
égaux  : d’ailleurs,  l’angle  BDC  = FGC,  et  l’angle  DBG 
= CFG  (38).  Donc  le  triangle  BDC  = FGC  (87).  Et 
comme  le  même  raisonnement  peut  se  faire  pour  deux 
triangles  quelconques  ainsi  formés , il  s’ensuit  que  ceux  qui 
sont  appuyés  sur  des  côtés  parallèles,  sont  égaux. 

i33.  Corollaire.  Il  suifte  là,  i.°  que  dans  tout  polygone 
symétrique  les  droites  DG,  BF,  AE,  tirées  d'iqi  angle  à 
l'angle  opposé , se  coupent  en  parties  égales  ; et  par  consé- 
quent au  même  point  C,  lequel  est  appelé,  pour  cette  rai-i 
son  le  centre  du  polygone. 

Géométrie.  >2 
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134.  a.0  Que  toute  autre  ligne , comme  L l,  qjii,  passant  par 
le  centre  C , se  termine  aux  cotés  opposés  AG,  DE  , est  par- 
tagée également  en  C.  Car  les  triangles  ACL , EC  1 , sont 
égaux  en  tout  ( 87  ).  Donc  LC  = 1 C. 

135.  3.°  Que  si  le  polygone  est  symétrique  et  régulier, 
toutes  les  lignes  AE,  BF,  DG  , qui  joignent  les  angles  op- 
posés, sont  égales,  ainsi  que  leurs  moitiés  CA , CB,  CD, 
CE,  etc.  et  partant  les  triangles  CED,  CDB,  etc.  sont 
isocèles  et  égaux  en  tout.  Donc  les  perpendiculaires  CP , 
C p,  abaissées  du  sommet  de  ces  triangles  sur  leurs  bases, 
sont  égales  ( * )• 

136.  4*°  Ql*e  dans  tout  polygone  symétrique  les  angles  op. 
posés  quelconques  A et  E sont  égaux.  Car,  par  rapport  aux 
parallèles  AG , DE , on  a l’angle  GAE  = AED  ; et  en  vertu 
des  parallèles  AB,  EF,  on  a l’angle  EAB  = AEF.  Or, 
l’angle  A = GAE  4-  EAB,  et  l’angle  E = AED  4-  AEF. 
Donc  A = E. 

157.  L’on  conclura  de  là  que,  puisque  un  parallélo- 
gramme ADBC  (fig.  5i  ) est  un  polygone  symétrique  , les 
angles  opposés  A et  B , D et  C , sont  égaux  ; ou  bien  que  la 
somme  de  deux  angles  de  suite  A 4-  C , vaut  celle  des  deux 
autres  D 4-  B.  Or  ( 1 28  ) , tous  ces  angles  valent  en  somme 
3Go°.  Donc  A 4-  C,  ou  D 4-  B = 180°  ; c’est-à-dire,  que 
dans  un  parallélogramme  les  angles  de  suite  sont  suppléments 
T un  de  l'autre  ( 2G  ). 

j 58.  Théorème  IV.  Tout  polygone  régulier  peut  être  ins- 
crit et  circonscrit  à un  ce  Me. 

DémonVîh  ition.  1.' “Puisque  les  lignes  ae,bf,dg  (fig  60), 
se  coupent  au  point  C en  parties  égales  (i5 2)  , il  s’ensuit 
que  si  du  centre  C et  avec  une  ^ ces  parties  C a , on  dé- 
crit une  circonférence  de  cercl^  elle  passera  par  les  sont* 


C)Ces  sortes  de  perpendiculaires  sont  appelées  les  apothèmes  ou 
les  rayons  droits  du  polygone.;  et  les  droites  CA  , CB.  en  sont  les 

ray  ons  obliques. 
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mets  de  tous  les  angles  a ,b,d,  etc.  du  polygone,  lequel 
sera  par  conséquent  inscrit  au  cercle. 

2.0  Si  du  centre  C on  abaisse  sur  les  côtés  du  polygone 
ABDEFG,  des  perpendiculaires  , comme  CP,  C p,  elles 
seront  égales  ( i34).  Et  par  conséquent  si  du  point  C,  on 
décrit  un  cercle  avec  une  de  ces  perpendiculaires,  ce» 
lignes  en  seront  les  rayons  ; et  les  côtés  du  polygone  étant 
perpendiculaires  à l'extrémité  de  ces  rayons,  seront  des 
tangentes  de  ce  même  cercle  (58).  Donc  le  polygone  sera 
alors  circonscrit  au  cercle. 

i3g.  Corollaire  I.  Puisque  tous  les  côtés  d’un  polygone 
régulier , inscrit  dans  le  cercle , sous-tendent  des  arcs 
égaux  , on  aura  la  valeur  de  chacun  de  ces  arcs  en  divi- 
sant 56o°  par  le  nombre  des  côtés  du  polygone.  Ainsi  1© 
côté  du  triangle  équilatéral  sous-tend  le  tiers  de  la  circon- 
férence ou  120°  : le  côté  du  quarré  sous-tend  90°  ; et  par 
conséquent  pour  inscrire  le  quarré , il  suffit  de  joindre  les 
extrémités  de  deux  diamètres  perpendiculaires  i un  à f au- 
tre ; le  côté  du  pentagone  régulier  sous-tend  un  arc  de  720; 
le  côté  de  l’exagone,  un  arc  de  6o°,  etc. 

140.  II.  Si  dans  un  cercle  l'on  inscrit  un  exagone  régulier 
abdefg,  un  de  ses  cotés  vaudra  le  rayon  du  cercle.  Car  le 
triangle  C ed,  est  isocèle  ( 1 34)  et  de  plus  y l’angle  en  C 
vaut  60"  ( 1 3g). Donc  chacun  des  autres  angles  ene  et  en 
d sera  aussi  de  6o°  ; et  par  conséquent  le  triangle  isocèle 
C ed  sera  équilatéral , ou  bien  le  côté  ed=C  e , qui  est  le 
rayon  du  cercle  circonscrit. 

141.  L’on  conclura  de  là  que  le  périmètre  de  fexagone 
régulier  est  au  diamètre  du  cercle  circonscrit , comme  5 est 
à 1.  Or,  la  circonférence  du  cercle  est  plus  grande  que  le 
périmètre  d’un  polygone  inscrit.  Donc  la  circonférence 
du  cercle  est  au  diamètre , dans  un  rapport  plus  grand  que 
celui  de  3 à 1 . 

142.  Bf.marqüe.  Cette  propriété  de  l’exagone  régulier 
nous  suffit  pour  diviser  en  trois  parties  égales  la  circon- 
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férence  entière,  sa  moitié,  son  quart,  et  tout  autre  arc 
qui  sera  dans  cette  progression  sous-double.  Car  portant 
six  fois  le  rayon  du  cercle  sur  la  circonférence,  on  y ins- 
crit d’abord  l’exagone  régulier,  dont  la  moitié  abde  par- 
tage la  demi-circonférence  en  trois  arcs  égaux.  Si  l’on  joint 
par  des  lignes  droites  les  points  a,  d ,f,  on  inscrit  le  trian- 
gle équilatéral  qui  partage  la  circonférence  entière  en 
trois  parties  égales.  Si  du  centre  C,  on  abaisse  sur  les 
côtés  de  l’exagone  des  perpendiculaires  CP,  C p,  etc.  On 
partagera  les  arcs  sous-tendus  en  deux  parties  égales.  Me- 
nant les  droites  par  les  points  de  division  P,  d,  p , on  ins- 
crira un  dodécagone  régulier;  et  par  conséquent  on  divi- 
sera la  circonférence  entière  en  douze  arcs  égaux , ou  bien 
Je  quart  de  cette  circonférence  en  trois  parties  égaies.  Par 
une  méthode  semblable,  on  diviserait  encore  la  huitième, 
la  seizième,  la  trente-deuxième  partie  de  la  circonfé- 
rence en  trois  arcs  égaux  ; mais  la  ligne  droite  et  le  cercle 
ne  pouvant  suffire  pour  faire  une  pareille  division  d’un 
arc  quelconque  , on  peut  dire  que  le  fameux  problème  de 
trisection  de  F angle  ne  saurait  être  résolu  par  la  géométrie 
élémentaire. 

143.  Théorème  V.  En  inscrivant  dans  un  cercle  des  po- 
lygones réguliers , dont  le  nombre  des  cotés  croisse  toujours 
en  progression  double , on  peut  rendre  la  différence  du  cercle 
au  polygone  plus  petite  que  toute  quantité  assignable. 
t » 

Démonstration.  Pour  que  cette  différence  puisse  deve- 
nir plus  petite  que  toute  quantité  assignable  , il  suffit 
qu’elle  diminue  plus  que  de  la  irtoitié  , chaque  fois  qu’on 
doublera  le  nombre  des  côtés  du  polygone  régulier  ins- 
crit. Or,  cela  arrivera  nécessairement  ainsi.  Car  si  CT 
(Fio.tii),  est  le  rayon  droit  du  polygone,  prolongé  jusqu'à 
la  circonférence  du  cercle,  et  que  sur  la  tangente  au 
point  T on  prenne  QR  = AB,  le  quadrilatère  ABRQ  sera 
un  parallélogramme  ( 94  ) plus  grand  que  le  segment 
ATBS.  Donc  le  triangle  ATB,  moitié  de  ce  parallélo- 
gramme sera  plus  grand  que  la  moitié  du  segment 


Digitized  by  Google 


de  Mathématiques.  s6t 


ÂTBS.  Or,  en  doublant  le  nombre  des  côtés  du  polygone 
inscrit , on  ôte  de  ce  segment  circulaire  le  triangle  ATB> 
donc  èn  le  diminue  de  plus  que  de  la  moitié;et  la  même  chose 
arrivant  pour  tous  les  segments  qui , pris  en  somme,  font 
la  différence  du  cercle  au  polygone  , on  en  conclura  que 
cette  différence  pourra  devenir  plus  petite  que  toute  quan- 
tité assignable.  i 

0 4 » • ' • 


t44*  Corollaire  I.  Le  cercle  est  donc  la  linfite  de  laquelle, 
s'approchent  toujours , sans  jatnaisy  atteindre  , des  polygones 
réguliers  inscrits , dont  le  nombre  des  côtés  croit  en  progres- 
sion double.  Et  c’est  pour  cette  raison  qu’on  peut  considé- 
rer le  cercle  comme  un  polygone  régulier  tf  une  infinité  de 
cotés.  Or  ( 129),  dans  cette  espèce  de  polygone  , appelant 
s la  somme  de  tous  les  angles  , on  a s = 180"  X ( 00  — 2 ) , 
qui  revient  à cette  expression  s — 180"  X 00.  Donc  chacun 
1 8o°  X co 

de  ces  angles  sera  — , ou  îSo”. 


00 


t45.  II.  Tous  les  cercles  sont  donc  des  figures  semblables 
(n5).  Ainsi,  leurs  circonférences  , leurs  diamètres,  leurs 
rayons,  leurs  arcs  d’un  même  nombre  de  degrés,  etc. 
pouvant  être  regardés  comme  des  lignes  'homologues 
de  figures  semblables , forment  des  quantités  propor- 
tionnelles. 


C H A P I t R K XI.. 


Dans  lequel  on  expose  quelques  propriétés  du  cercle 
ci  des  lignes  droites  qui  s’y  rapportent. 

14G.  Théorème  I.  Les  parties  de  deux  cordes  qui  se  coupent 
dans  le  cercle,  sont  réciproquement  proportionnelles. 

Démonstration.  Si  par  des  lignes  droites,,  on  joint  les 
points  E et  C (fkj.  Ga),  II  et  I,  le  triangle  ECD  sera  sem- 
blable au  triangle  IIDI  ; puisque  outre  les  angles  égaux  en 


Digitized  by  GoogI 


s.Ô2  ’ Eléments 

D , les  angles  E et  H ont  la  même  mesure , savoir,  -i  CGI 
(68).  On  aura  donc  ED: DH  ::  CD: DI. 

747.  Corollaire  I.  Il  suit  de  là  que  si  une  corde  CH  est 
divisée  également  par  une  autre  El , sa  moitié  sera  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  segments  ou  parties  de  celle-ci. 
Car  alors  DH  = CD  ; et  la  proportion  précédente  devient 
H ED: DH: DI.  Or,  si  d’un  point  quelconque  de  la  cir- 
conférence on  tire  une  perpendiculaire  sur  un  diamètre, 
comme  RP  sur  FG , elle  sera  la  moitié  de  la  corde  RS  ( 55)  ; 
et  le  diamètre  FG  pourra  être  regardé  comme  une  autre 
corde  qui  divise  la  première  également  au  point  P.  Donc 
on  aura  H FP  : RP  : PG.  C’est-à-dire,  qu'une  perpendicu- 
laire abaissée  de  la  circonférence  du  cercle  sur  un  de  ses  dia- 
mètres, est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segments 
de  ce  diamètre. 

148.  Par  cette  propriété  on  peut  toujours  trouver  une 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  lignes  données  A et 
B.  Car  si  l’on  réunit  ces  deux  lignes  en  une  seule,  que  je 
suppose  FG  : que  de  son  point  du  milieu  B,  pris  pour 
centre,  on  décrive  une  circonférence  avec  la  moitié  FB  ; 
et  que  du  point  P,  oh  se  réunissent  A et  B,  on  élève  jus- 
qu’à cette  circonférence  la  perpendiculaire  PR,  elle  sera 
la  moyenne  proportionnelle  cherchée.  Car  H FP  : PR  : PG. 
Or  , par  la  construction  , FP  = A , et  PG  = B.  Donc 
H A : PR  : B.  * 

149*  Théorème  II.  Ixs  cordes  de  deux  arcs  SFR,  sfr 
(no.  65),  qui  contiennent  le  même  nombre  de  degrés,  sont 
proportionnelles  à ces  arcs. 

'Démonstration.  Si,  après  avoir  trouvé  les  centres  B, b, 
de  ces  deux  arcs  ( 63  ) , on  tire  les  rayons  qui  joignent  leurs 
extrémités,  les  triangles  BSR,  bsr,  seront  semblables; 
puisque,  outre  les  angles  égaux  en  B et  b,  ils  auront  les 
côtés  autour  de  ces  angles  proportionnels  ( i45).  Donc 
SR  : sr::  SB:sb::  la  circonférence  décrite  avec  le  rayon 
SR,  est  à la  circonférence  décrite  avec  le  rayon  sr::  l’arc 
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SFR  , partie  de  la  première,  est  à l’arc  s fr,  partie  sem- 
blable de  la  seconde. 

1 5o.  Remarque.  5j  dans  un  même  cercle  on  prend  des 
arcs  inégaux,  les  cordes  ne  seront  pas  proportionnelles  à ces 
arcs.  Car  si  les  arcs  SEF , FGR , sont  égaux , l’arc  SÊR  sera 
double  de  chacun  de  ceux-là;  tandis  que  la  corde  SR  est 
moins  que  double  de  SF  ou  de  FR  (6)  ; ce  qui  prouve  que 
dans  le  même  cercle  les  cordes  varient  en  plus  petite. raison 
que  les  arcs.  Et  c’est  pourquoi  la  corde  de  6o°  étant  égale  au 
rayon  (140),  celle  d’un  arc  double,  c’est-à-dire,  de  120% 
est  moindre  que  le  diamètre. 

t5i.  Théorème  III.  Si  on  mène  deux  tangentes  Tt,  V u 
(fig.  64  )>  au  diamètre  FG  ; et  qu' après  l'avoir' divisé  en  un 
nombre  impair  de  parties  égales , on  élève  par  les  points  de 
division  P,  P,  etc.  des  cordes  perpendiculaires  D d,  B b, 
A a , E e ; je  dis  que  de  tous  les  arcs  interceptés  entre  deux 
cordes  voisines  , les  plus  petits  se  trouveront  entre  celles  qui , 
comme  A a , B b , seront  également  éloignées  du  centrq  G ; et 
les  plus  grands,  entre  une  tangente  T t ou  V u , et  la  corde 
voisine  D d ou  E e.  *.  . .» 

Démonstration.  i.°  Les  arcs  BXA , bxa , sont  les  plus 
petits.  Caries  cordes  A a , D b,  étant  également  éloignées 
du  centre  C,  sont  égales  (54);  et  par  conséquent  l’arc 
HFb  = AGa  : d’ailleurs,  AXB  = OvC&  ( 57  ) f do  rie  BF« 
= BGa,  ou  bien  chacun  de  ces  arcs  va*it  la  demi- 
circonférence  ; et  par  conséquent  l’angle  inscrit  BAo  est 
droit  (68)  ; ou  bien  la  corde  JBAest  perpendiculaire  sur  les 
deux  parallèles  A a,  B à.  Mais  les  autres  angles  inscrits 
DB  b,  FD  d , n’étant  pas  appuyés  sur  une  demi-circonfé- 
rence  ne  peuvent  être  droits.  Donc  BA  est  la  seule  corde 
perpendiculaire  entre  les  parallèles  égalertiènt  éloignées 
A a , B b,  D d,  T f;  et  par  conséquent  elle  est  plus  courte 
que  toute  autre  corde  BD,  DF.  Dbric  FarO  BXA,  qu’elle 
sous-tend,  est  plus  petit  que  fout  autre  arc  reùfermé 
entre  deux  de  ces  parallèles. 

a."  L ard  DYF  ou  son  égal  EZG,  est  lé  plus  grand  de 
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tous.  Car  l’angle  FD  d est  plus  petit  que  tout  autre  angle 
inscrit  B , ou  A , puisqu’il  est  appuyé  sur  un  plus  petit  arc. 
Donc  DF  est  la  corde  la  plus  oblique  , et  par  conséquent 
la  plus  longue  qu’il  y ait  entre  les  parallèles  D d,  B b, 
A a,  etc.  Donc  l’arc  DYF  qu’elle  sous-tend  , ou  son  égal 
EZG,  est  le  plus  grand  de  tous  ceux  qui  sont  interceptés 
entre  ces  parallèles. 

1 5n.  Théorème  IV.  Si  dans  deux  cercles  concentriques  on 
tire  deux  parallèles  AB , CD  (fig.  65  ) , T arc  BC  du  grand 
cercle  renfermé  entre  ces  parallèles,  sera  d'un  moindre  nom- 
bre de  degrés , que  l'arc  bc  du  petit  cercle , renferme  entre  ces 
mêmes  parallèles.  , 

• 

Démonstration.  Ayant  joint  les  points  A et  C,  tirez  par 
a la  ligne  ae  parallèle  à AC.  L’angle  BAC  a pour  mesure 
£ BC,  et  son  égal  bae  a pour  mesure  4 be.  Donc  il  y a au- 
tant de  degrés  et  de  minutes  dans  4-BC,  que  dans  4 
Et  par  conséquent  il  y en  a moins  dans  4 BC  , que  dans 

4 bc  ; ou  dans  BC , que  dans  bc. 

« ■ • r 

i53.  Théorème  V.  Si  deux  sécantes  partant  d’un  même 
point  extérieur  S (fio.  66  ) vont  se  terminer  à la  partie  con- 
cave de  la  circonférence , elles  seront  réciproquement  propor- 
tionnelles à leurs  parties  extérieures  , ou  bien  on  aura  SV 
SR  ::SP:SO. 

Démonstration.  Si  des  points  d'intersection  O et  P on. 
mène  les  cordes  OR  ,PV,  on  aura  les  triangles  semblables 
SPV,  SOR  ; parce  que  outre  l’angle  commun  en  S , les  an- 
gles en  R et  en  V sont  appuyés  sur  le  même  arc  OP.  Dono 
on  a SV  : SR  : : SP  : SO. 

i54>  Corollaire  I.  Si  la  sécante  SR  tournant  sur  le  point 

5 s’éloigne  du  centre , les  points  d’intersection  P et  R s’ap- 
procheront de  plus  en  plus  l’un  de  l’autre  ; de  façon  qu’ils 
se  réduiront  au  seul  point  T,  lorsque  la  sécante  s’éva- 
nouissant deviendra  la  tangente  ST.  On  aura  donc  alors  , 
SP  =s=  SR  = ST.  Et  la  proportion  ci-dessus  deviendra 
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~i  SV: S T:SO.  D’où  l’on  déduit  que  si  la  tangente  et  la 
sécante  panent  d un  mémo  point  hors  du  cercle , celle-là  sera 
moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  entière  et  sa  partie 
extérieure. 

155.  Corollaire  II.  Si  avec  le  côté  CB  d’un  triangle 
quelconque  ACB,  pris  pour  rayon  , on  décrit  une  circon- 
férence de  cercle;  qu'on  prolonge  le  côté  AC  jusqu’en  D; 
et  si  le  triangle  est  obtusangle  (fig.  68),  qu’on  prolonge 
le  côté  AB  jusqu’en  F,  on  aura  dans  tous  les  cas,  AB: 
AD  ::  AE:AF.  Or,  AD  = AC  -+-  CB , AE  — AC  — CB  ; et 
si  CP  est  une  perpendiculaire  abaissée  de  l’angle  C sur  le 
côté  opposé  AB  , on  aura  AF  = AP  — PB  (fig.  67) , et  AB’ 
=AP-+-PB(fig.  68).  D’où  l’on  pourra  conclure,  que  dans  un 
triangle  quelconque  un  côté(AJi)est  à la  somme  des  deux  autres 
(AC-f-CB  ) , comme  leur  différence  (AC  — CB)  esta  la  diffé- 
rence ou  à la  somme  des  segments  (APrpPB) , formés  sur  ce 
coté  ou  sur  son  prolongement,  par  la  perpendiculaire  abaissée 
de  r angle  opposé  ( à la  différence,  si  cette  perpendiculaire 
tombe  en  dedans  du  triangle  (fig.  67)  ; et  à la  somme,  si 
cette  perpendiculaire  tombe  en  dehors  (fig.  68). 

156.  Problème  I.  Partager  une  droite  donnée  AB  (fig.  69), 
en  moyenne  et  extrême  raison  ( * ). 

Solution.  Sur  l’extrémité  A élevez  la  perpendiculaire 
AC,  qui  soit  égale  à ) AB;  et  du  point  C,  avec  le  rayon  CA, 
décrivez  la  circonférence  AEF ; et  ayant  joint  les  points 
C et  B,  prolongez  BC,  jusqu’en  F : prenez  enfin  sur  AB  la 
partie  BD  = BE  ; je  dis  que  la  ligne  AB  sera  divisée  en 
moyenne  et  extrême  raison  au  point  D,  c'est-à-dire , que 
l’on  aura  H BA  : BD  : AD. 

Démonstration.  1 Par  la  construction  BD  =®E  et  FE 
rrr  AB , puisque  la  ligne  donnée  AB,  ainsi  que  le  diamètre 
FE , sont  chacun  doubles  de  CA.  * . \ 

" ê 

(*)  Une  quantité  est  partagée  en  moyenne  et  extrême  raison , 
lorsqu’on  la  divise  en  deux  parties  ,'doat  là  plus  grande  est  moyertii* 
proportionnelle  eutre  la  phi*  petite  et  U quantité  entière.  - 
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2.”  Par  ce  que  nous  avons  vu  ailleurs  (i54)BF:BA:: 
BA  : BD.  Donc  BF  — BA  : BA  — BD  : : BA  : BD.  Or , Bl<  — 
BA  = BE  ou  BD  ; BA  — BD  = AD;  donc  BD  : AD  : : BA: 
BD,  ou  bien  H BA:BD:AD. 

157.  Problème  II.  Construire  un  triangle  isocèle  dont 
chaque  angle  a la  hase , soit  double  de  celui  du  sommet. 

Solution.  Supposez  la  ligne  AB(fig.  70)  divisée  au  point 
D en  moyenne  et  extrême  raison;  de  ce  point  et  avec  le 
plus  grand  segment  AD,  décrivez  un  arc  de  cercle  : du 
point  B et  d’un  rayon  BC  = AD,  décrivez  du  même  côté 
un  arc  qui  coupera  le  premier  en  C : joignez  les  points  A, 
B , C , et  vous  aurez  le  triangle  cherché.  Car  ( constr.) 
DA  = DC  = BC.  Donc  le  triangle  ADC  est  isocèle  ; 
et  de  plus  l’angle  extérieur  BDC  = A 4- ACD,  ou  bien 
BDC=  3 A.  Or  ( 120),  le  triangle  BDC  est  semblable  au 
triangle  BCA  (puisque  l’angle  B est  commun,  et  qu’ayant 
( hyp.)BD:DA  ::  DA:BA,  on  aura  BD:BC  ::  BC:BA).  Donc 
le  triangle  BDC  étant  isocèle  ( constr.)  BCA  le  sera  aussi  ; 
et  chaque  angle  à la  base  du  premier  (savoir,  B ou  BDC 
valant  2 A)  chaque  angle  à la  base  du  second  (savoir  B ou 
C)  vaudra  aussi  2 A,  c’est-à-dire,  qu’ils  seront  Chacun 
doubles  de  celui  du  sommet. 

1 58.  Problème  III.  Inscrire  un  décagone  régulier  dans  un 
cercle . 

Solution.  Construisez  sur  le  rayon  BA  (no.  71  ) de  ce 
cercle  un  triangle  isocèle  ABC  , qui  ait  chaque  angle  à 
la  base  double  de  celui  du  sommet  ( iSj)  : portez  dix  fois 
lu  base  BC  de  ce  triangle  sur  la  circonférence  du  cercle  , et 
vous  aurez  le  décagone  inscrit.  Car  alcrs  A = 7 180°,  tan- 
dis que  B,  ainsi  que  C 7 180".  Donc  A = 56“  ; c'est-à- 
dire  , que  BC  est  la  cord.e  d’un  arc  de  36°  ou  le  côté  du 
décagone. 

i5g.  Corollaire.  On  déduira  de  là  un  moyen  d inscrire 
dans  le  cercle  un  pentagorie  régulier.  Car  si  on  joint  pur  una 
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ligne  droite  CK  , les  extrémités  K et  C de  deux  côtés  con- 
tigus du  décagone,  cette  droite  sous-tendra  un  arc  de 
72  , et  sera  par  conséquent  le  côté  du  pentagone  régulier 
inscrit  CEFGH. 


1G0.  Remauques.  Il  faut  observçr,  1 .°  que  le  pentagone 
et  le  triangle  équilatéral  suffisent  pour  inscrire  dans  le  cercle 
le  quindécagone  régulier.  Car  l’arc  BHD  ( fio.  72.)  sous- 
tendu  par  un  côté  du  triangle  équilatéral,  vaut  f ou  ~ de 
la  circonférence  ; tandis  que  l’arc  BHG  sous-tendu  par  les 
deux  côtés  du  pentagone  vaut  fou  f de  la  circonférence. 
Donc  1 arc  DG  vaudra  7^;  c’est-à-dire,  que  sa  corde  sera 
le  côté  du  quindécagone. 


2.  Qu  on  peut  diviser  géométriquement  la  circonférence 
du.  cercle  de  trois  en  trois  degrés.  Car  en  doublant  le 
nombre  des  côtes  ( i38) , on  peut  avec  le  quindécagone 
inscrire  un  polygone  régulier  de  120  côtés  ; et  alors  cha- 
cun sous-tendra  des  arcs  de  trois  degrés.  On  le  peut  en- 
core en  inscrivant  dans  le  même  cercle  un  polygone  de  20 
côtés  et  un  autre  de  24,  qui  aient  le  sommet  d’un  angle 
au  même  point  B.  Car  si  BD  était  le  côté  du  premier,  et 
BH  celui  du  second,  l’arc  BHD  serait  de  18",  et  l’arc  BH 
de  i5°.  Donc  leur  différence  DH  serait  de  3°,  et  la  coi-de 
de  cet  arc  , portée  sur  la  circonférence,  la  diviserait  en 
120  arcs  de  trois  degrés  chacun. 


i 


l 
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SECTION  II. 
Des  Surfaces . 


CHAPITRE  PREMIER. 

» 

7 les  rapports  et  de  la  mesure  des  surfaces  planes » 

1G1.  Nous  avons  dit  plus  haut  (3)  que  l’étendue  consi- 
dérée avec  deux  dimensions  seulement  , est  ce  qu’on 
désigne  en  géométrie  par  le  mot  de  su  face  ; e t qu’alors 
une  de  ces  dimensions  est  appelée  sa  longueur , et  l’autiQ 
sa  largeur. 

Les  surfaces  sont  planes  ou  courbes.  On  appelle  planes 
celles  sur  lesquelles  une  ligne  droite  peut  s’appliquer  en 
Tous  sens  , en  se  confondant  avec  elles  ; et  courbes  , celles 
où  l’on  ne  peut  point  faire  une  semblable  application. 

162.  Mesurer  une  quantité,  c’est  déterminer  combien  de 
fois  elle  en  contient  une  autre  , qui , pour  cette  raison  , 
est  appelée  sa  mesure  ou  son  unité.  Cette  unité  doit  être 
de  la  même  espèce  que  la  quantité  mesurée,  puisqu’entre 
des  quantités  hétérogènes  , on  ne  peut  concevoir  aucun 
rapport  de  grandeur.  Ainsi  une  surface  ne  saurait  être 
mesurée  que  par  une  surface.  Mais  comme,  parmi  les 
différentes  espèces  de  figures  superficielles  qui  pourraient 
servir  à cet  objet , la  plus  propre  est  celle  qui  a ses 
angles  droits  et  sa  hauteur  égale  à sa  base;  on  a pris 
le  quarré  de  préférence  à toute  autre  figure  , pour  me- 
surer les  surfaces  (*).  C’est  pourquoi  quarrer  une  surface 

Ç * ) Alors  on  n'a  employé  qu'une  seule  unité  linéaire , pour  dé- 
terminer la  base  et  la  hauteur  de  la  surface  b mesurer,  et  celle 
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ne  désigné  autre  chose  que  la  mesurer  ; ou  bien  déter- 
miner combien  de  fois  elle  contient  tm  quarré  d’une 
grandeur  donnée , lequel  est  appelé  mètre  quarré,  toise 
quarrèe  , etc.  suivant  que  la  longueur  d’un  de  ses  côtés  est 
d’un  mètre  courant , d’une  toise  courante , etc. 

163.  Théorème  I.  ] > s surfaces  de  deux  triangles  {et par 
conséquent  celles  de  d<  u:c  parallélogrammes  ) qui  ont  des 
bases  égales  , sont  entre  elles  comme  leurs  hauteurs. 

Démonstration.  Soient  les  deux  triangles  ABC  , DEF 
( Fio.  73)  dont  les  bases  BC  , EF  sont  égales  , et  les  hau- 
teurs AH , DI  , inégales  : soit  CG  = BH  et  FK  = EI.  Alors 
on  aura  GH=KI,  et  comme  ces  lignes  peuvent  être  prises 
pourles  hauteurs  des  triangles  AGH,  DKI,  on  aura  (101), 
AGH  : DKI  AH  : DI.  Or  (98),  AGH  = ABC,  et  DKI 
= DEF  ; donc  .ABC  : DEF  ::  AH  ; DI. 

, / 

164.  Théorème  II.  Si  les  bases  de  deux  parallélogrammes 

S , s , sont  entre  elles  comme  les  nombres  B , b , : leurs  hau- 
teurs comme  les  nombres  H , h , ; et  que  les  unes  et  les  autres 
varient  à la  foi  s , on  aura  , S : s::BxH  : bxh. 

Démonstration.  Si  les  bases  seules  étaient  différentes  , 
on  aurait  (101),  S:s::B:ô;  et  si  c’était  les  hauteurs, 
il  viendrait  (162  ),  S : s ::  H : h.  Donc  {A/g.  241  ) les  unes 
et  les  autres  variant  à la  fois  , on  aura,  S : s ::  B X H ‘.bx.h. 

165.  Corollaire.  11  suit  de  là  que  si  le  parallélogramme 
s est  un  quarré,  et  qu’on  le  prenne  pour  unité  de  sur- 
face ; tandis  que  sa  base  ou  sa  hauteur  servent  d’unité 
de  longueur  , pour  mesurer  la  base  et  la  hauteur  de  S ; 
on  aura,  S : i!:BxH  : i.  C’est-à-dire  que  exprimant  le 
rapport  de  la  base  et  de  la  hauteur  de  S par  celui  des  deux 
nombres  B , H , qui  ont  la  base  ou  la  hauteur  de  s pour 


unitc  est  le  côte  du  quarré'.  Si  l’on  eût  pris  un  paralle'Iogramme , 
11 'ayant  pas' la  base  c’gale  h la  hauteur,  il  eût  fallu  mesurer  1«* 
hauteurs  des  surfaces  par  une  ligne,  et  les  bases  par  une  autre. 
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unité , on  sera  assuré  que  le  parallélogramme  S contient 
autant  de  Jois  sa  mesure  s , que  le  produit  B x H contient 
d'unités.  Ce  qui  s’exprime  en  disant  que  la  surface  d'un 
parallélogramme  est  égale  au  produit  de  sa  base  multi- 
pliée par  sa  hauteur  (*). 

166.  Scoue.  Pour  rendre  cette  vérité  plus  manifeste  , 
supposons  que  le  quarréuc  ( fig.  74)  doive  servir  d'unité  , 
pour  mesurer  le  rectangle  AC.  Suivant  ce  que  nous  avons 
dit,  on  doit  d’abord  chercher  le  nombreB , qui  exprime  com- 
bien de  fois  la  base  ABcontientson  unité  ab , et  je  le  suppose 
ici  4 : ensuite  le  nombre  H , qui  exprime  combien  de  fois 
la  hauteur  AD  contient  la  hauteur  ad  , ou  son  égale  ab; 
je  suppose  que  ce  nombre  soit  3 ; et  alors4  X 3 ou  bien  12, 
exprimera  combien  de  fois  AC  contient  1’unité  de  surface 
ac.  En  effet , si  on  prend  sur  AB  quatre  parties  égales  à 
ab  , et  trois  sur  AD  ; et  que  par  les  points  de  division 
E , F , G , H et  I,  on  élève  des  perpendiculaires  Ec  , Ef , 
Gg,Yih,\i,  on  formera  dans  le  rectangle  AC  douze  quarrés, 
dont  chacun  sera  égal  à ac. 

’ 167.  Corollaire.  Pour  avoir  la  surface  d'un  triang’e 
quelconque , il  faut  donc  prendre  la  moitié  du  produit  <L‘.  sa 
base  multipliée  par  sa  hauteur  ; puisqu’il  est  toujours  la 
moitié  d’un  parallélogramme  de  base  égale  et  de  hauteur 
égale  (90). 

1G8.  Théorème.  III.  La  surface  d'un  trapèze  PQIIS 
( fig.  57  ) doit  être  exprimée  par  le  produit  de  ta  perpendi- 
culaire PH  , tirée  entre  les  côtés  parallèles  PQ  , SR  , mul- 
tipliée , ou  par  la  demi-somme  de  ces  côtés , ou  par  la  ligne 
MN,  tirée  du  milieu  de  PS , parallèlement  à PQ. 


C*  ) On  voit  assez  que  cette  proposition,  prise  dans  le  sens  littéral, 
est  absurde;  car  il  est  impossible  Çnrith.  20),  et  de  multiplier  une 
ligue  par  une  ligue,  et  d’avoir  une  surface  pour  produit.  Ainsi  on 
doit  chercher  le  vrai  sens  de  cet  énoncé  dans  ce  qui  le  précède,  et  le 
regarder  comme  une  expression  abrégée,  qu’on  u’cmploic  ici  que 
pour  éviter  une  trop  longue  circonlocution. 
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Démonstration.  1."  Le  triangle  PSR  = PH  X ^ SR  , et 
le  triangle  PQR  — PH  X ± PQ-  Donc  la  surface  du  trapèze , 

Ou  bien  la  somme  de  ces  deux  triangles  sera  PHx  — 

2."  Le  trapèze  pouvant  être  pris  pour  un  triangle  tron- 
qué, dans  lequel  les  parallèles  PQ , MN  , SR,  sont  à égales 
distances  , on  a ( 104  ),—  SR.  MN.  PQ.  Donc  , MN 

bR+PQ  _ , * » , , 

— • — . Lt  par  conséquent  la  surrace  du  trapeze 

pourra  encore  être  exprimée  par  PH  X MN. 


169.  Théorème  IV.  La  surface  d un  polygone  régulier 
ARDEFG ( fic.  60  ) est  exprimée  par  la  moitié  du  produit 
de  son  contour  multiplié  par  son  apothème. 

Démonstration.  Si  on  joint  les  sommets  des  angles  op- 
posés du  polygone  par  les  droites  AE  , BF , DG , on  le  par- 
tagera en  triangles  isocèles  ACB,  BCD,  etc.  qui  ont  tous 
la  même  hauteur  , savoir  , P apothème  ; et  dont  les  bases 
forment  le  contour  entier  du  polygone.  Donc  désignant 
l'apothème  par  p , on  a,  ACB  =-'-p  X AB;  BCD  — ^p 
x BD  ; DCE  =-j  p X DE , etc.  Donc  la  somme  de  tous  les 
triangles  ou  la  surface  entière  du  polygone  =1p(AB 
+ BD  + DE  4-  EF -t-  FG+GA). 

170.  Corollaire  I.  Puisque  le  cercle  peut  être  consi- 
déré comme  un  polygone  régulier  d’une  infinité  de  côtés 
( 144  ) > et  que,  sous  ce  rapport  , il  a le  rayon  pour  apo- 
thème ; il  s’ensuit  que  sa  surface  est  égale  au  produit  du 
rayon  , multiplié  par  la  demi-circonférence  ; ou  bien , à celle, 
dun  quatre,  dont  le  côté  serait  moyen  proportionnel  entre  le 
rayon  et  ta  demi-circonférence  ; ou  bien  encore  , à celle, 
d'un  triangle  qui  aurait  le  rayon  pour  hauteur , et  la  cir- 
conférence pour  base. 

171.  Corollaire  II.  La  surface  d’un  secteur  de  poly- 
gone régulier  qui  ne  contient  que  des  triangles  entiers  , 
comme  ABDC  ( et  par  conséquent  celle  d’un  secteur  cir- 
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culaire  ) est  égale  à la  moitié  du  produit  de  T apothème  mul- 
tiplié par  ta  partie  du  contour  qui  termine  ce  secteur.  D’où 
il  suit  que  pour  avoir  la  surface  du  segment  circulaire  hpd  , 
il  suffirait  de  retrancher  de  celle  du  secteur  chpd  la  sur- 
face triangulaire  cbd. 

172.  Scolie.  I.  Si  le  polygone  dont  on  cherche  la  sur- 
face n’est  point  régulier,  il  faut  le  partager  en  triangles, 
et  prenant  ensuite  la  surface  de  chacun  en  particulier  , 
la  somme  de  ces  surfaces  donnera  celle  du  polygone 
entier. 

* 173.  Scolie  II,  D’après  tout  ce  que  nous  avons  dit  jus- 

qu’ici , on  voit  que  le  fameux  problème  de  la  quadrature 
du  cercle  consiste  à trouver  exactement  la  surface  de 
cette  figure,  ou  bien  à faire  voir  qu’elle  ne  peut  point 
être  trouvée,  car  l’une  et  l'autre  de  ces  deux  manières 
résoudrait  également  la  question.  Et  comme  cette  sur- 
face serait  connue  ( 169)  , si  l’on  trouvait  le  rapport 
exact  de  la  circonférence  à une  ligne  droite  donnée  , c’est 
à la  recherche  de  ce  rapport  que  les  géomètres  se  sont 
attachés.  Certains  ont  prétendu  que  sa  valeur  est  inassi- 
gnable , et  qu’ainsi  la  quadraturedu  cercle  est  impossible  ; j 
d’autres,  au  contraire  , ont  cru  ce  rapport  assignable  , et  | 
ont  fixé  des  limites  plus  ou  moins  approchées  , entre  les- 
quelles il  se  trouve.  Ainsi  Archimède  a fait  voir  que  le 
diamètre  étant  7 , la  circonférence  est  entre  21  et  22, 
mais  plus  près  de  22  que  de  21.  Adrien  Metius  a donné  • 
un  rapport  plus  approché  , en  disant  que  le  diamètre 
étant  1 13 , la  circonférence  est  entre  554  et  355,  mais 
plus  près  de  ce  dernier  nombre  que  de  l’autre.  Ludolphe 
en  a approché  jusqu’à  la  55.m' décimale.  M.  de  Lagny  a 
encore  porté  cette  approximation  plus  loin  dans  les  Mé- 
moires de  l’Académie  des  sciences  de  Paris,  de  l’année 
1719,  en  disant  que  le  diamètre  étant  1 , la  circonfé-j 
rence  sera  exprimée  par  3,  14^92  etc.  jusqu’à  127 ca- 
ractères décimaux;  de  façon  qu’il  ne  s’en  faudra  pas  d’un  a 
unité  décimale  du  127.“*  rang  qu’on  li  ait  par  là  la  véri- 
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table  valeur  de  la  circonférence.  Enfin  plusieurs  grands 
géomètres  ( et  c’est  à ceux  - là  qu’il  appartient  seule- 
ment d’ajouter  à ce  qui  a été  fait,  de  connaître  même  ce 
qui  reste  à faire  pour  la  solution  de  la  question  pré- 
sente), ont  trouvé  diverses  approximations,  parmi  les- 
quelles nous  nous  bornons  à rapporter  la  suivante  , dont 
l’invention  est  attribuée  à Leybnitz , quoique  d’autre9 
l’aient  réclamée  dans  le  temps  ; savoir,  que  le  rayon  étant 

supposé  1,  l’arc  de  45.°  sera  1 — 7 + t — 7 -+-  etc 

ainsi  à l’infini  , approchant  toujours  de  sa  valeur  véri- 
table , alternativement  en  dessus  et  en  dessous.  Or  , dans 
cette  hypothèse,  le  quarré  const  ruit  sur  le  rayon  est  1X1, 
et  la  surface  du  quart  de 'cercle  (170)  est  t X45.0.  Donc  la 
première  surface  est  à la  seconde  ::  1 : 1 — •j  7, etc. 

174.  Théo  rem  e V.  Dans  tout  triangle  rectangle  ABC 
(fig.  y 5),  le  quarré  BG  , construit  sur  V hypothèniise , est  égal 
à la  somme  des  quarrés  AD  -f-  AE  , construits  sur  les  deux 
côtés  (*). 

Démonstration.  Par  le  point  A,  tirez  la  ligne  AH  pa- 
rallèle à CG  , et  joignez  les  points  A et  G , A et  F ; joignez 
encore  les  points  D et  13,  Cet  E.  Cela  posé , le  triangle 
DCB  = ACG(g3)  ; car  l’angle  en  Cest  égal  dans  chacun  ; 
puisque  outre  un  angle  droit , il  contient  la  partie  com- 
mune ACB  , et  de  plus  les  côtés  autour  de  cet  angle  , sa- 
voir DC  et  AC , CB  et  CG  sont  égaux.  Or , le  triangle  DCB 
est  la  moitié  du  quarré  DA,  et  le  triangle  ACG  est  la 
moitié  du  parallélogramme  CH  (90).  Donc  le  quarré  DA 
= CH:  et , par  un  raisonnement  semblable,  on  prouvera 
que  AE  = PF  , ou  bien  que  DA  -+-  AE  — CF. 

175.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  si  on  donne  en  nom- 
bres le  quarré  de  l’hypothénuse  — c1  , et  Je  quarré  d’un 
côté  = b-  , désignant  le  nombre  qui  exprime  l’autre  côté 

par  a , on  aurait  a =r  \/ c' — b'.  Et  connaissant  en  nombres 

( * ) Ce  théorème  importaut  est  appelé  le  théorème  de  Pytbagore  , 
parce  que  ce  philosophe  eu  est  l'in  veilleur. 

Géométrie.  18 
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les  quarrés  des  deux  côtés  a’  , b'  , pour  trouver  l’express 

sion  numérique  de  l’hypothénuser,  on  aurait  c=\/ à1 -{-b'. 
Donc  si  les  deux  côtés  sont  égaux,  ou  bien  si  a = b , il 

viendra  en  substituant  a pourô,  c=  \^zaa  = a 1/ 2 , c'est- 
à-dire  , qu’alors  le  nombre  qui  exprime  l'hypothénuse  est 
incommensurable  avec  a ou  b.  Or , dans  ce  cas,  le  triangle 
rectangleest  la  moitié  d’un  quarré , et  l’hypothénuse  en  est 
la  d iagonale.  Donc  le  nombre  qui  exprime  le  coté  d'un  quarré 
est  toujours  incommensurable  avec  celui  qui  en  exprime  la 
diagonale. 

176.  Théorème.  VI.  Deux  surfaces  quelconques  S , s , 
sont  entre  elles  , comme  les  produits  des  nombres  dont  les 
rapports  expriment  ceux  de  leurs  éléments  linéaires. 

Démonstration.  Supposons  que  u soit  l’unité  de  surface, 
et  que  ses  éléments  linéaires  soient  l’unité  de  longueur  ; 
tandis  que  le  rapport  des  deux  nombres  ü et  A,  exprime 
celui  des  éléments  linéaires  de  S , et  que  le  rapport  des 
deux  nombres  b , h , exprime  celui  des  éléments  de  s ; ce 

qui  donnera  . . . 5^  ' U 1 d’où  l’on  conclura , e^c 

1 {u  : s 1 : bu  ) 

tequaliiate  ordinata  , que  S : s ::  BH  : bh. 

177.  Corollaire  I.  Il  suit  de  là  que  si  deux  surfaces  sont 
égales  , leurs  éléments  linéaires  sont  en  raison  réciproque.  Car 
si  S =s  , BH=  bh.  Donc  B '.b’.’,  h : H.  ( On  voit  évidem- 
ment que  l’inverse  est  encore  vraie,  c’est-à-dire,  que  si 
B : b ::  h : H.  , on  a S =s , puisque  alors  BH  = bh).  Or, 
Tes  éléments  linéaires  qui  déterminent  la  surface  d un. 
triangle  ou  d’un  parallélogramme  sont  la  base  et  la  hau- 
teur! 164  ).  Donc  deux  triangles  ou  deux  parallélogrammes 
égaux  ont  leurs  bases  en  raison  inverse  de  leurs  hauteurs, 
et  réciproquement. 

178.  Corollaire  II.  Lorsque  deux  figures  S,  s,  sont 
semblables  , toutes  leurs  dimensions  homologues  sont 
proportionnelles  ( 1 15  ).  Donc  B : b::H:  h::  une  dimen- 
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sion  quelconque  delà  première  , est  à une  dimension  ho- 
mologue de  la  seconde.  Et  par  conséquent  ( Alg.  220  ) la 
proportion  S : j:-  BH  : bh , devient  S:s  ::  B*  : b ' ::  H1  : h'. 
C’est-à-dire,  que  deux  figures  semblables  sont  entre  elles  , 
comme  les  quarrès  des  nombres , qui  expriment  leurs  di- 
mensions homologues  quelconques . 


17g.  Il  suit  delà  que  si  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle 
rectangle  ABC  ( fig.  76  ) on  construit  trois  polygones  sem- 
blables , de  telle  manière  que  les  lignes  AC  , CB  , BA  , en 
soient  des  dimensions  homologues , la  surface  S de  celui 
qui  sera  construit  sur  l’hypothénuse  vaudra  la  somme  des 
surfaces  P-+-Q  des  deux  autres.  Car  désignant  l’hypothé- 
nuse  parle  nombre  A , un  côte  par  le  nombre  B,  et  l’autre 


par  le  nombre  C , on  aura  ( 177  ) . 


C S:P::  A’:B’  | 
l S:Q::A’:C’  j 


Donc(  Alg.  256  ) 2S:P  -+-  Q ::  aA’  : B1  -+-  C*. 
Ou  bien  . . . S : P +Q  ::  A*  : B'  -+■  C’. 


Or  (173  ) , A’  =B*  -4-  C\  Donc  S =P-+-  Q. 

180.  On  peut  déduire  de  là  la  quadrature  des  espaces 
circulaires , connus  sous  le  nom  de  Lunulles  d'ïlypo- 
crate  (*).  Car  si  sur  les  trois  côtés  d’un  triangle  rectangle 
ABC  ( fig.  77  ) pris  pour  diamètres  , on  décrit  trois  demi- 
cercles  ALB,AEC,CDB,  la  surface  de  celui  qui  sera 
décrit  sur  l’hypothénuse  vaudra  la  somme  des  surfaces  des 
deux  autres  ^178).  Donc  ce  qui  ne  sera  pas  commun  de 
part  et  d’autre  sera  égal  ; ou  bien  on  aura  AECM  4-  CDBL 
— ACB  , c’est-à-dire  que  la  surface  des  deux  lunulles  cir- 
culaires sera  égale  a celle  du  triangle  rectangle , sur  lequel 
elles  sont  construites. 


181.  Théorème  VII.  Dans  un  triangle  rectangle  ABD 
(fig.  78),  le  quarrè  formé  sur  l'/iypothénuse  (lequel  est  désigné 
par  AD')  est  aux  quarrès  AB’,  BD’,  formés  sur  les  cotés , 


C')  Hypocrate  était  un  géomètre  grec,  connu  p»-  cette  décou- 
verte. • _ t 
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comme  îhypothènuse  est  à chacun  de  ses  segments  AP,  PD  , 
formés  par  une  perpendiculaire  BP,  abaissée  du  sommet  de 
l angle  droit. 

• Démonstration.  Les  triangles  ABD,  ABP , BPD,  sont 
semblables  ; donc  ils  sont  comme  les  quarrés  AD’,  AB’, 
BD’  : d’ailleurs  , ces  triangles  ont  une  même  hauteur  BP, 
donc  ils  sont  comme  leurs  bases  AD,  AP,  PD.  Donc  AD’: 
AB’:BD’  ::  AD:AP:PD. 

182.  Corollaire.  L’on  conclura  de  là  que  les  quarrés 
construits  sur  deux  cordes  AB , AC , menées  de  l'extrémité 
d’un  diamètre  AD,  sont  entre  eux  comme  les  portions 
correspondantes  du  diamètre,  savoir  AP,  AQ , intercep- 
tées entre  le  point  A et  les  perpendiculaires  BP,  CQ,  abais- 
sées de  l’autre  extrémité  de  ces  cordes  sur  le  diamètre.  Car 
les  triangles  ABD,  ACD,  étant  rectangles  (68),  on  a 

r AB1:  AD1  ::  AP  : AD 
(180) | AD’  : AC’  : : AD  : AQ 

Donc  (ex  œqualitate  ordinata). . . { AB’  : AC’  : : AP  : AQ 

183.  Problème  I.  Réduira  une  figure  rectiligne  quelconque 
ABCDE  ( fio.  79  ),  a une  autre  d'égale  surface , et  qui  ait  un 
angle  de  moins. 

Solution.  Supposons  qu’on  veuille  ôter  l’angle  C:  pour 
cela,  tirez  par  les  extrémités  de  ses  côtés  la  droite  DB  ; 
par  le  point  C metiez-lui  la  parallèle  CF,  jusqu'à  la  ren- 
contre en  F du  côté  AB  prolongé  , et  tirez  la  droite  DF. 
Je  dis  que  le  quadrilatère  AFDE=  le  pentagone  ABCDE. 
Car  le  triangle  BGF  qu’on  a ajouté,  est  égal  au  triangle 
DGC  qu'on  a retranché;  puisque  les  triangles  BDF,  BDC, 
étant  égaux  (97),  ce  qu’ils  n'ont  pas  de  commun,  savoir 
BGF,  DGC,  sera  égal  de  part  et  d’autre. 

On  peut,  par  ce  moyen , réduire  un  polygone  irrégulier 
quelconque  à un  triangle  et  en  mesurer  ainsi  la  surface. 

184.  Problème  II.  Construira  un  quarré  égal  à deux  ou  à 
plusieurs  autres  quartés  donnés. 
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Soi/utidn;  Joignez  les  deux  côtés , AB,  BC  (fig.  80)  des 
deux  quarrés  donnés,  de  façon  qu’ils  fassent  un  angle 
droit  en  B ; et  le  quarré  construit  sur  l'hypothénuse  AC 
vaudra  la  somme  des  quarrés  construits  sur  AB  et  surBC 
(173).  Si  on  voulait  un  quarré  qui  en  contînt  un  de  plus, 
on  éleverait  sur  l’extrémité  de  l’hypothénuse  AC,  la  per- 
pendiculaire CD  égale  au  côté  de  ce  troisième , et  le  quarré 
construit  sur  AD  vaudrait  les  trois  quarrés  donnés  : on 
procéderait  de  même  pour  y ajouter  le  quarré  construit 
sur  DE;  de  sorte  que  le  quarré  construit  sur  l’hypothé- 
nuse  AE  vaudrait  la  somme  des  quatre  précédents. 


CHAPITRE  II. 

Des  surfaces  planes  , considérées  par  rapport  à leurs 
positions  respectives 

i85.XJne  surface  plane  ou  un  plan  peut  avoir,  relative- 
ment à d’autres  plans  , ou  relativertient  à des  lignes 
droites  , tous  les  rapports  de  situation  que  ces  dernières 
admettent  entre  elles  ; et  ces  rapports  peuvent  être  défi- 
nis , ainsi  qu'ils  l’ont  déjà  été  en  parlant  des  lignes.  Ainsi 
un  plan  est  perpendiculaire  k un  autre,  lorsqu’il  ne  penche 
d’aucun  côté  sur  celui-ci,  ou  bien  lorsqu’il  fait  avec  lui 
un  ou  deux  angles  droits  : il  lui  est  oblique  , lorsqu’il  pen- 
che plus  d’un  d’un  côté  que  de  l’autre  ; etenfin  deux  plans 
sont  parallèles , lorsqu’ils  ne  se  rencontreûtni  ne  peuvent 
se  rencontrer,  à quelque  distance  qu’on  les  prolonge  ; ou 
bien  encore  lorsque  sur  l’un  des  plans,  on  peut  tirer  en 
plus  d’un  sens  (et  par  conséquent  en  tou£pen&)des  droites 
parallèles  à d’autres  droites,  prises  sur  l’autre  plan. 

Il  y a deux  différentes  manières  de  concevoir  la  forma - 
lion  d’un  plan,  ou  bien  en  se  représentant  qu’une  ligne, 
droite BÇ  (fig.  85),  se  meut  le  long  de  BA,  restant  tou- 
jours parallèle  à elle-même;  ou  bien  que  BC(fig.  84) 
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tourne  sur  le  point  B,  faisant  toujours  un  angle  droit  avec 
AB.  Dans  ces  deux  cas,  l’espace  parcouru  par  la  droite  BG 
sera  évidemment  un  plan  ; mais  s’il  est  formé  par  la  révo- 
lution d’une  droite,  ce  plan  sera  terminé  par  une  ligne 
circulaire  ( 12). 

186.  Théorème  I.  Une  ligne,  droite  qui  a deux  points  C 
et  D dans  un  plan  AU  ( fig.  81)  est  tout  entière  dans  ce 
plan. 

Démonstration.  Car  sur  le  plan  AB  prolongeons  la  par- 
tie CD  de  la  droite  en  question  jusqu’en  E , et  supposons 
qu’il  y ait,  s’il  se  peut,  une  autre  partie  DF  de  cette 
droite  dans  un  plan  supérieur  ou  inférieur  au  plan  AB. 
Alors  la  prétendue  droite  CDF  aura  plus  d’un  point  com- 
mun avec  la  droite  CE,  sans  se  confondre  avec  elle,  ce 
qui  est  absurde  (8  ). 

187.  Théorème  II.  Un  triangle  ABC  (fig.  82)  est  tout  en- 
tier dans  un  même  plan. 

. .»  I . , 

Démonstration.  Car  si  une  partie  ADEB  était  dans  un 
plan  et  l’autre  partie  DEC  dans  un  autre,  la  droite  AC 
aurait  la  partie  AD  dans  le  premier  plan  , et  la  partie  DG 
dans  le  second , ce  qui  est  absurde  ( i85 ). 

188.  Théorème  III.  La  section  commune  de  deux  plans 
AB  , DC  ( ne.  83)  est  une  ligne  droite. 

Démonstration.  i.°  Cette  section  EF  est  une  ligne. 
Car  autrement  elle  aurait  une  largeur  , et  par  consé- 
quent un  des  deux  plans  aurait  une  épaisseur,  ce  qui  est 
absurde  ( 3 ). 

■ a.0  Elle  est  une  ligne  droite  : et  si  cela  n’était  pas 

ainsi  , par  les  points  E et  F coihmuns  aux  deux  plans, 
-on  pourrait  tirer  sur  l’un  la  droite  EHF , et  sur  l’autre  la 
droite  EGF;  et  alors  ces  droites  auraient  deux  points 
-communs,  savoir,  E et  F,  sans  se  confondre,  oe  qui  est 
encore  absurde  (8).  • 1 
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1 8g.  TheorÈme  IV.  Deux  ou  plusieurs  plans  se  confondent 
lorsqu'ils  ont  trois  points  commuas , pourvu  que  ces  points  ne 
soient,  pas  en  ligne  droite. 

Démonstration.  Car  si  les  trois  angles  d’un  triangle 
aboutissent  à ces  trois  points,  les  plans  en  question  ren- 
fermeront chacun  ce  triangle  ; or  ( 186),  un  triangle  est 
tout  entier  dans  le  même  plan  ; donc  ces  plans  se  confon- 
dront en  un  seul. 

igo.  Corollaire.  Il  suit  de  là,  i.°  que  trois  points  qui 
né  sont  pas  en  ligne  droite,  déterminent  la  position  d’un 
plan;  z.°  que  deux  lignes  qui  se  rencontrent,  peuvent 
toujours  être  mises  sur  le  même  plan  ; 3."  qu’un  point  fixe 
et  une  ligne  déterminée,  peuvent  toujours  être  missur  un 
même  plan. 

tgi . Théorème  V.  Si  une  ligne  AB  ( fig.  84)  , est  perpen- 
diculaire à la  fois  aux  deux  lignes  BC  et  BD , qui  se  cou- 
pent , elle  le  sera  au  plan  de  ces  deux  lignes. 

Démonstration.  Concevez  que  la  ligne  ÜG  restant  tou- 
jours perpendiculaire  à Ali  tourne  sur  le  point  B;  alors 
elle  se*confondra  toujours  successivement  avec  BD  et 
avec  toutes  les  perpendiculaires  à AB,  qu’on  peut  mener 
autour  du  point  B,  telles  que  BE,  DF,  etc.  ou  bien  toutes 
ces  perpendiculaires  seront  sur  le  plan  tracé  par  BC. 
Donc  , puisque  AB  ne  penche  d’aucun  côté  par  rapport  à 
ces  lignes  (41  ) elle  ne  penchera  point  par  rapport  à leur 
plan  ; ou  bien  elle  sera  perpendiculaire  à ce  plan.  Or,  ce- 
lui-ci ayant  ses  trois  points  B,  C,  D,  communs  avec  le 
plan  qui  contient  les  deux  lignes  BC,  BD,  se  OTnfondra 
avec  lui  ( 188).  Donc  AB  sera  perpendiculaire  au  plan  de 
ces  deux  lignes. 

192.  Remarque.  On  pourra,  par  un  raisonnement  sem- 
blable , prouver  l’inverse  de  cette  proposition,  savoir, 
que  si  une  digne  AB  est  perpendiculaire  a un  plan  , elle  le. 
sera  à toutes  les  lignes  BC,  BD,  BE,  etc.  qui , placées  sur  ce 
plan , viennent  aboutir  au  pied  de  cette  perpendiculaire . 
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îgS.  Théorème  VI.  Si  la  ligne  AB  (fig.  85  ) , est  l'inter- 
section commune  de  deux  plans  BEF  A , BCDA , et  que  sur  le 
point  P de  cette  lig  te  on  élève  deux  perpendiculaires  PR,PQ, 
chacune  sur  un  de  ces  deux  plans,  l'arc  RQ  , qui  mesurera 
l'angle  RPQ , forme  par  ces  perpendiculaires , mesurera  aussi 
l'angle  formé  par  ces  plans. 

Démonstration.  Concevez  d’abord  qu’un  de  ces  plans 
soit  couché  sur  l'autre , et  qu’ainsi  la  ligne  PR  soit  couchée 
Sur  PQ;  qu’ensuite  , l’un  des  deux  étant  immobile,  Bautre 
fasse  une  révolution  entière  sur  la  section  commune  AB, 
et  qu’ainsi  le  point  R décrive  une  circonférence  autour  du 
point  P.  Alors  une  partie  quelconque  de  la  révolution  de 
ce  jdan  sera  à la  révolution  entière  , comme  l’arc  QR , dé- 
crit dans  cette  partie  de  révolution,  sera  à sa  circonfé- 
rence. Donc  l’arcQR,  par  son  rapport  à sa  circonférence, 
exprimera  combien  vaut  une  partie  de  la  révolution  de  ce 
plan  , par  rapport  à la  révolution  entière,  ou,  ce  qui  est 
la  même  chose,  il  déterminera  la  valeur  de  l’angle.  11 
en  est' 'donc  la  mesure,  dans  le  même  sens  que  nous 
avons  pris  ailleurs  un  pareil  arc  pour  la  mesure  de  l’angle 
linéaire.  9 

1 * * 

194.  Théorème  VII.  Si  une  ligne  Pp  (fig.  86)  est  per- 
pendiculaire au  plan  AB,  tous  les  plans  qui  la  renferment , 
tels  que  CD , EF  , etc . seront  perpendiculaires  au  même 
plan  AB. 

Démonstration.  Si  sur  le  plan  AB  et  du  point  port  mène 
la  ligne  z|R  perpendiculaire  à la  section  E e , et  la  ligne  p S 
perpendiculaire  à la  section  Ce,  elles  seront  l’une  et  l’au- 
tre perpendiculaires  à P p [ 191  ) ; donc  les  angles  P p R , 
V p S,  seront  droits  ; or,  le  premier  mesure  l’inclinaison 
du  plan  EF  sur  AB , et  le  second  celle  du  plan  CD  sur  AB 
(îfp)-  Donc  ces  deux  plans  sont  perpendiculaires  sur  AB 
(184  ) , et  il  en  serait  de  même  de  tous  ceux  qui  renferme- 
raient la  ligne  P p. 

195.  RÉcirnoQVEMJENT.  Si  fieux  plans  CD  . Ir.F,  sont  per- 
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petuliculaires  à un  troisième  AB  , leur  intersection  P p set  a 
une  ligne  perpendiculaire  a ce  troisième.  Car  tirant  sur 
ce  plan  AB  et  du  même  point  les  dioites  /;  R,  7»  S,  les 
angles  P;pR,  P pS,  seront  droits,  parce  qu’ils  mesureront 
l’inclinaison  de  ces  plans  sur  le  plan  AB(iga).  Donc  P/7 
est  perpendiculaire  sur  les  lignes  pR,  p S,  et  par  consé- 
quent ( 190)  elle  l’est  sur  le  plan  de  ces  deux  lignes,  lequel 
est  AB. 

196.  Théorème  VIII.  Si  deux  plans  parallèles  AC,ac, 
sont  coupés  par  un  troisième  E f (fig.  89),  leurs  intersections 
EF,  ef , seront  deux  lignes  parallèles. 

Démonstration.  Car  si  ces  deux  lignes  n’étaient  pas  pa- 
rallèles, en  les  mettant  sur  le  même  plan  E f,  elles  pour- 
raient se  rencontrer  ; et  par  conséquent  les  deux  plans 
AC,  ac , se  rencontreraient  aussi.  Ils  ne  seraient  donc  pas 
parallèles  ( 184)  ; ce  qui  est  contre  la  supposition. 

197.  R e ma  r qu  E.On  voit  assez  par  ce  que  nous  avons 
dit  ailleurs  sur  les  lignes  droites  (38) , que  si  deux  plans 
parallèles  sont  coupés  par  un  troisième,  les  angles  cor- 
respondants seront  égaux  entre  eux,  ainsi  queles  alternes- 
internes  et  les  alternes-externes  ; et  réciproquement. 

198.  Théorème  IX.  Si  if  un  même  point  P (fig.  88  ) pris 
hors  de  deux  plans  parallèles  AB  , a b , on  mène  les  droites 
PR  , PS,  PT,  PV  , à travers  ces  plans,  elles  dessineront  sur 
chacun  des  figures  semblables  RT  , rt. 

Démonstration.  Si  l’on  conçoit  un  plan  qui  passe  par 
les  trois  points  R , S,  P,  il  formera  sur  les  plans  AB,  ab, 
les  deux  intersections  parallèles  RS,rs  (ig5),  ( par  un 
semblable  moyen  on  trouverait  que  STetst,  TV  et  tu  , 
VR  et  ur , TR  et/Asont  parallèles  ) : ôn  aura  donc  cette 
suite  déraisons  égales  (106),  RS  : rs  ::  STrsZU'TR  : rr; 
et  par  conséquent  les  deux  triangles  RST  , rst , ayant  leurs 
.cAtés  proportionnels,  seront  semblables  (118).  Dono 
l’angle  S = s et  de  plus  tous  les  cotés  autour  d&ces  angles 
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seront  proportionnels.  Comme  on  peut  faire  le  même  rai- 
sonnement pour  les  angles  T et  t , V et  u , R et  r , on  en 
conclura  que  les  deux  quadrilatères  RT,  rt,  ont  leurs 
angles  homologues  égaux,  et  leurs  côtés  homologues  pro- 
portionnels ; et  qu’ainsi  ils  sont  semblables. 

199.  Corollaire  I.  Si  du  point  P on  tire  la  ligne  PQ 
perpendiculaire  aux  deux  plans,  on  aura  toujours  PQ: 
P<7  ::  PT  : Pt::  TV  : tu.  Or  (177)  , VRST  : urst  ::  TV* 

: tu7.  Donc  VRST  : une  ::  PQ’  : Pq7  ; c’est-à-dire  , que  les 
surfaces  de  ces  deux  figures  sont  comme  les  quarrés  de  leurs 
distances  au  point  P.  Or,  les  deux  plans  AB,  ab , étant  sup- 
posés immobiles  , les  quarrés  de  ces  distances  sont  dans 
une  raison  constante  ; donc  quelles  que  soient  les  figures 
dessinées  sur  ces  plans  parallèles  et  immobiles , par  les  mêmes 
droites  qui  partent  d'un  point  fixe  P , leurs  surfaces  sont  tou- 
jours dans  le  même  rapport . 

200.  Corollaire  II.  Deux  angles  TVR,  tur , qui  ne  sont 
pas  sur  le  même  plan  , sont  égaux  , pourvu  qu'ils  aient  leurs 
côtés  homologues  parallèles.  Car  ils  peuvent  être  mis  sur 
deux  plans  parallèles  et  devenir  les  angles  homologues  de 
deux  figures  semblables  (197). 

201.  ProdlÈme  I.  D'un  point  P (fio.  89)  pris  hors  d'un 

pian  AB  , abaisser  une  perpendiculaire  à ce  plan.  m 

Solution.  Tirez  d’abord  dans  le  plan  AB  la  ligne  indé- 
finie Rr,  et  dans  un  plan  qui  passe  par  P et  par  Pir-  , 
abaissez  du  point  P la  ligne  PO  perpendiculaire  à 
Rr  (64)  : du  point  O , tirez  dans  le  plan  AB  la  ligne  p O 
perpendiculaire  à Rr  : joignez  sur  un  même  plan  le  point 
P et  la  ligne  pO  , et  enHn  du  point  P abaissez  P p perpen- 
diculaire sur  pO-,  je  dis  que  cette  ligne  sera  la  perpendi- 
culaire cherchée. 

Car  si  par  le  point  p on  mène  sur  le  plan  AB,  laligne 
pQ  parallèle  à Rr , elle  est  perpendiculaire  au  plan  P/?0  , 
puisque  sa  parallèle  Rr  est  perpendiculaire  à ce  plan  (190). 
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Donc  Qp  et  Op  , seront  perpendiculaires  à Pp  ; ou  bien 
P p sera  perpendiculaire  au  plan  des  lignes  Qp , Op  (190)  ; 
donc  P p tombera  du  point  P perpendiculairement  sur  le 
plan  AB. 

202.  Problème  II.  Sur  un  pointé  , pris  dans  le  plan  BG 
(fig.  90),  élever  une  perpendiculaire  à ce  plan. 

Solution.  D’un  point  quelconque  E , pris  hors  de  ce 
plan  , abaissez  la  perpendiculaire  Ee  , et  après  avoir  mis 
sur  un  même  plan  le  point*/  et  la  perpendiculaire  E«,  tirez 
à celle-ci  une  parallèle  qui  passe  par  le  point  d (93)  , et 
cette  ligne  */D  sera  la  perpendiculaire  cherchée. 

203.  Problème  III.  Par  un  point  P ( fig.  86  ) mener  des 
plans  perpendiculaires  au  plan  AB. 

Solution.  Abaissez  de  ce  point  sur  le  plan  AB , la  per- 
pendiculaire P p , et  tous  les  plans  qui  la  renfermeront, 
seront  perpendiculaires  au  plan  AB(  2g3). 

204.  Remarque.  On  voit  par  cette  opération,  que  par 
un  point  fixe , on  peut  mener  une  infinité  de  plans  per- 
pendiculaires à un  autre  plan  ; mais  que  de  ce  point  on 
ne  peut  abaisser  qu'une  seule  ligne  perpendiculaire  au 
même  plan. 
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SECTION  III. 
Des  Solides. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Notions  generales  sur  les  Solides  et  propriétés  parti- 
culières du  Prisme. 

. * r ; 

,-1  , * , 

2o5.  U éfinitions  I.  Nous  avons  déjà  dit  (2)  que  par 
solide  ou  ‘volume  , on  entend  en  géométrie  , l’étendue 
considérée  avec  ses  trois  dimensions  , longueur , largeur 
et  profondeur.  De  façon  qu’une  figure  solide  ne  sera 
autre  chose  qu’un  espace  terminé  en  tout  sens  ; ou  bien 
une  étendue  dans  laquelle  les  trois  dimensions  seront  li- 
mitées. Or,  les  limites  qui  terminent  une  étendue  de 
tout  cèté  , ne  peuvent  être  que  des  surfaces;  et  c’est  d’a- 
près le  nombre  et  l’espèce  de  ces  surfaces  que  le  solide 
prend  différents  noms. 

On  lui  donne  , en  général  , celui  de  polyèdre  , quand  il 
n’est  terminé  que  par  des  surfaces  planes,  ou  bien  des 
plans.  S’il  n’a  que  quatre  faces  ou  quatre  plans  qui  le  ter- 
minent (et  il  ne  saurait  en  avoir  moins),  on  l’appelle  té- 
traèdre ; de  façon  que  le  tétraèdre  est  le  plus  simple  de 
tous  les  solides.  S'il  est  terminé  par  5 , 6,  y,  8,  etc.  plans, 
on  l’appelle  pentaèdre  , exaèdre  , eptaèdre,  octaèdre , etc. 

206.  II.  Unpolyèdreestré^u//cr,lorsque'les  plans  qui  le 
terminent  sont  des  polygones  réguliers , égaux  et  semblables', 
et  si  une  de  ces  conditions  manque,  il  est  irrégulier. 

207.  III.  Deux  solides  s^£  semblables  lorsqu’ils  sont  ter- 
minés par  un  égal  nombre  de  plans  semblables. 
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208.  IV.  Le  prisme  ( fig.  99)  est  un  polyèdre  terminé 
par  des  plans  disposés  de  manière  que  les  deux  oppo- 
sés , comme  ABCDE , FGHIK , sont  des  polygones  égaux , 
semblables  el  parallèles  ; et  que  tous  les  antres,  comme 
ABGF,  BCHG , etc.  sont  des  parallélogrammes. 

209.  V.  Les  &a.tesdu  prisme  sont  les  deux  faces  opposées 
et  parallèles  , ABCDE  , FGIIIK. , que  nous  avons  dit  être 
toujours  égales  et  semblables.  Les  arêtes  sont  les  droites 
parallèles  et  égales  , AF  , BG  , CH  , etc.  qui  forment  la 
commune  section  de  deux  faces  contiguës.  La  hauteur  du 
prisme  est  une  perpendiculaire  abaissée  d’une  de  ses  bases 
sur  l'autre  (*)  ; et  suivant  que  cette  perpendiculaire  est 
ou  n’est  pas  parallèle  , et  par  conséquent  égale  à chacune 
des  arêtes,  le  prisme  est  droit  ou  oblique. 

210.  VI.  Le  parallélépipède  est  un  prisme  à six  faces, 
parallèles  deux  à deux  , et  formant  ainsi  des  parallélo- 
grammes égaux  et  semblables.  Si  tous  les  plans  ou  toutes 
les  faces  qui  terminent  ce  solide  sont  des  rectangles  , il 
est  appelé  parallêlipipcde  rectangle  ; et  si  outre  cela  ces 
plans  sont  tous  égaux  , alors  ils  forment  des  quarrés,  et 
le  solide  devient  un  cube.  On  lui  donne  en  particulier  le 
nom  de  mètre  cube  , de  toise  cube  , etc.  suivant  que  cha- 
cune de  ses  faces  est  un  mètre  quarré  , une  toise  quar- 
rée,  etc. 

2it.Ily  a deux  manières  de  concevoir  la  formation 
du  prisme.  La  première  (fig.  91  ) consiste  à se  représenter 
une  étendue  solide  , terminée  par  des  parallélogrammes 
AF,  BG,CH,DE,  qui  étant  unis  par  leur  longueur, 
aboutissent  à deux  plans  parallèles  ABCD  , EFGH,  les- 
quelles seront  les  bases  du  prisme.  La  seconde  manière 
se  réduit  à imaginer  un  polygone  quelconque  EFGH,  qui 
se  mouvant  parallèlement  à lui-même  le  long  d’une  droite 


Quelquefois  ou  prend  pour  ha*e  du  prisme  la  face  sur  la- 
quelle le  solide  est  censé  appuyé;  et  alors  sa  hauteur  est  une  per- 
pendiculaire abaissée  du  point. le  plus  élevé  du  solide  sur  cette  face. 
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EA  ( qu’on  appelle  pour  cette  raison  la  directrice  du  mou- 
vement') décrit  un  espace  solide  qui  est  nécessairement  un 
prisme  (207).  Si  le  plan  générateur  ABCD(fig.  92)  est  un 
cercle , le  prisme  prend  le  nom  de  cylindre  ; et  comme 
alors  chaque  base  a un  centre,  onpeut  joindre  ces  centres 
par  uneligne  droite,  laquelle  est  appelée  l’axedu  cylindre. 
Ce  solide  est  droit  ou  oblique , suivant  que  son  axe  est  per- 
pendiculaire ou  oblique  à ses  bases.  Quand  le  cylindre  est 
droit,  on  peut  concevoir  qu’il  a été  formé  parle  mouve- 
ment circulaire  d’un  rectangle  ABCD  (fig.  93)  qui  fait 
une  révolution  entière  sur  un  de  ses  côtés  immobiles  AB. 
Alors  la  droite  CD  décrit  la  surface  convexe  du  cylindre , 
et  les  droites  AD,  BC,  ainsi  que  des  rayons  de  cercle, 
décrivent  les  bases  du  cylindre. 

2x2.  Demande.  Nous  demandons  qu'on  nous  accorde  que 
deux  solides  sont  égaux  et  semblables , lorsqu'ils  sont  ter- 
minés par  un  même  nombre  de  plans  égaux  et  semblables. 

La  vérité  de  cette  demande  ne  saurait  être  contestée  ; 
puisque  , dans  ce  cas  , les  angles  d’un  de  ces  solides  étant 
nécessairement  égaux  à ceux  de  l’autre  , il  n’est  rien  qui 
établisse  une  différence  entre  eux.  Ils  peuvent  donc  être 
superposés  n c’est-à-dire,  qu’on  peut  les  concevoir  comme  se 
pénétrant  mutuellement  dans  toutes  leurs  parties  ; ce  qui 
les  rend  non-seulement  semblables,  mais  égaux  en  tout. 

2x3.  Théorème  I.  Le  parallélipipède  droit  EFGHIKL1YI 
( fig.  g 4.  ) , et  le  parallélipipède  oblique  ABCDEFGH  , de 
même  base  et  de  même  hauteur  , sont  égaux  en  solidité. 

Démonstration  Les  prismes  triangulaires  AIEBKF, 
DMHCLG  sont  égaux  (21 1)  ; donc  si  l’on  retranche  de 
chacun  la  partie  commune  D1NCKO,  les  restes  seront 
égaux  ; or , ces  restes  étant  ajoutés  au  prisme  ENHFOCi 
forment , d'un  côté  , le  parallélipipède  droit,  et  de  l’autre, 
le  parallélipipède  oblique.  Donc  , etc. 

214*  Corollaire.  Il  suit  de  là  : i.°  Que  sans  changer  sa. 
solidité , un  parallélipipède  oblique  peut  être  réduit  à un 
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parallèlipipède  droit  de  même  base  et  de  même  hauteur  ; et 
qu’aiusi  ou  peut  rendre  ses  faces  perpendiculaires  à ses 
bases  , et  par  conséquent  rectangulaires. 

2.°  Que  les  bases  elles-mêmes  peuvent  être  réduites  en  rec- 
tangles ; puisqu'on  peut  toujours  les  considérer  comme 
deux  faces  du  solide. 

21 5.  ThÈorïme  II.  Quel  que  soit  le  parallèlipipède 
ABCDEFGH  ( fig.  91  ) droit  ou  oblique , les  prismes  trian- 
gulaires ADCEHG  , ABCEFG  en  seront  les  moitiés. 

Démonstration.  Les  deux  lignes  AE  , CG , étant  parai-  , 
lèles  (208)  , on  voit  d'abord  qu’un  même  plan  peut  passer 
par  les  quatre  points  A , C,  G , E ( 53  ) , et  devenir  la  sec- 
tion commune  des  deux  prismes  triangulaires.  Or  ces  deux 
prismes  sont  égaux  (211).  Donc  chacun  sera  la  moitié  du 
parallèlipipède  proposé  ABCDEFGH. 

216.  Corollaire.  Il  suit  de  là,  que  deux  prismes  trian- 
gulaires , F un  droit  et  l'autre  oblique  , de  même  base  et  de 
même  hauteur  , sont  égaux  ; car  ils  sont  chacun  les  moitiés 
de  deux  parallélipipèdes  égaux  (212). 

217.  Théorème  III.  Deux  prismes  triangulaires  droits  , 

de  hauteur  égale , sont  entre  eux  comme  leurs  bases.  Ou 
bien  désignant  ces  solides  par  Pet  p , leurs  bases  par  B 
et  b , on  a P : p ::  B : b.  • 

Démonstration.  r.°  Si  ces  bases  sont  commensurables  , 
supposons  les  divisées  en  parties  égales  à leur  commune 
mesure  : que  la  première  contienne  un  nombre  N de  ces 
parties  , tandis  que  la  seconde  en  contient  un  nombre  n ; 
ce  qui  donnera  B : b ::  N : n ; que  sur  chacune  de  ces  par- 
ties égales  on  éléve  des  prismes  droits  de  même  hauteur 
que  Pou  p : alors  ces  petits  prismes  seront  égaux  de 
part  et  d’autre  (211),  et  par  conséquent  leurs  sommes 
seront  entre  elles  ::  N :n;or,  les  solidités  P etp  sont 
comme  ces  sommes  ; donc  i.°  on  aura  P : p ::  N:  n ::  B : b. 

2°  Si  les  bases  que  je  suppose  représentées  par  les 
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triangles  ABC,  DEF  ( ne.  95  ) sont  incommensurables  , 
je  dis  qu’on  aura  la  même  proportion.  Car  si  cela  n'était 
pas  ainsi , supposons  que  ABH  étant  plus  grand  que  ABC  , 
on  eût  P : p::  ABH  : DEF  ; prenons  surDEF  unealiquote 
plus  petite  que  ACH , et  supposons  que  ACG  est  ce  qu'il  fau  t 
ajouter  k la  base  ABC  ; pour  pouvoir  la  mesurer  par  cette 
aliquote  : dans  ce  cas  ABG  < ABH  , et  de  plus  elle  est 
commensurable  avec  DEF. Désignantdonc  par Qle  prisme 
droit,  élevé  sur  ABG,  par  P celui  qui  est  élevé  sur 
ABC,  par  p celui  qui  est  élevé  sur  DEF,  on  aura 
par  la  première  partie  du  Théorème  Q : p ::  ABG  : 
DEF  , tandis  que  l’on  a ( hyp,  ) P : p ::  ABH  : DEF. 
Or  , ABH  > ABG.  Donc  P > Q , ou  bien  la  partie  est  plus 
grande  que  le  tout  ; ce  qui  est  absurde.  Donc  , etc. 

218.  Corollaire  I.  Deux  prismes  triangulaires  obliques, 
ou  bien  l'un  droit  et  l'autre  oblique , de  hauteur  égale  , sont 
entre  eux  comme  leurs  bases.  Car  les  prismes  triangulaires 
obliques  valant  des  prismes  triangulaires  droits , de 
même  base  et  même  hauteur  (2i5)  , les  uns  doivent  suivre 
le  même  rapport  que  les  autres. 

219.  Corollaire  II.  Des  prismes  de  hauteur  égale  , soit 
droits , soit  obliques , ou  bien  l'un  droit  et  Vautre  oblique , qui 
ont  pour  bases  des  polygones  quelconques  , sont  entre  eux 
comme  ces  bases.  Car  si  ces  polygones  ( fig.  96)  ont  un 
égal  nombre  de  côtés  , comme  ABCDE  et  abede , qu’on 
désigne  par  P le  premier  prisme , et  par  p le  second  : 
par  P'  , P"  , P les  prismes  construits  sur  les  triangles 
ABC  , ACD,  ADE  , et  par/?' , p" , p"'  les  prismes  élevés 
sur  les  triangles  abc,  acd , ade , on  aura  (216, 

F : P"  : F"  ::  ABC  : ACD  : ADE. 

Donc  ...  P : F ::  ABCDE  : ABC. 

de  même..../?  : p'  ::  abede  : abc. 

Or  , (216).  .P'  : p 1 ::  ABC  : abc. 

Donc  . . . P : p ABCDE  : abede. 

Si  les  bases  qu’on  compare  n’ont  pas  le  même  nombre  de 

côtés , 
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côtés,  comme  ABCDE , MNL  , appelant  Q le  prisrrie  élevé 
sur  la  seconde  , et  gardant  pour  l’autre  les  dénomination* 
ci-dessus  , on  aura  : 

F : P"  : P'"  : Q ::  ABC  -.  ACD  : ADE  : MNL. 

Donc.  . . P:  Q:: ABCDE: MNL. 

et  de  tout  cela  on  conclura  que  deux  prismes  quelconques 
de  bases  égales  et  de  hauteur  s égales  , sont  égaux  en  soli- 
dité. 

220.  Remarque.  Le  corollaire  , ainsi  que  le  théorème 
précédent  , supposent  qu’en  comparant  les  solidités  de 
deux  prismes,  on  détermine  leurs  bases  de  la  même  ma- 
nière dans  chacun,  c’est-à-dire,  en  prenant  une  des  deux 
faces  égales  et  parallèles  qui  s’y  trouvent  toujours  (207). 
Car  si  ( Fig.  97)  dans  deuxprismes  triangulaires  ABCDEF, 
GHIK.LM,  on  prenait  pour  base  du  premier  le  parallélo- 
gramme ADFC;  et  pour  B^se  du  second,  le  triangle  GUI: 
et  que , de  plus  , les  hauteurs  prises  au  dessus  de  ces  bases 
étant  égales,  le  parallélogramme  ADFC  fût  double  du 
triangle  GHI , les  deux  solides  , loin  d'étre  en  raison  de 
ces  bases , seraient  égaux  entre  eux.  Car  si  à chacun  on 
en  ajoutait  un  autre  qui  lui  fût  égal  et  semblable,  ils  de- 
viendraient des  parallélipipèdes  à hauteurs  égales  et  à 
bases  égales  ; puisque  l’une  de  ces  bases  seraient  ADFC  , 
et  l’autre  GHI  X 2.  Ces  parallélipipèdes  seraient  dono 
égaux  (2x8);  et  par  conséquent  leurs  moitiés,  c’est-à-dire, 
(214)  les  prismes  triangulaires  ABCDEF  , GHIK.LM  , le 
seraient  aussi. 

221 , Théorème  IV.  Des  prismes  droits  de  même  base  sont 
entre  eux  connue  leurs  hauteurs  ; ou  bien  (fio.  g8)  appe- 
lant les  prismes  droits  ABCGHI , ABCDEF,  le  premier 
P , et  le  second  p , on  aura  P :p  BH:  BE. 

Démonstration.  i.°  Si  les  hauteurs  BH  et  BE  sont  des 
lignes  'commensurables  , supposous-les  divisées  en  parties 
égales,  et  que,  par  chacune  de  ces  divisions,  on  coupe  ces 

Géométrie,  19 
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deux  prismes  parallèlement  à la  base  commune  ABC, dans 
ce  cas  , ces  sections  termineront  des  prismes  égaux  : et  le 
nombre  de  ceux  qui  seront  dans  P sera  au  nombre  de 
ceux  qui  seront  dans  p ::  BH  : BE  , ou  bien  on  aura  P : p 
i::  BH:  BE. 


2.0  Si  l’on  n’avait  pas  la  même  proportion  lorsque  BH 
et  BE  sont  incommensurables  , supposons  qu’on  eût 
P : p ::  BN  : BE  ; ajoutons  à BHla  partie  HL,  qui  la  rende 
commensurable  avec  BE  , et  par  une  aliquote  plus  petite 
que  HN  : appelons  Qle  prisme  ABCKLM , qui  aurait  BL 
pour  hauteur.  Cela  posé  : 

, % Q:/?::BL  : BE. 

Tandis  que  ( hyp.  ) P :p  ::  BN  : BE. 

Or , BN  > BL . Donc  P > Q , ce  qui  est  absurde. 

222.  Remarque.  Puisqu’un  prisme  oblique  vaut  un 
prisme  droit  de  base  égale  et  de  hauteur  égale  (218), 
il  est  aisé  de  voir  que  la  proportion  établie  par  le  théo- 
rème précédent  s’étend  à toute  sorte  de  prismes. 


223.  Corollaire.  I.  Des  prismes  quelconques  ABCDEF 
( fig.  98  ) , et  ABCDEFI  ( fig.  99  ) , qui  ont  des  bases  égales  , 
sans  être  les  mêmes,  sont  entre  eue  comme  leurs  hauteur r. 
Car  si,  sur  la  base  ABC , on  élève  le  prisme  ABCKLM 
de  même  hauteur  que  ABCDEFI,  il  sera  égal  à celui-ci 
(218).  Or,  le  prisme  ABCDEF  est  au  prisme  ABCKLM 
comme  la  hauteur  BE  est  à la  hauteur  BL  ; donc , etc. 


224.  Corollaire  II.  Puisque  des  prismes  quelconques  à 
hauteurs  égales,  sont  comme  leurs  bases  (218),  et  que 
ceux  qui  ont  des  bases  égales , sont  comme  leurs  hauteurs 
(222),  on  en  conclura  ( alg.  241)  qu’ils  sont  entre  eux  en 
raison  composée  de  leurs  bases  et  de  leurs  hauteurs  : ou 
bien  que  désignant  le  rapport  de  leurs  bases  par  celui  des 
deux  nombres  B,  b ; le  rapport  de  leurs  hauteurs  par  celui 
des  deux  nombres.  H,  h,  et  les  deux  prismes  par  P et  p , 
on  aura  toujours  P :p\  \ BH  : bh. 
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225.  Il  s’ensuit  de  là,  i.*  que  si  dans  deux  prismes  les 
bases  sont  en  raison  inverse  des  hauteurs,  leurs  solidités  sont 
égales,  et  réciproquement.  Car  si  B : b ::  h ; H,  ou  aura  BH 
— bh,  et  par  conséquent  P = p.  Pareillement  si  P = « 

= bh,  ou  bien  B : b ::  h : H. 

226.  a;°  Que  deux  prismes  semblables  sont  entre  eux  en 
raison  triplée  ou  comme  les  cubes  des  deux  nombres,  dont  le 
rapport  exprime  celui  des  dimensions  homologues  quelcon- 
ques de  ces  solides.  Car  toutes  les  faces  de  ces  solides  étant 
des  figures  planes  semblables  (20G  ),  leurs  dimensions  ho- 
mologues sont  proportionnelles  entre  elles  (xi5);  et  par 
conséquent  proportionnelles  aux  hauteurs.  Donc  ici  la 
raison  des  bases,  ou  bien  (*)  B : b,  est  composée  de  deux 
raisons  égalés  (117);  et  si  on  lui  ajoute  celle  des  hauteurs 
laquelle  est  H:  h,  on  aura  BH  : bh , qui  sera  composée 
de  trois  raisons  égales,  et  qui  vaudra  par  conséquent 
(alg.  220  ) la  raison  qu’il  y a entre  les  cubes  des  nombres 
qui  sont  les  termes  d’une  de  ces  raisons,  ou  bien  qui  ex- 
priment le  rapport  de  deux  dimensions  homologues  de  ces 

227.  3.»  Que  si  p est  le  prisme  qu’on  prend  pour  unité 
de  mesure  d un  autre  prisme  P,  tandis  que  la  base  et  la 
hauteur  du  premier  sont  les  unités  de  mesure  pour  la  base 
et  la  hauteur  du  second,  la  proportion  ci-dessus  (223)  de- 
viendra P : 1 ..  BH  : 1.  Ce  qui  signifie  que  si  l'on  multiplie 
le  nombre  qui  exprime  combien  de  fois  la  base  B d’un  prisme 
quelconque  contient  son  unité  de  mesure,  par  celui  qui 
exprime  combiende  fois  la  hauteur  contient  son  unité , lepro- 
duit  indiquera  combien  de  fois  le  prisme  P contient  celui  qui 
lui  sert  d'unité,  ou  bien  il  exposera  sa  valeur  mesurée  par 
cette  unité. 

Cette  proposition  s’énonce  ordinairement  d'une  ma- 
nière abrégée  en  ces  termes,  la  solidité  d'un  prisme  quel- 


C * ) Dites  : la  raison  de  B à b est  composée , etc'. 
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conque  est  exprimée  par  le  produit  de  sa  base  multipliée  par 
sa  hauteur  (*  ). 

228.  Remarque.  Il  faut  observer  ici  qu'on  prend  ordi- 
nairement le  cube  pour  la  mesure  des  solidités,  ainsi  que 
le  quarré  est  employé  pour  la  mesure  des  surfaces.  La 
raison  de  ce  procédé  est  que  le  cube  ayant  ses  trois  dimen- 
sions égales,  la  même  unité  de  longueur,  savoir,  l’arête 
du  cube,  sert  à mesurer  les  tiois  dimensions  du  solide; 
ce  qui  est  plus  simple  que  si  chacune  de  ces  dimensions 
avait  sa  mesure  particulière,  comme  il  pourrait  arriver,  si 
l’on  prenait  un  autre  prisme  pour  unité. 

D’après  cela , si  l’on  veut  savoir , par  exemple , combien 
de  mètres  cubes  sont  contenus  dans  un  prisme  , on  cher- 
che d'abord  le  nombre  des, mètres  quarrés  qui  sont  con- 
tenus dans  sa  base  , on  le  multiplie  par  le  nombre  qui  ex- 
prime combien  il  y a de  mètres  dans  sa  hauteur , et  ce 
produit  désigne  le  nombre  de  mètres  cubes  que  contient 
le  solide  mesuré. 

229.  Théorème  V.  La  surface  latérale  d'un  prisme  quel- 
conque ABCDEFI  (fio.  99),  droit  ou  oblique,  est  exprimée  par 
le  produit  d'une  de  scs  arêtes  AI?,  multipliée  par  le  contour 
d'une  section  abede,  faite  dans  ce  prisme  perpendiculaire- 
ment à scs  arêtes. 

Démonstration.  Puisque  toutes  ces  arêtes  sont  paral- 
lèles (2oS)>  si  l'une  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  sec- 
tion, les  autres  le  seront  aussi  ; et  par  conséquent  ( 191  ) 
les  lignes  ab , bc,  cd,  etc.  qu’elles  rencontreront  sur  ce 
plan,  seront  perpendiculaires  à ces  mêmes  arêtes  AF,  BG, 
GH,  etc.  oh  bien  si  celles-ci  sont  prises  pour  bases  dans 
les  parallélogrammes  AG  , BH,  CI , etc.  les  autres  en  se- 


(*)  Il  est  inutile  d’avertir  que  cette  proposition  doit  être  prise 
dans  le  seus  de  ce  qui  la  précède,  et  que  cela  suffit  pour  Faire  dis- 
paraître 1'absurditc qu’elle  semble  présenter  d'abord,  en  disant  qu’il 
Faut  multiplier  une  surface  "par- une  ligne  (Voyez  la  uolc  de  la 
page  ayo). 
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ront  les  hauteurs.  Donc  la  surface  latérale  du  prisme  sera 
AF  X ab  -f-  BG  X bc  -4-  CH  X cd~\~  etc;  et  comme  AF,  BG, 
CH,  sont  des  lignes  éga!es(ao8),  on  aura  pour  l'expression 
de  la  surface,  AF X ab  -K AF X bc  -+-  AF X cd  -t-  etc.  ou 
bien  AF  Xab  bc  4-  cd  4-  etc.  c’est-à-dire  , le  produit 
d une  arête  par  le  contour  d’une  section  perpendiculaire. 

• t.  .TV!»  • 

s3o.  Remarque.  Puisque  les  hases  d’un  même  prisme 
sont  des  polygones  égaux,  ayant  mesuré  l’une  par  les 
méthodes  ci-dessus  (1G8  et  171),  on  connaît  l’autre;  et 
alors  pour  avoir  la  surface  entière  du  solide,  iliaut.ajour- 
ter  sa  surface  latérale  à celle  de  ses  bases.  ; ,t. 

2Z1.  Corollaire.  Si  le  prisme  est  droit,  la  section  per- 
pendiculaire abcde  sera  égale  à sa  base,  et  chacune  des 
arêtes  vaffdra  la  hauteur  ; donc  alors  la  surface  latérale  de 
ce  solide  sera  exprimée  par  le  contour  de  la  base  multiplié 
ou  par  sa  hauteur,  ou  par  une  de  ses  arêtes.  On  YPÎt  qu’il 
n’en  saurait  être  de  même  dans  les  prismes  ^obliques  , 
parce  que  dans  ceux-là  le  contour  de  la  section  faite  per- 
pendiculairement à la  longueur,  n’est  pas  égal  à celui  de 
la  base. 

2Z2.  Remarque.  11  faut  observer  ici  que  le  cylindro 
pouvant  être  considéré  comme  un  prisme  qui  a pour  base 
un  polygone  d’une  infinité  de  côtés , tout  ce  que  noua 
avons  dit  de  l’un  de  ces  solides,  peut  s’appliquer  à l’autre  ^ 
et  comme  celui-ci  a toujours  un  axe  qui  détermine  sa  lon- 
gueur , on  peut  faire  entrer  l’expression  de  cette  ligne  dans, 
toutes  les  déterminations  où  nous  avons  employé  celle  det 
l’arête  du  prisme.  , 
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CHAPITRE  II. 

De  la  Pyramide. 

233.  DiM-TIoI  . ha  pyramide  ( fio.  î oo  ) est  un  po- 
lyèdre formé  par  la  réunion  de  plusieurs  triangles  SOT, 
STR , SRQ , SQP , SPO , disposés  de  manière  que  leurs  bases 
forment  le  contour  d’un  polygone  OTRQP , et  que  tous  leurs 
sommets  aboutissent  à un  meme  point  S.  Ce  point  est  appelé 
le  sommet  de  la  pyramide,  tandis  que  le  polygone  OTRQP 
en  est  la  base.  Si  cette  base  est  un  triangle,  on  a une  pyra- 
mide triangulaire  ou  bien  un  tétraèdre  ; si  elle  est  un  qua- 
drilatère, un*  pentagone,  un  exagone,etc.  la  pyramide  est 
appelée  quadrilatère , pentagonale , exagonale , etc. 

234.  II.  Une  pyramide  est  régulière , quand  elle  a pour 
base  un  polygone  régulier,  et  que  en  outre  toutes  ses 
faces  sont  des  triangles  isocèles  et  égaux  ; elle  est  irrégu- 
lière quand  une  de  ces  conditions  manque.  L’ apothème  , 
dans  une  pyramide  régulière  , est  la  perpendiculaire  SX 
qui  mesure  la  hauteur  d’une  de  ses  faces  , et  par  consé- 
quent de  toutes  les  autres.  L'axe  dans  une  pyramide,  qui 
a pour  base  un  polygone  quelconque  symétrique  ou  régu- 
lier, n’est  autre  chose  que  la  droite  menée  du  sommet  au 
centre  de  sa  base  ; et  ces  pyramides  sont  ou  droites  ou  obli- 
ques , suivant  que  l’axe  est  ou  n’est  pas  perpendiculaire 
au  plan  de  leur  base. 

a35.  III.  La  hauteur  d’une  pyramide  est  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  sommet  sur  le  plan  de  sa  base. 

a36.  IV.  Si  l’on  suppose  que  le  cercle  PRQT  (fig.  101  ) 
soit  immobile,  et  que  la  droite  SP  ayant  un  point  fixe  en  S 
au  dessus  de  ce  cercle , fasse  une  révolution  entière  autour 
de  sa  circonférence,  on  pourra  concevoir  un  solide  ren- 
fermé entre  le  plan  circulaire  PRQT,  et  la  surface  con- 
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vexe  décrite  par  cette  droite,  et  ce  solide  sera  un  cône.  Il 
aura  un  axe , savoir,  la  droite  SC  menée  du  sommet  au 
centre  de  la  base,  ou  du  cercle  PRQT;  et  suivant  que 
cet  axe  sera  perpendiculaire  ou  oblique  au  plan  delabase; 
ou  bien  suivant  que  le  mobile  SP  fera  toujours  le  même 
angle  ou  des  angles  variables  avec  ce  plan,  le  cône  sera 
droit  ou  oblique.  C’est  pourquoi  on  peut  se  représenter  le 
cône  droit , comme  un  solide  formé  par  la  révolution  d’un 
triangle  rectangle  SCP,  qui,  restant  toujours  perpendicu- 
laire sur  le  même  plan,  ferait  une  révolution  entière  sur 
le  côté  immobile  SC. 

237.  Théorème  I.  Si  une  pyramide  est  coupée  par  des 
plans  parallèles  à sa  base , les  différentes  sections  formeront 
des  figures  semblables  à la  base,  et  par  conséquent  semblables 
entre  elles , et  ces  sections  seront  comme  les  quarrés  de  leurs 
distances  au  sommet. 

Démonstration.  Car  dans  la  même  pyramide  les  deux 
sections  ABCD,  abcd  (fio.  102),  ne  sont  autre  chose  que 
des  figures  dessinées  sur  des  plans  parallèles  par  des  lignes 
droites  SA,  SB,  SC,  etc.  menées  du  même  point  S.  Elles 
sont  donc  semblables  ( 197)  ; et  leurs  surfaces  sont  comme 
les  quarrés  de  leurs  distances  au  sommet  S de  la  pyra- 
mide ( 198  ). 

238.  Corollaire.  On  conclura  de  là  ( fig.  10a  et  io3) , 
que  si  deux  pyramides  ABCDS , DEFS , de  même  hauteur 
et  de  différentes  bases  , sont  coupées  parallèlement  à ces 
bases  à même  distance  du  sommet , les  deux  sections  abcd  , 
ABC,  seront  entre  elles  comme  les  bases  ABCD,  DEF.  Car 
appelant  dans  chaque  pyramide  sa  hauteur  H,  et  la  dis- 
tance de  la  section  au  sommet  A,  l’on  aura,  d’un  côté , 
ABCD  : abcd  ::  H’  : h*  ; et  de  l’autre  DEF  : ABC  ::  H’  : A*. 
Donc  ABCD  : DEF  ::  abcd  : ABC. 

23<j.  Théorème  II.  Si  l’on  coupe  (fig.  io3),  une  pyramide 
triangulaire  DEFS , par  un  plan.  ABC  parallèle  à la  face 
apposée  ; i.°  la  petite  pyramide  ABCS  qui  naîtra  de  là  sera 
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semblable  à la  grande;  2.0  si  la  section  divise  egalement  /es 
côtés  de  la  grande  pyramide  aux  points  A , B , C,  chaque 
face  de  la  petite  vaudra  le  quart  delà  face  correspondante  de 
la  grande . 

Démonstration.  i.°  La  face  ABC  est  semblable  à DEF 
(206)  : en  outre,  la  ligne  AB  étant  parallèle  à DE,  ainsi 
que  BC  l’est  à EF,  et  AC  à DF  ( ig5),  le  triangle  SAB  est 
semblable  au  triangle  SDE;  le  triangle  SBC  est-semblable 
à SEF,  et  SAC  à SDF.  Donc  (206)  la  petite  pyramide  ABCS 
sera  semblable  à la  grande  DEFS. 

a.°  Si  les  côtés  SD,  SE , SF,  sont  divisés  également  aux 
points  A , B , C , on  aura  (106)  AB  = 4 DE,  BC  = 4 EF/ 
AC  = 4 DF.  Donc  ( 177)  ABC  = 7 FIEF,  et  pour  la  même 
raison  SAB  = 4 SDE,  SBC  =4  SEF,  et  SAC  = 4 SDF. 
Donc , etc. 

I 

240.  Corollaire.  On  conclura  de  là  (fic.  10^)  que  si 
dans  une  pyramide  triangulaire  ABDC  ( *)on  fait  deux  sec- 
tions HIK , H GE  , qui  partagent  également  les  côtés  de  la 
pyramide  aux  points  H,  I,  K,  G,  E,  on  en  retranchera 
deux  nouvelles  pyramides  HIK.C  , AEGH , semblables  et 
égales  entre,  elles.  Semblables,  parce  que  chacune  sera  sem- 
blable à la  grande  (■  208  ) ; et  égales  , parce  que  les  faces 
HIK  , et  AEG  , valant  chacune  4 ABD  ( 258  ) , seront 
égales  entre  elles  ; de  même  HIC  et  AEH  valant  chacune 
4 ABC,  seront  égales  (il  en  est  ainsi  des  autres  faces).  Et 
partant  les  deux  pyramides  HIKC,HGEA,  étant  terni i— 
nées  par  un  égal  nombre  de  faces  égales,  seront  elles- 
mêmes  égales  ( 21 1 ). 

241.  Théorème  III.  Toute  pyramide  triangulaire  ABDC 
( pig.  1 04  ) peut  être  décomposée  en  deux  pyramides  AEGH  , 
HIKO  , égales  , semblables  entre  elles  et  semblables  à la 


(')Oan'a  point  ombre  cette  pyramide,  crainte  de  confusion;  et  il 
noH»  a paru  plus  commode  de  prendre  pour  sa  base  la  face  A B!) , eo 
qui  suppose  le  sommet  place’  eu  C,  et  relevé  au  dessus  du  plan  de  1* 
base  ABD.  - ... 
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grande  , et  en  deux  prismes  triangulaires  éguuxBlFEHG  , 
FDGIKH. 

, Démonstration.  Si  les  côtés  de  la  pyramide  sont  divisés 
égalementaux  points  E,F,G,H,I,K:  qu’on  fasse  pas- 
ser une  section  par  les  trois  points  I , H , K , et  une  autre 
parles  trois  points  H,  E , G , on  retranchera  les  deux  py- 
ramides HIKC,  AEGH  égales^  semblables  entre  elles  et 
semblables  à la  totale  ( à3g).  Il  s’agit  donc  de  prouver  que 
ce  qui  reste  de  la  pyramide  totale,  savoir,  IKHBDGE, 
peut  être  décomposé  en  deux  prismes  triangulaires  égaux. 

Or,  cela  est  ainsi  ; car  les  triangles  ÎIIK,  GFD,  sont- 
égaux , puisque  (238)  chacun  est  le  quart  de  ABD  : ils  sont 
équiangles  , puisque  chacun  est  semblable  à ABD;  donc 
leurs  côtés  homologues  sont  égaux  : en  outre  (ig5),  HK  est 
parallèle  à GD  , IK.  à FD  , IH.4EB,  et  par  conséquent  il 
FG.  Donc  , dans  le  solide  IHKI'GD  les  deux  faces  trian- 
gulaires sont  égales  , et  les  côtés  de  l’une  parallèles  et 
égaux  aux  côtés  correspondants  de  l’autre  ; et  par  consé- 
quent les  autres  faces  sont  des  parallélogrammes  (91) , 
ce  qui  indique  nécessairement  un  prisme  triangulaire  : 
comme  il  en  est  de  même  des  deux  faces  BIF,  ÈHG , le 
solide  qui  reste,  savoir,  BIFEHG  sera  également  un 
prisme  triangulaire.  Or,  en  prenant  pour  base  du  pre- 
mier le  triangle  GFD,  et  pour  base  du  second  le  parallé- 
logramme BFGE  , qui  est  une  de  ses  faces,  ces  solides  ont- 
même  hauteur,  et  de  plus  la  base  de  l'un  est  un  parallé- 
logramme double  de  la  base  triangulaire  de  rautre(go). 
Ils  sont  donc  égaux  (219);  et  par  conséquent,  etc. 

242.  Remarque.  Il  faut  observer  qu’en  décomposant 
■une  pyramide  triangulaire,  ainsi  qu’il  est  indiqué  dansle 
théorème  précédent,  une  des  deux  pyramides  égalesHIKC 
a nécessairement  une  face  HHC  commune  avec  un  des 
deux  prismes  égaux  , savoir  , av.ec  FDGHIK  ; et  qu’ainsi 
en  prenant  cette  face  pour  base  dans  ces  deux  solides  , et 
la  face  parallèle  ABD  pour  base  dans  la  pyramide  totale, 
on  peut  dire  (238)  que  chacun  de  ces  solides  a une  hase 
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sous-quadruple  de  celle  de  la  pyramide  dont  ils  sont  tirés.  Et 
comme  le  plan  HIK.  ne  peut  partager  également  les  côtés 
AG , BC , DG  de  la  grande  pyramide  , sans  diviser  sa  hau- 
teur en  deux  parties  égales,  dont  l’une  mesure  alors  la 
hauteur  de  la  pyramide  HIKC  , et  l’autre  celle  du  prisme 
FDGHIK  , chacune  de  ces  hauteurs  sera  la  moitié  de  celle 
qu'a  la  pyramide  totale. 

243.  ThkokÈmeIV.  U ne  pyramide  triangulaire  quelconque 
est  le  tiers  d'un  prisme  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

C’est-à-dire  , que  si  l’on  désigne  par  b la  base  de  ce 
prisme , et  par  h sa  hauteur , ce  qui  donnera  bh  pour  l’ex- 
pression de  sa  solidité  (226),  on  aura  7 bh  pour  celle  de 
la  pyramide. 

Démonstiiation.  Si  l’on  décompose  la  pyramide  donnée 
et  toutes  celles  qui  naîtront  de  celle-là,  ainsi  qu’il  est  in- 
diqué dans  le  théorème  précédent , la  première  division 
donnera  deux  prismes  égaux  et  deux  pyramides  égales  : 
la  seconde,  quatre  prismes  égaux  et  quatre  pyramides 
égales  : la  troisième,  huitprismes  égaux  et  huit  pyramides 
égales  ; et  toujours  de  même.  En  outre , un  des  deux 
prismes  et  une  des  deux  pyramides  , qui  viennent  de 
chaqne  décomposition , ont  une  hauteur  sous-double  et 
une  base  sous-quadruple  de  celle  qu’a  la  pyramide  dont 
ils  sont  tirés  (241  et  238).  Donc,  par  la  première  division  , 
on  aura  un  prisme  et  une  pyramide  qui  auront  chacun 
pour  hauteur  7 A , et  pour  base  7 b.  Donc  ( 226  ) le  prisme 
vaudra  7 AX7  b ou  7 bh,  et  les  deux  prismes  ensemble 
vaudront  7 bh. 

Par  la  seconde  division  , on  aura  quatre  prismes  égaux  , 
dont  un  aura  sa  hauteur  exprimée  par  7 A , et  sa  base  ex- 
primée par 77A. Donc,  sa  solidité  sera  expriméepar  77  AA, 
et  celle  des  quatre  ensemble  par  -7  AA. 

Par  la  troisième  division  , on  aura  huit  prismes  égaux  , 
et  un  de  ceux-là  aura  sa  hauteur  exprimée  par  7 A et  sa 
base  par  77  A.  Donc  sa  solidité  sera  777  bh  , et  celles  des 
huit  ensemble  , AA. 
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Et  comme  de  pareilles  divisions  peuvent  être  réitérées , 
jusqu'à  ce  que  l'excès  de  la  pyramide  donnée  sur  la  somme 
de  ces  prismes  soit  plus  petit  que  toute  quantité  assi- 
gnable , on  pourra  dire  alors  que  cette  pyramide  vaut  la 
somme  de  ces  prismes.  Or  , cette  somme  étant  représen- 
tée par  la  progression  géométrique  décroissante  à l’in- 
fini ~ bh  , y j bh  , ■—  bh  , yfy  bh ou  bien  par 

hh  (ÿ  -+-  y?  + ix  yf*  + • • • •)  est  (. Alg . 262)  ÿ bh.  Donc 
l’expression  delà  solidité  de  la  pyramide  donnée  sera  ÿ bh  ; 
tandis  que  (226)  celle  de  la  solidité  du  prisme  de  même 
base  et  de  même  hauteur  sera  bh ; ou  bien  la  première 
sera  le  tiers  de  la  seconde. 

&44  • Corollaire  I.  Une  pyramide  OPQRTSf  no.  100  ), 
qui  a pour  base  un  polygone  quelconque  , est  donc  le  tien 
du  prisme  de  même  base  et  de  même  hauteur  : ou  bien  sa  so» 
liditè  sera  exprimée  dans  tous  les  cas  par  le  tiers  du  produit- 
dé  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur.  Les  pyramides  trian- 
gulaires OPTS  , PTRS  , PQRS , sont  chacune  le  tiers  des 
prismes  triangulaires  de  même  hauteur  , élevés  sur  leurs 
trois  bases  ( 242  ).  Donc  la  somme  de  ces  trois  pyramides , 
ou  bien  la  pyramide  totale,  sera  le  tiers  de  la  somme  de 
ces  trois  prismes  , ou  bien  du  prisme  total  ; et  par  con- 
séquent ( 226  ) sa  solidité  sera  exprimée  par  le  tiers  du 
produit  de  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur. 

245.  Corollaire  II.  II  suit  de  là  i.°  que  les  pyramides 
qui  ont  des  hauteurs  égales  et  des  bases  égales,  sont 
égales  entre  elles  , quelle  que  soit  la  forme  de  ces  bases. 
2.“  Que  celles  qui  ont  des  bases  égales,  sont  comme  leurs 
hauteurs.  3.°  Que  celles  qui  ont  des  hauteurs  égales  , 
sont  comme  leurs  bases.  Que  celles  qui  ont  les  bases 
en  raison  inverse  des  hauteurs,  sont  égales,  et  récipro- 
quement. 5.°  Que  celles  qui  sont  semblables,  sont  entre 
elles  comme  les  cubes  de  leurs  hauteurs  ou  de  deux  autres 
dimensions  homologues  quelconques.  Toutes  ces  consé- 
quences  sont  fondées  sur  ce  que  les  pyramides  sont  le 
tiers  de  prismes  de  même  base  et  de  même  fauteur," 
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et  que  ceux-ci  admettent  entre  eux  tous  ces  divers 
rapports. 

246.  Scolie.  Pour  avoir  la  solidité  d’une  pyramide  tron- 
quée à bases  parallèles  , il  faudra  la  compléter,  et  sous- 
traire la  solidité  du  complément  de  celle  de  la  pyramide 
entière.  Or(Fio.  102) , puisqu’on  connaît  la  base  abcd  de  ce 
complément  abcd  S,  il  ne  s’agit  que  de  trouver  sa  hau- 
teur SA,  qu’on  aura  de  cette  manière  AB  : ab  ::  SH  : SA. 

Donc  AB  — ab  : ab  ::  SH  — S h ou  HA  : S A — * H/*  . 

A 11—  ab 

Connaissant  S h , en  l’ajoutant  à AH  on  a SH  ; et  par  con- 
séquent on  a la  solidité  de  la  pyramide  abcd  S qui  sert  de 
complément,  ainsi  que  celle  de  la  pyramide  totale  ABCDS. 
Donc  en  soustrayant  l’une  de  l’autre  , on  aura  celle  de 
la  pyramide  tronquée  ABC Dabcd. 

2.47.  Théorème  V.  La  surface  latérale  d'une  pyramide 
régulière  est  égale  à la  moitié  du  contour  de  sa  base  mul- 
tiplié par  son  apothème. 

Démonstration.  Cette  surface  est  nécessairement  égale 
à la  somme  des  triangles  qui  la  composent.  Or  , daus  la 
pyramide  régulière,  l’apothème  est  la  hauteur] commune 
de  tous  ces  triangles  (233),  et  leurs  bases  forment  le  con- 
tour de  la  base  de  la  pyramide.  Donc  , etc. 

248.  Remarques.  I.  Si  la  pyramide  régulière  ABCDS  , 
était  coupée  à la  moitié  de  sa  hauteur  par  un  plan  pa-p 
rallèle  à sa  base  , le  contour  abcd  de  cette  nouvelle  sec- 
tion serait  la  moitié  du  contour  de  la  base  (10G).  On  peut 
donc  encore  , pour  avoir  la  surface  de  la  pyramide  régulière , 
multiplier  son  apothème  par  le  contour  dune  section 
moyenne  , faite  parallèlement  à sa  base. 

II.  Si  la  pyramide  est  irrégulière  , on  ne  saurait  mesurer 
sa  surface  , ainsi  qu’il  est  indiqué  dans  le  théorème  pré- 
cèdent; parce  que  les  divers  triangles  qui  forment  ces- 
faces  n ont  pas  tous  la  même  hauteur.  Il  faut  donc  alors 
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pour  estimer  cette  surface  , prendre  celle  de  chaque  face 
triangulaire  en  particulier  , et  leur  somme  sera  la  sur- 
face latérale  de  la  pyramide. 

349.  Théorème  VI.  Si  l'on  coupe  une  pyramide  régulière 
( Fio.  103)  par  un  plan  abcd  parallèle  à sa  base , la  surface 
latérale  du  tronc  ABCDabcd  sera  égale  au  reste  de  l'apo- 
thème Pp  multiplié  , ou  bien  par  la  demi-somme  des  con- 
tours des  deux  bases  AC  , ac  , ou  bien  par  le  contour  entier 
d'une  section  moyenne  et  parallèle  à ces  bases. 

Démonstration.  Chaque  face  de  la  pyramide  tronquée 
comme  Ab,  Bc,  etc.  forme  un  trapèze  ; puisque  AB  et  abj 
BC  et  bc  , etc.  sont  parallèles  (ig5)  : en  outre,  le  reste  de 
l’apothème  , savoir  P p , mesure  dans  tous  ces  trapèzes  la 
distance  des  deux  côtés  parallèles.  Donc  le  trapèze  Ab 

= P pX  - : le  trapèze  Bc  = Vp  X ^ ^ - , et 

ainsi  des  autres  : d’ailleurs,  à la  place  de  la  demi-somme 
des  côtés  parallèles  de  ces  trapèzes,  on  pourrait  prendre 
les  droites  moyennes  et  parallèles  à ces  côtés  (167),  les- 
quelles forment  le  contour  d’une  section  moyenne  et  pa- 
rallèle. Donc  la  somme  de  ces  trapèzes  ou  bien  la  surface 
latérale  du  tronc,  pourra  être  exprimée  indifféremment, 
ou  par  la  demi-somme  des  contours  des  deux  bases,  multi- 
pliée par  l’apothème  , ou  parle  contour  entier  de  la  sec- 
tion  moyenne  et  parallèle,  multiplié  par  cet  apothème. 

350.  Remarque.  Puisque  le  cône  peut  être  considère 
comme  une  pyramide  qui  a une  infinité  de  faces  , ou  qui 

. a pour  base  up  polygone  régulier  d’une  infinité  de  côtés  : 
et  que  d’ailleurs,  ce  que  nous  avons  dit  de  la  pyramide 
en  général  , est  indépendant  du  nombre  des  côtés  de  sa 
base , il  s’ensuit  que  tout  cela  peut  s’appliquer  au  cône  ; 
et  que  les  mêmes  rapports  que  nous  avons  trouvés  plus 
haut , soit  en  comparant  les  pyramides  entre  elles  , soit 
en  les  comparant  aux  prismes  , se  trouveront  aussi  en 
comparant  les  cônes  entre  eux , ou  bien  en  les  rappor- 
tant à des  cylindres. 


Digitized  by  Google 


3oa 


Eléments 


CHAPITRE  III. 

De  la  Sphère. 

, a5i.  Di  finitions.  I.  La  sphère  est  un  solide  dans  le - 
quel  tous  les  points  de  la  surface  sont  à égale  distance  d'un 
point  pris  en  dedans , qui  est  le  centre  du  solide.  Toute  ligne 
droite  qui  traverse  la  sphère  en  passant  par  le  centre  , en 
est  un  diamètre  ou  un  axe  ; et  la  moitié  de  cette  ligne  qui 
mesure  la  distance  du  centre  à la  surface , en  est  un 
rayon. 

a5a.  Pour  se  représenter  la  formation  de  ce  solide  , 
il  faut  ( no.  io5)  concevoir  un  demi-cercle  ABDG  qui 
fasse  une  révolution  entière  sur  son  diamètre  immobile 
AD.  Dans  ce  mouvement,  la  demi-circonférence  ABD  dé- 
crira une  surface  convexe  , dont  tous  les  points  seront  à 
égale  distance  du  centre  C , et  qui , par  conséquent , ter- 
minera une  sphère,  et  toutes  les  lignes  comme  EF,  BC  , 
menées  de  la  demi-citconférence  perpendiculairement  à 
son  diamètre  AD  , décriront  dans  cette  révolution  des 
cercles  (12). 

a53.  II.  On  distingue  dans  la  sphère  des  grands  et  des  pe- 
tits cercles.  Les  premiers  ont  pour  centre  le  centre  même 
de  la  sphère  ; et  les  autres  ont  leur  centre  dans  un  autre 
point  de  ce  solide.  D’où  il  suit  que  les  grands  cercles 
de  la  sphère  ont  tous  un  diamètre  commun,  puisqu’ils  ont 
le  même  centre,  et  qu’ainsi  ils  sont  égaux;  mais  qu’il 
n’en  est  pas  de  même  des  petits  cercles. 

204*  III.  Si  un  plan  passe  par  le  centre  de  la  sphère  , il 
la  partage  en  deux  parties  égales  , et  chacune  est  appelée 
un  hémisphère.  S’il  passe  hors  du  centre,  il  la  partage  en 
deux  parties  inégales,  dont  la  petite  est  appelée  une  ca- 
lotte sphérique  ; et  enfin  si  deux  plans  parallèles  coupent 
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ce  solide  , la  partie  qu’ils  interceptent  entre  eux  , s’ap- 
pelle une  zone. 

255.  IV.  Nous  appelons  .1 sphéroïde  le  solide  engendre  par 
la  révolution  d’un  demi-polygone  régulier  et  symétrique 
ADEFGB  ( Fir,.  106)  qui  tourne  suf  un  diamètre  AB,  mené 
d’un  $ngle  à l’angle  opposé  de  ce  polygone. 

a56.  Théorème  I.  Si  un  polygone  régulier  et  symétrique 
fait  une  révolution  entière  sur  un  diamètre  AB  mené  d'un 
angle  a r angle  opposé , il  décrira  un  sphéroïde , dont  la  sur- 
face sera  exprimée  par  le  produit  de  l'axe  AB  multiplié  par 
la  circonférence  du  cercle  inscrit  daus  le  polygone. 

Démonstration.  Dans  cette  révolution  les  côtés  conti- 
gus à l’axe,  comme  AD,  BG,  décriront  des  surfaces  de 
cônes  entiers,  les  côtés  obliques  à cet  axe,  comme  DE, 
GF,  décriront  des  surfaces  de  cônes  tronqués,  et  enfin  les 
côtés  qui  lui  seront  parallèles,  comme  EF,  décriront  des 
surfaces  cylindriques.  Or,  chacune  de  ces  surfaces  doit 
être  exprimée  par  le  produit  de  la  portion  de  l’axe 
qu’elle  renferme,  multipliée  par  la  circonférence  du  cer- 
cle inscrit. 

i.°  Du  point  X,  qui  est  le  milieu  du  côté  AD,  soit  tiré 
le  rayon  XC  et  la  ligne  Xx  perpendiculaire  à AB  et  paral- 
lèle à DL.  Les  triangles  ADL  , XC  x , seront  semblables 
( 1 17).  Donc  AL  : AD  ::  Xx  : XC  ; ou  bien  les  circonfé- 
rences étant  comme  les  rayons , AL:  AD  ::  cire.  Xx:  cire. 
XC.  Donc  AL  X cire.  XC  = ADx  cire.  Xar.Or,  AD  x cire. 
Xx:=la  surface  conique  décrite  par  AD  (24G).  Donc  celle 
surface  = AL  X cire.  XC. 

a.*  Du  point  H,  pris  au  milieu  de.ED,  tirez  aussi  le 
rayon  HC  , et  la  ligne  HI  perpendiculaire  à AB  et  paral- 
lèle à EM.  Les  triangles  semblables  DEK , HCI  (117)  don- 
neront DK  ou  LM  : DE  ::  HI  : HC  ; ou  bien  LM  : DE  :: 
cire.  HI  : cire.  HC.  Donc  LM X cire.  HC=DEXcirc.  HI. 
Or,  la  surface  du  cône  tronqué  décrite  par  le  côté  DE, 
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est  exprimée  par  DE  x cire.  HI(247);  donc  elle  le  sera 
aussi  par  LM  X cire.  HO. 

3.*  La  surface  cylindrique  décrite  par  EF  parallèle  à 
l'axe,  est  déterminée,  suivant  ce  que  nous  avons  vu  (23o) 
par  EF  X cire.  FR  ; ou  ce  qui  est  le  même,  par  MR  X cire. 
PC.  De  sorte  que  la  surface  de  chacun  des  solides  qui 
composent  le  sphéroïde,  sera  exprimée  par  la  portton  de 
l’axe  qu’ils  renferment , multipliée  par  la  circonférence 
«lu  cercle  inscrit  dans  le  polygone;  et  par  conséquent  la 
surface  totale  du  sphéroïde  aura  pour  expression  le  pro- 
«luit  de  Taxe  entier  multiplié  par  la  circonférence  du  cer- 
cle inscrit. 

357.  Cokoli.airf..  Si  le  polygone  régulier  a une  infinité 
de  côtés,  il  pourra  être  confondu  avec  le  cercle  inscrit 
( 144);  et  par  conséquent  le  sphéroïde  pourra  alors  être 
considéré  comme  une  sphère.  D’où  il  suit  que  la  surface  tle 
la  sphère  aura  pour  expression  le  produit  de  son  axe  multi- 
plié par  la  circonférence  d un  de  ses  grands  cercles.  Ou  bien 
appelant  cette  surfaces,  son  axe  a,  la  circonférence  du 
grand  cercle  c,  on  aura  s — ac. 

258.  Il  suit  de  là,  i.°  que  la  surface  de  la  sphère  est 
quadruple  de  celle  de  son  grand  cercle.  Car  celle-ci  (1 69) 
= iflX4c  = -j-  ac,  tandis  que  l’autre  = ac. 

z5g.  z.°  Qu'elle  vaut  la  surface  convexe  du  cylindre  cir- 
conscrit. Car  la  hauteur  de  ce  cylindre  est  nécessairement 
a , et  le  contour  de  sa  base  est  c ; donc  sa  surface  convexe 
est  oc , ainsi  que  celle  de  la  sphère. 

260.  3.°  Quelle  est  à la  surface  totale  du  cylindre  cir- 
conscrit ::  2 : 5.  Car  pour  avoir  la  surface  totale  du  cy- 
lindre , à sa  surface  convexe  exprimée  par  ac  ( a5o  ) , 
il  faut  ajouter  celle  de  chaque  base  exprimée  par  7 ac> 
ce  qui  donnera  ac  + -jacou;  ac.  Donc  la  surface  de  la 
sphère  sera  à celle  du  cylindre  ::  ac  : \ ac'.-  2:5. 

2Üt.  Remarque.  Par  la  manière  dont  on  vient  de  trouver 
la  surface  de  la  sphère,  il  est  évident  : 

1. 
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i.*  Que  si  le  polygone  générateur  est  supposé  le  demi- 
cercle  ABD  (fig.  io5  ) , faisant  une  révolution  entière  sur 
son  diamètre  AD , la  surface  de  la  calotte  sphérique  AEF  e , 
produite  par  la  rotation  de  l’arc  AE,  vaudra  AF  X c ; c’est- 
à-dire  , la  hauteur  ou  épaisseur  de  la  calotte , multipliée  par 
la  circonférence  dun  grand  cercle  de  la  sphère  , ou  bien  par  la 
circonférence  du  cercle  générateur. 

2.0  Que  la  surface  de  la  zone  sphérique  EP ep , décrite 
par  l’arc  EP  , sera  exprimée  par  FN  X c , ou  bien  par  son 
épaisseur  multipliée  par  la  circonférence  du  grand  cercle  de 
la  sphère. 

3.°  Que  si  le  demi-cercle  ABD , au  lieu  de  faire  une  ré- 
volution entière,  s’arrête  dans  la  position  AKD,  de  fa- 
çon que  le  point  B ne  décrive  que  — de  la  circonférence 
c d’un  grand  cercle , la  surface  ALE , tracée  par  l’arc  AE , 

Vaudra —de  l’entière  surface  de  la  calotte;  c’est-à-dire, 
n 

c 

que  son  expression  sera  AF  X —,  comme  celle  de  DOP 

sera  DN  X — . 

n 

4*°  Par  les  mêmes  raisons  la  surface  de  lq  portion  de 
zone , renfermée  entre  les  deux  arcs  EP,  LO , n’étant  que 

— de  la  surface  entière  de  la  même  zone,  sera  exprimée 

parFNx  — . 

n 

5.°  De  là  on  conclura  que  la  surface  entière  du  fuseau 

C c 

sphérique  ABDK  aura  pour  expression  AF  X hFN  X— - 

c c 

4-NDx — oubienADx — ; c’est-à-dire,  qu'elle  sera 
n n 

égale  à taxe  de  la  sphère , multiplié  par  f arc  de  grand  cer- 
cle décrit  par  le  point  B ; et  comme  la  portion  correspon- 
dante de  la  surface  du  cylindre  circonscrit,  ou  le  fuseau 
cylindrique,  décrit  par  un  même  mouvement  angulaire  du 
Géométrie.  ao 
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rectangle  AI,  serait  aussi  exprimée  par  AD  ou  Hlx  — , 

il  s’ensuit  que  ces  deux  fuseaux  ont  des  surfaces  égales, 
ainsi  que  la  sphère  et  le  cylindre  circonscrit. 

262.  Théorème  U.  La  solidité  de  la  sphère  a pour  expres- 
sion le  tiers  de  sa  surface  multipliée  par  son  rayon. 

Démonstration.  Si  l’on  inscrit  un  polyèdre  dans  une 
sphère  , la  différence  de  ces  deux  solides  deviendra  d’au- 
tant plus  petite  que  le  polyèdre  aura  plus  de  faces;  de  fa- 
çon que  si  ce  nombre  de  faces  est  infini , la  différence  de 
ces  deux  solides  sera  nulle,  et  la  sphère  pourra  être  prise 
pour  le  polyèdre.  Or,  la  solidité  de  celui-ci  devra  être  ex- 
primée par  le  tiers  du  produit  de  sa  surface  multipliée  par 
«on  rayon.  Car  si,  sur  chacune  de  ses  faces,  on  conçoit 
une  pyramide  qui  ait  son  sommet  au  centre  du  solide,  et 
qui,  par  conséquent,  ait  pour  hauteur  le  rayon  de  la  sphère, 
la  somme  de  ces  pyramides  formera  la  solidité  du  po- 
lyèdre, et  leurs  bases  en  seront  la  surface.  Donc  puisque 
chacune  est  exprimée  par  le  tiers  de  sa  base  multipliée 
par  sa  hauteur  (244),  leur  somme,  ou  bien  la  solidité  du 
polyèdre,  le  sera  par  le  tiers  de  la  surface  de  ce  solide 
multipliée  par  son  rayon.  Donc  pareillement  la  solidité  de 
la  sphère , etc. 

263.  Corollaire.  Appelant  donc  la  solidité  ou  le  volume 
de  la  sphère  v,  son  axe  a,  sa  surface  S,  celle  de  son  grand 
cercles,  on  aura  v~?a  X's.  Or,  S — 4 s.  Donc  v—\aX.  4 s 
— i as  = 7 as.  Ce  qui  prouve  que  la  solidité  de  la  sphère 
peut  encore  être  exprimée  par  les  deux  tiers  de  l'axe  multi- 
plié par  la  surface  d'un  grand  cercle. 

Or,  si  l’on  conçoit  un  cylindre  circonscrit  à la  sphère 
■et  un  cène  inscrit  dans  ce  cylindre , la  solidité  du  premier 
sera  exprimée  par  as  ; celle  du  second  par  j as.  Donc  ces 
trois  solides,  savoir,  le  cône , la  sphère  et  le  cylindre  circons- 
crit, seront  dans  le  rapport  des  trois  nombres  4 as , f as , as  : 
ou  bien  comme  1,2,3. 
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364.  Remarque.  Puisque  les  sphères  peuvent  être  con- 
sidérées comme  des  polyèdres  régulier^  d’une  infinité  de 
faces  , on  pourra  toujours  les  prendre  pour  des  solides 
semblables;  et  par  conséquent  leurs  surfaces  étant  comme 
les  prod  uits  de  deux  dimensions  proportionnelles , et  leurs 
solidités  comme  les  produits  de  trois  de  ces  dimensions, 
on  pourra  dire  que  les  premières  sont  entre  elles  comme  les 
quarrès,  et  les  secondes  comme  les  cubes  ou  de  leurs  rayons, 
ou  de  leurs  diamètres , ou  des  circonférences  de  leurs  grands 
cercles , etc. 


SECTION  IV. 

De  la  Trigonométrie  plane. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Notions  générales  et  propriétés  des  sinus , tangentes 

et  sécantes. 

2G5.  D ÉnNmoN  I.  la  trigonométrie  plane  est  Tari  de  résou- 
dre un  triangle  rectiligne  quelconque , ou  bien  de  déterminer 
la  valeur  de  ses  angles  et  de  ses  cotés.  On  l’appelle  plane, 
pour  la  distinguer  de  la  trigonométrie  sphérique,  qui  ap- 
prend àfaireles  mêmes  recherches  sur  des  triangles  formés 
par  des  arcs  de  cercle,  qu’on  conçoit  tracés  sur  la  surface 
d’une  sphère. 

266.  Observation.  Des  six  choses  que  présente  Vidée  d un 
triangle , savoir , trois  angles  et  trois  côtés , si  Von  n'en  con- 
fiait que  deux,  il  n'est  pas  possible  d avoir , sans  indétermi- 
nation , la  valeur  des  quatre  autres.  Puisqu’on  trouvera 
toujours  plusieurs,  et  quelquefois  même  une  infinité  de 
triangles  différents , qui  présenteront  les  mêmes  données, 
et  auxquels  on  pourrait  indifféremment  appliquer  la  même  , 
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solution.  Ainsi  (fig.  107)  les  deux  côtés  du  triangle  C13D 
étant  égaux  aux  deux  côtés  CD,  CE  , ou  CF,  CG,  de 
tout  autre  triangle  différent,  la  connaissance  de  ces  deux 
côtés  ne  saurait  servir  àîj-iésoudre  aucun  de  ces  trian- 
gles en  particulier.  Celle  de  deux  et  même  de  trois  angles 
laisse  la  même  indétermination;  puisque  une  infinité  de 
triangles  différents,  tels  que  ABC  , abc , (fig.  5a),  pourvu 
qu’ds  aient  leurs  côtés  parallèles  , doivent  avoir  leurs  an- 
gleségaux.  Enfin,  si  l’on  ne  connaît  (fig.  108)  qu’un  angle 
A et  le  côté  adjacent  AB,  une  infinité  de  triangles  diffé- 
rents ABE , ABD , ABC , etc.  présenteront  les  mêmes  don- 
nées ; et  si  le  côté  connu  BC  ( fig.  109)  est  opposé  à l’angle 
connu  A,  l’indétermination  reste  encore  ; puisque  si  du 
point  C comme  centre,  et  du  rayon  BC, on  décrit  l’arc  BD; 
qu’on  en  décrive  un  semblable  du  point  D avec  le  rayon 
DC,  du  point  E avec  le  rayon  DE,  les  triangles  ABC  , 
ADC  , ADE,  etc.  quoique  différents  entre  eux,  auront 
tous  le  même  angle  A,  et  le  côté  opposé  à cet  angle,  égal. 
Il faut  donc , pour  résoudre  un  triangle,  qu'on  connaisse  trois 
des  six  parties  qui  le  composent , et  que  dans  ce  nombre  il  se 
trouve  un  côté. 

267.  Définition  II.  Le  sinus  d'un  arc  ou  de  T angle  qu'il 
mesure,  est  la  perpendiculaire  abaissée  d'une  extrémité  de 
cet  arc , sur  le  rayon  qui  passe  à l'autre  extrémité.  Ainsi  dans 
l’arc  AB  (fig.  110),  si  l’on  abaisse  du  point  A la  perpen- 
diculaire AP  sur  le  rayon  BC,  elle  sera  le  sinus  de  cet  arc 
ou  de  l’angle  ACB  qu’il  mesure.  Le  cosinus  d'un  arc  est  le 
sinus  de  son  complément  ; ainsi  AD  étant  le  complément  de 
AB , son  sinus  AO  sera  le  cosinus  de  AB.  Or,  comme  on  a 
toujours  AO  = PC,  il  s’ensuit  que  le  cosinus  d'un  arc  vaut 
la  partie  du  rayon  comprise  entre  le  sinus  et  le  centre. 

268.  Définition  III.  Le  sinus  verse  d'un  arc  est  la  partie 
BP  du  rayon,  comprise  entre  le  sinus  et  rare.  On  l’appelle 
sinus  verse  par  opposition  à AP,  qui  est  appelé  sinus  droit. 
Le  sinus  verse  du  complément  d’un  arc  est  son  cosinus 
verse , tel  est  DO  par  rapport  à l’arc  AB. 
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2C9.  Corolt.aiive  I.  On  conclura  de  la  définition  ci- 
dessus  , que  le  sinus  d’un  arc  est  toujours  la  moitié  de  la 
corde  qui  sous-tend  un  arc  double.  Car,  puisque  le  sinus  AP 
est  perpendiculaire  à CB,  il  est  la  moitié  de  la  corde  AG, 
qui  sous-tend  l’arc  ABG,  lequel  est  double  de  AB  (55  et 
56)  (*)  ; d’où  il  s'ensuit  : 

270.  1 .°  Que  les  sinus  croissent  les  arcs  croissant , jusqu'à 
ce  que  ceux-ci  soient  parvenus  à go°;  qu'ils  décroissent  ensuite 
jusqu'à  180°,  et  qu' enfin  le  plus  grand  de  tous  les  sinus  , sa- 
voir , celui  de  go°,  vaut  le  rayon.  Car  les  cordes  des  arcs 
doubles  croissent  depuis  l’arc  o jusqu’à  celui  de  90°  ; et 
alors  cette  carde  est  la  plus  grande  de  toutes,  puisqu’elle 
vaut  le  diamètre;  donc  sa  moitié,  ou  bien  le  sinus  de  l’arc 
de  90%  vaut  le  rayon.  Mais  depuis  90"  jusqu’à  180",  les 
cordes  des  arcs  doubles  décroissent,  et  à ce  terme  cette 
corde  est  o.  Donc  les  sinus  décroissent  aussi  depuis  90° 
jusqu’à  180°. 

271.  a."  Que  le  sinus  d'un  angle  ou  d'un  arc  est  égal  à 
celui  de  son  supplément;  puisque  la  même  corde  AG  sous- 
tend  le  double  de  l’arc  AB,  et  le  double  de  son  supplé- 
ment ADE. 

272.  3.°  Que  le  cosinus  d un  angle  obtus  BCQ,  ou,  ce  qui 
est  le  même  , d'un  arc  BDQ  plus  grand  que  go°,  est  égal  à 
celui  de  son  supplément  QE  ; puisque  l’un  et  l’autre  est  CR. 
( 367).  Mais  il  faut  observer  que  , relativement  au  centre 
G , le  cosinus  CR  tombe  du  côté  opposé  à celui  oit  il  tom- 
bait lorsque  l'angle  BCQ  valait  moins  de  90°.  Ainsi  (20) 
l&  cosinus  d'un  angle  obtus  est  négatif  relativement  aux  co- 


( * ) C'est  d'après  cette  propriété  que  M.  Godin  , de  l’académie  des 
sciences  de  Paris,  a donné  une  étymologie  très- vraisemblable  du 
mot  sinus.  Les  cordes,  a-t-il  dit,  s’appellent,  eu  latin  , inscriptœ , 
et  les  sinus  étant  leurs  moitiés,  ont  dû  être  d’abord  appelés  ternisses 
inscriplarum  , qu'on  a écrit  par  abréviation  de  cette  manière  S.  Int. 
On  a ensuite  rapproché  ces  deux  abréviations  qui  ont  fait  le  mot 
tins , ou  lui  a donné  une  terminaison  latine  dans  le  temps  où  tout 
finissait  en  us,  et  il  en  a résulté  celui  de  sinus.  (Voy.  Mont.  hist.  dç* 
Matli.  addit.  P.  XXXIII). 
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sinus  des  angles  aigus  qu'il  contient , mais  son  sinus  ne 
fest  pas. 

273.  Corollaire  II.  Dans  un  triangle  rectangle,  le  sinus 
d un  angle  aigu  est  le  cosinus  de  T autre;  puisqu’un  de  ces 
angles  est  le  complément  de  l’autre. 

274*  Remarque.  Si  l'on  considérait  l’arc  AB  (fig.  111) 
comme  parvenu  à un  tel  degré  de  décroissement,  qu’on 
dât,  d’après  la  même  supposition,  le  confondre  avec  une 
ligne  droite,  son  sinus  verse  YOD  vaudrait  le  quarré  de  cet  arc, 
divisé  par  le  diamètre  BE.  Car  alors  BAE  serait  un  triangle 
rectangle  en  A (68),  et  le  sinus  AD  deviendrait  une  per- 
pendiculaire abaissée  de  l’angle  droit  sur  lhypothénuse. 

B A* 

Donc  on  aurait  (124)  H BD:BA:BE,  ou  bien  BD  — ‘ - . 

275.  Définition  IV.  Si , sur  T extrémité  du  rayon  BC , 
qui  termine  lare  AB  ( fig.  1 10),  on  élève  la  perpendiculaire 
BT,  jusqu'à  la  rencontre  du  rayon  prolongé  CA,  qui  passe 
à r autre  extrémité  du  même  arc,  elle  sera,  la  tangente  de  cet 
arc  AB,  ou  de  l'angle  ACB  qu'il  mesure.  DS  tangente  du 
complément  AD  sera  la  cotangente  de  ce  même  arc  AB. 

Corollaire.  On  peut  conclure  de  cette  définition  : 

276.  i.#  Que  depuis  o°  jusqu'à  go°  la  tangente  d'un  arc 
augmente , et  sa  cotangentc  diminue. 

277.  2.0  Qu'à  ces  deux  termes  il  n'y  a point  de  tangente  ; 
puisque,  dans  un  cas,  il  n’y  a point  d’arc;  et  que,  dans 
l’autre,  le  rayon  étant  parallèle  à la  tangente,  tirée  de 
l'extrémité  de  l’arc,  il  ne  peut  y avoir  de  rencontre  entra 
eux  (*). 

278.  3.®  Qu'au-delà  de  90°  plus  rare  ou  langle  augmente  , 
plus  sa  tangente  diminue , de  façon  qu'elle  égale  toujours 


(*)On  dit  communément  que  la  tangente  d’un  arc  de.  90°  est  in— 
Jlnic . tandis  que  nous  disons  ici  que  cet  arc  n’en  a aucune.  Ces  deux 
manières  de  s'exprimer,  qui  semblent  si  opposées,  ne  le  sput  cepen- 
dant qu’en  apparence. 
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celle  de  son  supplément.  Car  pour  l'angle  obtus  BCQ  la  tan- 
gente est  B t,  ainsi  que  pour  son  supplément  BCG  ; et  plus- 
l’angle  BCQ  deyient  obtus,  plus  le  point  t se  rapproche  du 
point  B.  Il  faut  cependant  observer  qu’alors  la  tangente 
est  prise  au  dessous  du  rayon  BC  , tandis  qu’elle  était 
prise  au  dessus,  lorsque  cet  angle  BCQ  était  aigu  ; et 
qu’ainsi  un  angle  devenant  obtus , la  situation  de  sa  tangente 
est  opposée  à celle  quelle  avait , cet  angle  étant  aigu.  On. 
voit  assez  qu’il  en  est  de  même  pour  sa  cotangente  DV;  et 
que  plus  l’angle  BCQ  devient  obtus,  plus  cette  ligne  DV 
augmente. 

279.  4.0  Que  la  tangente  de  t\5°  est  égale  au  rayon.  Car 
alors  le  triangle  BCT  est  isocèle,  puisque  l’angle  en  C 
étant  de  45",  l’angle  en  T doit  l’étre  aussi.  DoncBT=BC. 

280.  Définition  V.  La  sécante  CT  d'un  arc  AB  n'est  autre 
chose  que  le  rayon  CA,  qui  passe  par  une  extrémité  de  cet  arc t 
prolongé  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tangente  BT,  tirée  de 
l'autre  extrémité. 

281.  Corollaire.  r.°  La  sécante  d’un  arc  ou  d’un  angle 
o est  dônc  égale  au  rayon  , puisqu’alors  le  point  T tombe 
sur  le  point  B ; 2.0  depuis  l’arc  o la  sécante  augmente  et  la 
cosécante  diminue  jusqu’à  celui  de  90%  et  là  il  cesse  d’y 
avoir  une  sécante  ; puisqu’il  n’y  a plus  de  concours  entra 
le  rayon  et  la  tangente  ; 3."  au-delà  de  90°  la  sécante  re- 
paraît, pour  décroître  jusqu’à  180",  où  elle  vaut  encore 
le  rayon. 

282.  Théorème  I,  Dans  tout  triangle  les  sinus  des  angles 
sont  proportionnels  aux  côtés  opposés . 

Démonstration.  Si  l’on  inscrit  le  triangle  dans  le  cercle, 
chacun  de  ses  côtés  sera  la  corde  d’un  arc  double  de  celui 
qui  mesure  l’angle  opposé  (68);  et  par  conséquent  la 
moitié  de  chaque  côté  sera  le  sinus  de  cet  angle.  Les  di- 
vers côtés  seront  donc  entre  eux,  comme  les  sinus  des. 
angles  opposés. 
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282.  Théorème  II.  Le  sinus  d'un  arc  de  3o°  vaut  la  moitié 
du  rayon  de  cet  arc. 

Démonstration.  La  corde  qui  sous-tend  l’arc  de  6o°  vaut 
le  rayon  ( 140)  ; donc  le  sinus  de  3o°,  qui  est  la  moitié  de 
cette  corde  (269),  vaut  la  moitié  du  rayon. 

284.  Remarque.  Les  cordes  des  arcs  doubles  n’étant 
pas  proportionnelles  à ces  arcs  ( i5o),  les  moitiés  des  arcs 
et  des  cordes  ne  sauraient  être  en  proportion.  C’est  pour- 
quoi les  sinus  de  deux  arcs  ne  sont  point  entre  eux  comme 
ces  arcs;  mais  i/s  sont  comparativement  plu  s grands  par  rap- 
port aux  petits  arcs,  que  par  rapport  aux  grands. 

285.  Théorème  III.  Pour  un  arc  quelconque  AB , on  a 
ces  deux  proportions  : 

cos  AB  : sin  AB  ::  R : tang  AB. 

H cos  AB  : R : sec  AB. 

Démonstration.  Les  triangles  équiangles  APC  , TBC, 
donnent 

PC  : AP::BC:BT. 

PC:  AC:: BC: CT. 

Donc , etc. 

286.  Remarque.  Nous  verrons  plus  bas  (291)  que  con- 
naissantle  sinus  d’un  arc,  on  connaît  son  cosinus  ; et  par 
conséquent  on  a , d’après  le  théorème  précédent , sa  tan- 

' gente  et  sa  sécante. 

287.  Corollaire.  De  ce  que  l’on  a H cos  AB  : R^: 
sec  AB,  on  peut  conclure  que  pour  un  autre  arc  NB, 
on  aurait  également  H cos  NB  : R : sec  NB.  Donc  , cos 
AB  X sec  AB  — cos  NBx  sec  NB , ou  bien  cos  AB:  cos  NB 
::  sec  NB  : sec  AB  , ce  qui  exprime  que  les  cosinus  de  deux 
arcs  sont  en  raison  inverse  de  leurs  sécantes. 

288.  Théorème  IV.  Le  rayon  d'un  arc  quelconque  est 
moyen  proportionnel  entre  la  tangente  et  la  cotangente  do 
cet  arc.  • 
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Démonstration.  Les  triangles  semblables  CBT  , CDS  , 
donnent  BT  : BG  ::  CD  : DS  , ou  bien  H tang  B A : R : cot 
BA. 

Corollaire. Comme  la  même  proportion  aura  lieu  pour 
tout  autre  arc  BN  , c’est-à-dire,  qu’on  aura  —tang 
BN  : R : cot  BN.  Il  s’ensuit  que  quels  que  soient  les  deux 
arCsBN  et  BA,  on  aura,  tang  BA  X cot  BA 
X cot  BN  : ou  bien  , tang  BA  : tang  BN  : : cot  BN  : cot  BA  ; 
ce  qui  désigne  que  les  tangentes  de  deux  arcs  sont  en  raison 
inverse  de  leurs  cotangentes. 

289.  Théorème  V.  La  somme  des  sinus  de  deux  arcs  est 
à leur  différence , comme  la  tangente  de  la  demi-somme  de 
ces  arcs  est  à la  tangente  de  leur  demi-différence. 

Démonstratiot.  i."  Si  l’on  a les  deux  arcs  BA,  BD 
(fic.  112),  dontles  sinus  sont  Ap  , DP  : que  du  point  A 
on  mène  Ac  parallèle  au  diamètre  Bô  , et  qu’on  prolonge 
DP  jusqu’en  G , on  aura  Ap=  EP,DP  = PG  , BG  = BD. 
Donc  la  sommedes  deux sinussera  GE,  et  leur  différence 
DE  ; tandis  que  la  somme  des  deux  arcs  BA  , BD  , sera 
GA  , et  leur  différence  AD. 

a.°  Si  du  point  c on  tire  les  droites  cD  , cG,  et  que 
d’un  rayon  Ce  on  décrive  l'arc  dg , qui  passe  au  centre 
C des  arcs  donnés  , l’angle  AcG  aura  pour  mesure  <og,  ou 
bien  7 AG  (67).  Donc  ag  — : - AG,  et  pour  la  même  raison, 
ad  — 7 AD.  Par  conséquent  si  on  fait  passer  au  point  a 
la  ligne  T t perpendiculaire  sur  le  rayon  ac  , la  partie  nT 
sera  la  tangente  de  ag,  demi-somme  des  arcs  donnés , et  la 
partie  at  sera  la  tangente  de  ad,  leur  demi-différence. 
Or  (106),  GE  : DE  ::  aT  : at.  Donc  la  somme  des  sinus  de 
deux  arcs,  etc. 

290.  CoROLLAinE.  Si  donc  on  désigne  les  deux  angles  d’un 
triangle  par  A , a , les  côtés  opposés  par  C , c , leurs  sinus 

c pc  A + o A — a. 

parô,s,  on  aura  S -+-  s : o — s ■■  tang — - — \tang  — - — 

Mais  par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  (281)  5 :j"  Ç:c. 
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ou  bien  5 -f-  s : S — s ::C  + c:  C — c.  Donc  en  substituant , 

on  aura  C -4-c:  C — c"  tang  : tang  — — ;c’est- 

3 2 

A-dire,  que  la  somme  de  deux  côtés  cT un  triangle  quelconque 
est  à leur  différence , comme  la  tangente  de  la  demi-somme 
des  angles  opposés  à ces  côtés , est  à la  tangente  de  leur  de- 
mi-différence. 

agi.  Théorème  VI.  Dans  tout  triangle  rectangle  on  a ces 
deux  proportions  : i .°  Le  rayon  est  au  sinus  et  un  des  angles 
aigus , comme  f hypothénuse  est  au  côté  opposé  à cet  angle  : 
2.°  Le  rayon  est  à la  tangente  d'un  des  angles  aigus  , 
comme  le  côté  de  T angle  droit  appartenant  à cet  angle  aigu , 
est  à 1 autre  côté  de  l'angle  droit. 

Démonstration.  i.°  Les  sinus  des  angles  d’un  triangle 
étant  proportionnels  aux  côtés  opposés  (282)  , on  a ici  : 
le  sinus  de  l’angle  droit  ou  le  rayon  ( 270)  est  au  sinus 
d un  angle  aigu , comme  l’hypothénuse  est  au  côté  op- 
posé à cet  angle. 

2."  Dans  le  triangle  rectangle  ABC  (fig.  1 i3)  si  du  point 
C et  d un  rayon  CA  on  décrit  l'arc  A a , il  est  évident  que 
AB  sera  la  tangente  de  cet  arc  ou  de  l’angle  en  C.  Donc 
li  : tang  C ::  AC  : AB. 

292.  Problème  I.  Connaissant  le  sinus  d'un  arc , trouver 
son  cosinus , et  réciproquement. 

Solution.  Le  sinus  AP  et  le  cosinus  PC  (fig.  110)  sont  tou- 
jours les  deux  côtés  d’un  triangle  rectangle,  dont  le  rayon 
AC  est  l’hypothénuse.  Donc  on  a U74)  PC=\/AC’  — AP’ , 

et  AP  = \/ AC’ — PC’  , ou  bien  connaissant  le  sinus  d’un 
arc , pour  avoir  le  cosinus , il  faut  soustraire  le  quarré  du 
sinus  de  celui  du  rayon , et  prendre  la  racine  quarrèe  du 
reste.  Et  connaissant  le  cosinus,  pour  avoir  le  sinus , il 
faut  soustraire  le  quarré  du  cosinus  (le  celui  du  rayon , et 
prendre  la  racine  quarrèe  du  reste. 

2g5.  Corollaire.  En  soustrayant  la  valeur  du  sinus  ou 
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du  cosinus  du  rayon  , on  a le  cosinus  verse  ou  le  sinus 
verse  ; donc  de  ces  quatre  choses  : le  sinus , le  cosinus , le 
sinus  verse  , le  cosinus  verse  ; si  on  en  connaît  une , on  con- 
naît toutes  les  autres, 

ag4-  Problème  II.  Connaissant  le  sinus  d'un  arc  ADB 
( no.  114)  trouver  celui  de  sa  moitié  AD. 

Solution.  Le  triangle  rectangle  ABP  donne  AB 

= y/ AP’  -+-  PB*  ; donc  ou  bien  sin  AD  = 

2 

t/(  AP*  -4-  PB*) 

——————————  # 

2 

29.5.  Problème  III.  Connaissant  le  sinus  d'un  arc  BD  , 
trouver  AP , sinus  d'un  arc  double  ADB. 

Solution.  Le  rayon  CD  étant  perpendiculaire  à la 
corde  AB , les  deux  triangles  BAP  , BCQ,  sont  rectangles 

et  semblables.  Donc  on  a,  BC:  CQ  : : BA  : AP  = £?■  *..B_  , 

BC 

c’est-à-dire  , que.  le  sinus  d'un  arc  double  tf  un  arc  donné, 
vaut  le  cosinus  de  celui-ci , multiplié  par  le  double  de  son 
sinus , et  divisé  par  le  rayon. 

296.  Problème  IV.  Connaissant  les  sinus  de  deux  arcs 
BD , DE ( no.  1 1 5 ) , trouver  le  sinus  et  le  cosinus  , tant  de 
leur  somme  que  de  leur  différence. 

Solution.  1.®  Si  l'on  prolonge  le  sinus  PE  jusqu’en  A , 
l'arc  AD=DE,  et  par  conséquent  la  différence  des  deux 
arcs  donnés  sera  BA,  dont  le  sinus  est  AH  ; tandis  que 
leur  somme  sera  BE  , qui  a pour  sinus  EF.  Or  , pour 
trouver  l’expression  de  ces  deux  lignes,  qu’on  tire  d’abord 
P p , An,  parallèles  au  rayon  BC  : ensuite  PQ  perpendicu- 
laire à ce  même  rayon  , et  l’on  aura  PQ  =.pY  : Ep  ■=■  pa 
( 103)  ; puisque  EP  =PA.  De  plus,  le  triangle  PQC  sera 
semblable  au  triangle  DGC  ; et  par  conséquent  DC 
; DG  ::  PC  : TQ  ; ou  bien  R : sin  BD  ::  cos  DE:PQ 
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sin  BD  X cos  DE 
R 


. Le  triangle  EP p sera  semblable  au 


triangle  DGC  , et  l’on  aura  DC  : GC  ::  EP  : E p ; ou  bien 

Kur*  ..  • nr  t-  SMI  DE  X cos  BD 

: cos  BU  ::  sin  DE  : Ep  = ^ . Donc  , 


pour  exprimer  à la  foisPQ+E/>,  ou  EF  sinus  de  la  somme , 

et  PQ  — E p , ou  AH , sinus  de  la  différence  des  deux  arcs , 

urv  nr  SIU  BD  X cos  DE  ± sin  DE  X cos  BD 

BD  , DE  , on  aura . 


a.°  Pour  trouver  les  cosinus  FC  , HC  , les  triangles 
rQC , DGC , donnent  DC  : GC  ::  PC  : CQ  = — C-^C 

ULi 

= ro5.,^D  x ros  DE  . etlestrianglesEP,p,DGC,  donnent 


DC  : DG::  EP  : Vp  — 


DG  xEP 
DC 


sin  BD  X sin  DE 
R 


Or,  CF,  cosinus  de  la  somme  des  deux  arcs  BD , DE , vaut 

CQ  — P/>;  et  CH,  cosinusde  leur  différence,  vautCQ-t-P/>, 

puisque  P/?  = QF=QH(  102). Donc  le  cosinus  de  la  somme 

et  delà  différence  de  ces  arcs  sera . . 

rns  BD  X cos  DE  ^ sin  BD  X sin  DE 
„ . 


CHAPITRE  IL 

De  la  résolution  de  toute  sorte  de  triangles  rectilignes. 

297.  Pour  résoudre  les  triangles  rectilignes  , on  a d’a- 
bord cherché  à connaître  les  sinus  qui  répondent  aux  di- 
vers angles  , afin  d’en  pouvoir  conclure  la  valeur  de  ces 
angles.  Pour  cela  , on  a supposé  que  le  rayon  d’un  cercle 
quelconque  fût  divisé  en  un  très-grand  nombre  de  parties 
égales  , par  exemple  , en  100000  , et  l’on  a fixé  tantôt 
exactement , tantôt  par  approximation  , combien  de  ces 
parties  sont  renfermées  dans  le  sinus  d’un  angle  donné 
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quelconque.  On  a construit  des  tables  à plusieurs  co- 
lonnes, dont  l’une  contient  les  différents  arcs  en  degrés 
et  minutes;  et  dont  les  autres  contiennent  les  sinus, 
tangentes  et  sécantes  de  ces  arcs,  calculés  d’après  la  va- 
leur convenue  du  rayon  des  tables.  Par  ce  moyen , dès 
qu’on  connaît  un  arc  , on  trouve  vis-à-vis  son  sinus;  et 
réciproquement,  connaissant  un  sinus  , on  voit  à quel 
arc  il  répond.  Mais  comme  les  grands  nombres  qui  entrent 
dans  ces  calculs,  étaient  très-incommodes  pour  les  multi- 
plications et  les  divisions  , on  a mis  à côté  leurs  loga- 
rithmes , parle  moyen  desquels cesopérations sechangent 
en  de  simples  additions  et  soustractions.  Les  problèmes 
suivants  en  fourniront  divers  exemples. 

298.  Problème  I.  Mesurer  un  angle. 

Solution • Pour  mesurer  un  angle,  on  emploie  le  gra- 
pkomètre  ou  le  rapporteur , suivant  que  l’angle  est  supposé 
décrit  ou  sur  le  terrain  ou  sur  le  papier. 

Le  grapliomètre  est  un  demi-cercle  ADB(fig.  u6)dont 
la  circonférence  est  divisée  en  degrés  , et  dont  le  centre 
C porte  sur  un  pied  CP,  de  façon  queletplan  de  l'ins- 
trument est  mobile  en  tout  sens.  Un  de  ses  diamètres  AK 
est  fixe , et  1 autre  EF  ( qu  on  appelle  Y alidade)  est  mobile 
sur  le  centre  C.  Ils  portent  chacun  à leurs  extrémités  des 
ptnnules , qui  ne  sont  autre  chose  que  des  plaques  de 
cuivre,  élevées  perpendiculairement  sur  ces  diamètres,  et 
percées  d un  petit  trou  ou  d une  petite  fente.  Si  l’on 
veut  mesurer  sur  le  terrain  un  angle  MCN,  on  s’assure 
par  le  moyen  d un  à-plomb , que  le  centre  de  l’instru- 
ment répond  au  sommet  de  l’angle,  on  le  rend  parallèle  au 
plan  de  cet  angle  , et  puis  ayant  visé  à travers  les  pinnules 
supposées  en  A et  B,  un  piquet  élevé  sur  le  point  N,  ou 
tourne  l’alidade  EF,  jusqu’à  ce  qu’on  voie,  a travers  ses 
pinnules  , un  autre  piquet , placé  sur  le  point  M ; alors 
le  nombre  des  degrés,  qui  se  trouvent  dans  l’arc  BF  , dé- 
termine la  valeur  de  l’angle  MCN. 

Le  rapporteur  est  un  demi- cercle  AFB  ( fig.  117)  divisé 
en  ses  degres  , dont  on  se  sert , ou  bien  pour  mesurer  un 


Digitized  by  Google 


3i8  Eléments 

angle  DCE,  tracé  sur  le  papier,  ou  bien  pour  lever  un 
angle  connu  , tracé  sur  le  terrain.  Dans  le  premier  cas  , 
on  place  le  centre  de  l’instrument  au  sommet  de  l’angle  , 
son  diamètre  AB  , sur  l’alignement  d’un  côté  CE  , et  le 
nombre  des  degrés  contenusdans  l’arc  BG  donne  la  valeur 
de  l’angle.  Dans  le  second  cas , on  prend  l'arc  BG  du  même 
nombre  de  degrés  que  l’angle  donné;etayantmarqué  surle 
papier  les  points  C,  B,  G,  on  tire  les  droites  CB,  CG,  qui 
forment  l’angle  BCG , égal  à celui  qu’on  veut  lever  et 
rapporter  sur  le  papier. 

29g.  Problème  II.  Connaissant  dans  un  triangle  quel- 
conque un  côté  et  deux  angles  , trouver  le  troisième  angle 
et  les  deux  autres  côtés. 

Solution.  i.°  Le  troisième  angle  est  évidemmentconnu, 
puisqu’il  est  supplément  des  deux  autres  (78). 

2.0  Dès  qu’on  connaît  les  trois  angles  du  triangle  ABG 
(fig.  1 18)  avec  un  côté  quelconque  AB,  on  a les  deux 
autres  côtés  AC  , BC , par  les  proportions  suivantes  : 
sin  G : s’u  B ::  AB  : AC. 

" sin  C : sin  A ::  AB  : BC. 

3oo.  Problème  III.  Etant  donnés  deux  côtés  et  un  angle , 
trouver  tout  le  reste. 

Solution.  Ou  bien  l’angle  connu  est  renfermé  entre  les 
ôôtés  connus  , ou  bien  il  est  opposé  à l’un  d’eux. 

Premier  cas.  Si  dans  le  triangle  ABC  , on  connaît  seu- 
lement l’angle  B , et  les  côtés  BA,BC  , qui  le  forment  , 
on  cherchera  d’abord  la  valeur  des  deux  autres  angles 
A et  C,  donton  connaît  la  somme  (78)  -,  par  cette  analogie , 

AB  4- BC:AB  — BC  v.tang  A : tang  f dans 

laquelle  les  trois  premiers  termes  étant  évidemment  con- 
nus , le  quatrième  fera  trouver  la  tangente  de  la  demi- 
différence  des  deux  angles  A et  C ; et  par  conséquent  la 
demi-différence  de  ces  mêmes  angles.  Si  donc  on  l’ajoute 
à la  demi-somme  , on  aura  le  plus  grand  angle  C(qu’ou 
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connaîtra  , parce  qu’il  sera  opposé  au  plus  grand  côté 
donné  AB)  ; et  si  on  l’en  soustrait , on  aura  le  plus  petit 
A.  Tous  les  angles  étant  connus  , pour  avoir  le  côté  in- 
connu AC  on  dira  sin  A : sin  B ::  BC:AC. 

Second  cas.  Si  l’angle  donné  A est  opposé  à un  des 
côtés  connus  BC,  on  cherchera  d’abord  l’angle  C,  en  fai- 
sant BC  . BA ..sin  A.  sin  C;  ce  qui  donnera  la  valeur 
du  sinus  de  l’angle  C,  ou  bien  cet  angle  lui-même,  par 
le  moyen  des  tables.  Les  deux  angles  A et  C étant  connus, 
on  aura  le  troisième  B,  qui  sera  leur  supplément,  et 
alors  le  côte  inconnu  AC  se  trouvera  en  disant  sin  Ai 
sin  B::  BC  : AC. 

301.  Remarque.  U faut  observer  ici  que  dans  ce  second 

cas,  l’angle  C n étant  connu  que  par  son  sinus,  et  la 
même  valeur  de  sinus  appartenant , soit  à l’angle  aigu  C , 
soit  à l’angle  obtus  ADB  , qu’on  suppose  supplément  du 
premier , le  même  calcul  doit  se  rapporter  indifférem- 
ment à ces  deux  angles,  et  par  conséquent  aux  deux 
triangles  ABC,  ABD.  Cela  indique  qu’alors  le  problème 
a deux  solutions  , et  que  l’état  de  la  question  doit  indi- 
quer celle  qui  convient  au  cas  dont  il  s’agit,  en  faisant 
savoir  si  l’angle  opposé  au  côté  AB  est  aigu  ou  obtus. 

302.  Problème  IV.  Connaissant  les  trois  côtés  du  triangle 
ABC  ( fig.  1 18  ) trouver  ses  trois  angles. 

Solution.  Si  AC  est  le  plus  grand  côté,  on  est  assuré 
(81)  que  B est  le  plus  grand  angle  ; et  qu’ainsi  la  perpen- 
diculaire BP  tombera  en  dedansdu  triangle  (83).  On  a donc 

cette  proportion  (i55) , AC  : AB+BC" AB — BC:AP PC, 

par  laquelle  on  connaîtra  la  différence  des  deux  segments 
AP  , PC  : et  comme  on  connaît  leur  somme  AC,  on  aura 
C -4lg‘  33 1 ) la  valeur  de  chacun  en  particulier.  On  pourra 
donc  résoudre  le  triangle  rectangle  ABP  (3oo) , puisque  , 
outre  l'angle  droit,  on  connaîtra  ses  deux  côtés  AB  et  AP  ; 
et  I on  aura  1 angle  A,  lequel  étant  connu,  le  triangle 
donné  ABC  sera  résolu  par  le  problème  précédent. 
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3o3.  Remarque.  On  voit  assez  que  pour  connaître  la 
différence  des  deux  segments  AP  , PC  , il  n’est  pas  néces- 
saire dans  la  pratique,  d’abaisser  la  perpendiculaire  BP, 
mais  qu’il  suffit  de  faire  cette  proportion  : le  plils  grand 
côté  est  à la  somme  des  deux  autres  , comme  leur  différence 
est  à x , donc  la  valeur  sera  la  différence  des  segments. 

/ ' Nous  allons  rapporter  ici  quelques  exemples , auxquels 
i on  fera  l'application  des  problèmes  précédents. 

'f  004.  Exemple  I.  On  demande  de  trouver  la  distance  de 
deux  endroits  A et  B ( fig.  119)  dont  on  peut  approcher. 

Solution.  Ayant  choisi  une  station  commode  en  C, 
mesurez  d’abord  l’angle  ACB,  puis  les  côtés  AC,  BC  ; et 
résolvant  le  triangle  ABC  (3oo),  dans  lequel  vous  con- 
naissez deux  côtés  et  un  angle  , vous  trouverez  le  côté 
inconnu  AB. 


Supposons.  . .< 


AC  = 60  mètres. 
BC  = 86  M. 

c = r,f 


ce  qui  donnera 


AC  -+-  BC  =r  1 46  M. 
AC  — BC  = 26  M. 


A + B 


= 61'  3of 


Donc  {Alg  292)  Log  146.  Los 
A -B 

Log  tang  . 


26  Log  tang  6 1° . 3of. 


Or, 


’ Log  146 = 2.  1643529 

Log  26 = 1.4149733 

Log  tang 6 1°  So*  =■  10.  2652356 


Donc  Log  tang 
= 18»  9'. 


9.5i 5856o  et  partant 


A-B 


Or, 
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Or,  A>B  ; donc  A = 7g0  3c/  et  B = 4^’  ai*. 

On  a donc  ( 282  )jm  790  59f  : 5t/t  5ya  ::  86M  : AB. 

’ Log  sin  79°  3ÿ  = 9.  9928753 
Mais  . . . . Log  sin  S f = . . g.  9236914 

Log  8G  = . . . . 1.9344984* 

• \ 

Donc  Log  KR=  1, 8652145,  et  partant  AB:=  74  mètres. 

305.  Exemple  II.  On  demande  la  distance  de  deuxpoints 
A et  B , dont  un  seul  A est  accessible. 

Solution.  Ayant  choisi  pour  station  le  point  C , d’où 
l’on  peut  découvrir  les  points  A et  B,  mesurez  l’angle  C , 
l’angle  A , et  le  côté  AC  ; on  conclura  de  là  l’angle  B , et 
l’on  établira  cette  proportion  pour  avoir  le  côté  AB. 

sin  B : sinC::  AG  : AB. 

.v  > 

• C = 64° 

Supposons...  A = 8o°,  et  partant  B = 36* 

AC  = a36  mètres. 

* . 



Log  sin  36°  = g.  7692187 

Qr , Log  sin  640  = 9.  o5366oa 

Log  236. . . = 2.  3729120. 

Donc  Log  AB  — 1 .6573555  ; et  partant  AB  = 4^  mètres. 

306.  Exemple  III.  Mesurer  la  distance  de  deux  lieux  inac- 
cessibles A et  B. 

Solution.  Ayant  me'suré  une  base  ED,  telle  que  de  ses 
points  E , C,  D , on  puisse  voir  Aet  B,  prenez  ensuite  du 
point  C les  angles  ACB,  ACE  , d’où  vous  conclurez  la  va- 
leur de  leur  supplément  BCD  : prenez  la  mesure  des 
angles  E et  D,  ainsi  que  des  côtés  EC,  CD  , et  vous  con- 
Géométrie . ‘ai 
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naîtrez  dans  chaque  triangle  AEC,  BD C,  deux  angles  et 
un  côté  ; ce  qui  suflit  pour  avoir  les  deux  côtés  AC , BC. 
Donc  dans  le  triangle  ABC  , outre  l’angle  C,  vous  con- 
naîtrez les  deux  côtés  qui  le  forment,  ce  qui  sufüra  pour 
avoir  le  troisième  côté  AB. 

307.  Exemple  IV.  On  demande  de  trouver  T élévation  per- 
pendiculaire d'une  montagne  au  dessus  de  la  ligne  horizon- 
tale AB  (fio.  120). 

Solution.  Ayant  choisi  deux  stations  commodes  A et  B, 
d’où  l'on  puisse  voir  le  sommet  S , et  ayant  mesuré  à la 
toise  la  base  AB  , prenez  la  valeur  des  angles  SAB,  SBA, 
et  vous  aurez  le  côté  SB  (29g).  Celui-là  étant  connu,  pre- 
nez l’angle  SBE,  dont  le  côté  BEest  horizontal  , et  alors 
dans  le  triangle  rectangle  SBE  , vous  connaîtrez  l’angle 
aigu  en  B , l’angle  droit  en  E,  et  l’hypothénuse  SB.  Il 
sera  donc  aisé  de  le  résoudre,  et  d’avoir  le  côté  SE, 
qui  est  la  hauteur  de  la  montagne. 

308.  Exemple  V.  Trouver  la  hauteur  dune  tour  ou  d'un 
objet  quelconque , élevé  perpendiculairement  sur  Vhorizon, 
soit  qu'on  puisse  ou  qu'on  ne  puisse  pas  en  approcher. 

Solution.  i.°Si  la  tour  AB  (fio.  121  ) est  accessible,  me- 
surez sur  une  ligne  horizontale  , la  distance  CF  du  pied 
de  la  tour  à un  point  F , que  vous  choisirez  de  façon  que 
l’angle  en  F soit  à peu  près  de  : prenez  cet  angle , et 
dans  le  triangle  rectangle  ACF  , vous  connaîtrez,  outre 
l’angle  droit  en  C , les  deux  angles  aigus  en  F et  en  A ; 
ce  qui  suffit  pour  trouver  la  valeur  du  côté  AC,  auquel 
ajoutant  la  hauteur  de  l instrument  FG,  vous  aurez  la 
hauteur  entière  de  la  tour. 

2.*  Si  la  tour  est  inaccessible  , choisissez  deux  stations 
en  D et  en  F , telles  que  les  angles  DAF  , FAC  , ne  soient 
pas  trop  aigus  : prenez  la  valeur  des  angles  en  F , et  do 
l’angle  en  D,  ainsi  que  la  longueur  de  la  ligne  DF  : et 
alors  connaissant  un  côté  et  deux  angles  du  triangle 
DAF  , vous  aurez  la  valeur  de  FA.  Celle-là  étant  connue , 
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on  a dans  le  triangle  rectangle  FAC , l’angle  en  F,  l'angle 
droit  enC,  et  l’hypothênuse  FA,  ce  qui  suffit  (3oo),  pour 
trouver  le  côté  AC , qui  est  la  hauteur  de  la  tour. 

, ■ 1 -■  ■ .T-  ■ i.  il i 


SECTION  V. 

De  la  Trigonométrie  sphérique. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Principes  de  Trigonométrie  sphérique  et  propriétés 
générales  des  triangles. 

3og.  Définitions  I .Un  triangle  sphérique  n'est  autre 
chose  que  la  portion  de  la  surface  d une  sphère  renfermée  en 
tous  sens  par  trois  arcs  de  grand  cercle.  Ainsi  nous  ne  consi- 
dérerons point  des  triangles  qui  pourraient  être  formés 
par  des  arcs  de  petits  cercles. 

3i  o.  II.  L'objet  de  la  trigonométrie  sphérique  est  de  résoudre 
ces  sortes  de  triangles ; c’est-à-dire,  connaissant  trois  des 
six  choses  qui  les  composent,  savoir,  trois  angles  et  trois 
côtés  , d’en  déduire  la  détermination  des  trois  autres. 

3i  1.  Remarque.  Dans  la  trigonométrie  plane  la  connais- 
sance de  trois  angles  ne  suffit  point  pour  résoudre  le 
triangle  rectiligne  qui  en  est  l’objet,  parce  que  ces  trois 
données  ne  font  connaître  que  les  rapports  des  trois  côtés, 
uon  leurs  valeurs  absolues.  Ici,  au  contraire,  ne  cher- 
chant point  les  grandeurs  réelles  des  côtés,  mais  seulement 
le  nombre  des  degrés  qu’ils  contiennent  ou  leur  rapport 
avec  le  quart  de  cercle  , il  suffit  de  connaître  trois  des  six 
choses  quelconques  composant  un  triangle  sphérique  , 
même  les  trois  angles  seulement,  pour  être  en  état  de  le 
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résoudre.  Si  l’on  veut  ensuite  avoir  les  valeurs  absolue» 
des  cètés,  on  les  trouvera  avec  toute  l’approximation 
qu'on  peut  desirer^S),  pourvu  qu’on  connaisse  le  rayon 
de  la  sphère  à laquelle  ils  appartiennent. 

5i2.HI.  Si  sur  le  plan  d’un  grand  cercle  ABDE  (fig.  122), 
on  conçoit  un  de  ses  diamètres  FM,  élevé  perpendiculai- 
rement en  dessus  et  en  dessous,  passant  par  le  centre  C,il 
deviendra  Taxe  du  cercle  , et  ses  extrémités  F,  M,  en  se- 
ront les  pûtes  (*). 

3i3.  Corollaire  I.  Il  suit  de  là,  1."  que  l'arc  FD  mené 
sur  la  surface  de  la  sphère  entre  le  pôle  F d'un  cercle  et  sa 
circonférence  ABDE  est  sur  un  plan  FCD  perpendiculaire  a 
celui-ci  ; puisqu’il  est  conduit  le  long  de  la  perpendicu- 
laire FC  (194  )•  1 . _ 

2.0  Qu'il  est  de  90%  puisqu’il  mesure  l’angle  droit.FLD , 
formé  par  l’axe  FC  sur  le  plan  ABDE.  • 

3.”  Que  tous  les  grands  cercles , qui,  comme  AFDM , pas- 
seront par  les  pôles  F,  M , d'un  autre  cercle  ABDE , ou , ce 
qui  est  la  même  chose,  qui  auront  pour  section  commune 
l'axe  FM  de  cet  autre,  seront  perpendiculaires  à celui-là  ( 1 94)* 
Et  réciproquement,  si  dans  la  sphère  deux  arcs  ID,HD, 
sont  sur  deux  plans  circulaires  faisant  un  angle  droit  HDI , 
étant  suffisamment  prolongés  iis  passeront  par  les  pôles  l'un 
de  [autre. 

3i4.  Corollaire  II.  On  conclura  de  là,  1.“  qyc  si  deux 
arcs  FG,  FD,  ou  , ce  quiest  le  même,  si  les  plans  de  ces  deux 
arcs  sont  perpendiculaires  à un  troisième  cercle  ABDE  , ils 
1 passent  T un  et  l autre  par  les  pôles  de  ce  troisième  ; et  qu’ai  nsi 
leur  commune  intersection  F est  un  de  ces  pôles. 

a.-»  Qiie  la  circonférence  d' un  grand  cercle  étant  donnée  de 
position  sur  une  sphère,  il  est  facile  de  trouver  ses  pôles  ; câr 
il  suffit  d’écarter  les  pointes  d’un  compas  sphérique,  jus- 


(’)  Dans -la  fig.  122,  le  cercle  ABDE  est  supposé  horizontal, 
l'axe  FM  vertical,  aiusi  que  le  plan  circulaire  AFDM. 
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qu'à  ce  qu’elles  renferment  le  quart  de  la  circonférence 
du  cercle  donné  ; puis  appuyant  successivement  l’une  sur 
deux  points  de  la  circonférence  , et  traçant  avec  l’autre 
deux  arcs  de  chaque  côté  du  plan  circulaire  assigné  , les 
points  où  ces  arcs  se  couperont  de  part  et  d’àutre  seront 
les  deux  pôles;  puisque,  par  la  construction  y ils  seront 
distants  de  go"  de  la  circonférence  donnée.  ' j . q V 

Réciproquement,  le  paie  d'un  grand  cercle  étant  assigné 
sur  la  surface  de  la  sphère , il  est  aisé  dé  décrira  ht  circonfé- 
rence du  cercle  auquel  il  appartient, en  appuyant  une  pointe 
du  compas  sur  ce  pôle,  et  décrivant  la  circonférence  avec 
l’autre  pointe  sous  une  ouverture  de  go”. 

315.  Corollaire  III.  Deux  plans  circulaires  FDM  , .FGM, 

ne  pouvant  s’approcher  ou  s’éloigner  en  tournant  sur  leur 
commune  section,  sans  que  leurs  axes , ainsi  que  leurs 
tangentes  FT,  Fr,  au  point  F,  i’une  sur  lôderriF  cercle 
RDM,  l’autre  sur  le  demi-cercle  FGM  , s'approchent  on 
s’éloignent  également , il  s’ensuit  j ».°  que  tarigle  formé 
par  les  axes  ou  par  les  tangentes  au  point  F,  est  égal  à celui 
formé  par  les  plans;  2 ,°  que  deux  cercles  differents  tu' peuvent 
avoir  les  mêmes  pôles.  \ 

316.  Théorème  I.  Deux  grands  cercles  de  la  sphère  se 
coupent  toujours  en  deux  parties  égales. 

Démonstration.  Le  centre  de  la  sphère  étant  un  point 
commun  à tous  les  grands  cercles  (255),  leur  intersection 
passera  par  ce  point.  Donc  elle  sera  un  diamètre,  et  divi- 
sera chaque  cercle  en  deux  parties’égales. 

Ainsi  deux  arcs  de  grand  cercle  ne  peuvent  renfermer 
en  touÇ  sens  une  portion  de  surface  sphérique,  s’ils  ne 
sont  de  180°  chacun. 

• • J.  V ■ . V < .Ml.  '<>  . 

Siç.  Théorie  II.  Un  angle  sphérique  DFH  a pour  me- 
sure l arc  de  grand  cercle  DH  compris  entre  jeyr  c\tés,  pro- 
longés, s'ilfe  faut , et  décrit  du  sommet , comme  pale. 

Démonstration.  Cet  angle  est  égal  à celui  formé  par  les 
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deux  plans  demi-circulaires  FDMC,  FGMC.  Or,  si  du 
centre  G,  on  élève  sur  le  premier  le  rayon  CD  et  sur  le  se- 
cond le  rayon  CH,  perpendiculaires  à la  commune  section 
FM,  et  qu’avec  un  de  ces  rayons  on  décrive  l’arc  de 
grand  cercle  DH,  cet  arc  mesurera  l’angle  plan  (193), 
et  en  outre  il  aura  son  pèle  en  F (3i4).  Donc  un  angle 
sphérique,  etc. 

3i8.  Corollaire.  Pour  abaisser  du  point  I de  la  sphère 
un  arc  1D  perpendiculaire  sur  un  arc  donné  HD , il  suffit 
donc,  1.®  de  fixer  le  pôle  F de  lare  HD;  a.®  d abaisser  de  ce 
pôle  lare  FD  passant  parle  point  I,  lequel  sera  perpendicu- 
laire sur  HD  prolongé , s’il  le  faut  ( 3t3). 

3ig.  Théorème  III.  La  somme  des  deux  côtés  dun  triangle 
sphérique  est  plus  grande  que  le  troisième. 

Démonstration.  Le  plus  court  chemin  (fig.  123)  pour 
aller  du  point  D au  point  H , sur  la  surface  de  la  sphère  , 

• est  l’arc  de  grand  cercle  DH.  Donc , quel  que  soit  le  trian* 
gle  MDH,  on  aura  DH  < DM -h  MH. 

3ao.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  dans  tout  triangle  sphé-> 
rique  FDH , la  somme  des  trois  côtés  est  moindre  que  36o°. 
Car  les  deux  côtés  FH,  FD  avec  leurs  suppléments  MH  , 
MD, valent  36o*;  mais  le  troisième  HD  est  moindre  que  la 
somme  de  ces  suppléments  (3ig).  Donc,  ajouté  aux  côtés 
FH,  FD,  la  somme  vaudra  moins  de  36o®. 

3a  1.  Théorème  IV.  Si  des  trois  angles  d un  triangle  sphé- 
rique ABC  (fig.  ia4)  , comme  pôles,  on  décrit  trois  arcs , 
savoir  EF  de  A , FD  de  B , DE  de  C , formant  le  triangle 
DEF  ,je  dis  : 

i.®  Que  les  angles  du  secorul  triangle  DEF  sont  les  pôles 
des  côtés  opposés  du  premier  ABC  ; 

a.®  Que  ses  côtés  sont  les  suppléments  des  angles  opposés 
du  premier  ; 

3.®  Que  scs  angles  sont  les  suppléments  des  côtés  opposés 
du  premier. 
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Démonstration.  i.°  D est  le  pôle  de  BC.  Car  DF  étant 
décrit  du  pôle  B , le  point  D est  à go"  de  B : ED  étant  dé- 
crit du  pôle  C,  le  point  D est  à go°  de  C.  Donc  les  pointa 
B et  C sont  à go°  chacun  de  D , ou  bien  (3i4)  D est  le  pôle 
de  l'arc  BC  (on  démontrerait  de  même  que  E est  le  pôle 
de  AC  , et  que  F est  celui  de  AB). 

a.“  EF  est  supplément  de  A.  Car  puisque  F est  le  pôle 
de  ABH,  FH  est  de  go”  ; puisque  E est  le  pôle  de  ACG,EG 
est  de  go°  ; donc  FH  -4-  EG , ou  bien  FE  -+-  HG  = 180®  ; 
donc  FE  est  supplément  de  HG  ; mais  HG  mesure  l’angle 
A,  puisqu’il  est  décrit  de  A comme  pôle.  DoncFE,  côté 
du  second  triangle,  est  le  supplément  de  l’angle  opposé  A 
dans  le  premier  ( semblable  raisonnement  prouverait  que 
FD  est  supplément  de  B,  et  que  DE  l’est  de  C). 

3."  D est  supplément  du  côté  BC.  Car  B étant  pôle  de 
DF , BK  = go®  ; C étant  pôle  de  DE , CL  = go*  ; donc  BK 
■+-  CL  , ou  LK  BC  = 180° , ce  qui  rend  LK  supplément 
de  BC.  Mais  LK  décrit  du  pôle  D mesure  l’augle  D(3i7); 
donc  cet  angle  est  supplément  du  côté  opposé  BC  (le 
même  raisonnement  s’applique  aux  autres  angles.) 

322.  Remarqué.  Le  triangle  DEF  est  appelé  triangle 
supplémentaire  de  ABC  ; et  il  est  clair  que  les  parties  de 
l’un  étant  connues,  celles  de  l’autre  le  sont  nécessai- 
rement. 

3a3.  Corollaire.  La  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  - 
sphérique  vaut  moins  de  180°  X 3 ou  de  5^0°,  et  plus  de 
i8o\ 

Car  ( 3a  1 ) A -+-  B *4*  C -jr  EF  + DF  + DE  — 1800  X 3,  ou 
540*.  Donc  A + B + C< 540*.  D’ailleurs  ( 3ao ) EF  •+-  DF 
-t-  DE  < 180*  X 2 ; donc  A 4-  B H-  C >'  180*. 

On  voit  donc  que  les' trois  angles  d’un  triangle  sphé- 
rique peuvent  être  supposés  aigus  , pourvu  que  leur 
somme  ne  soit  pas  au  dessous  de  180*;  obtus,  pourvu 
qu’ils  vaillent  moins  de  540°;  et  par  conséquent  qu'ils 
peuvent  être  tous  droits.  Ainsi  leur  somme  n’étadt  point 
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Jixe  comme  dans  le  triangle  rectiligne  > de  la  vahur 
connue  de  deux , on  ne  peut  point  conclure  celle  du  troi- 
sième. 

' 5:î4.  T/ikorf.me  V.  Si  sur  la  même  sphère  on  décrit  deux 
triangles  ABC,  abc  (fig.  134  et  ia5)  ils  seront  égaux  en 
tout  : 

i.“  S'ils  ont  les  côtés  homologues  égaux , chacun  à chacun ; , 

a.”  S'ils  ont  deux  côtés  homologues  égaux  renfermant  un 
angle  égal; 

3.°  S'ils  ont  deux  angles  homologues  égaux,  adjacents  à un 
tâté  égal  dans  chacun; 

4»°  S'ils  ont  tous  leurs  angles  homologues  égaux , chacun 
à chacun. 

Démonstration.  Les  trois  premiers  cas  se  démontrent 
par  la  méthode  de  superposition , ainsi  qu'on  l’a  vu  pour 
les  triangles  rectilignes (chap.  vu,  sec.  i).  Le  quatrième  qui 
n’a  pas  lieu  dans  les  triangles  rectilignes  s'ensuit  du  théo- 
îème  précédent. 

En  effet,  si  l’on  décrit  les  triangles  supplémentaires 
DEF , deft  puisque  ( hyp.)  A=«,  EF  — ef( 021)  ; de  même 
DE  = de , DF  = df.  Donc , par  le  premier  cas  ci-dessus , 
les  triangles  supplémentaires  seront  égaux  en  tout.  Donc 
le  côté  BC , supplément  de  l'angle  D , égale  bc , supplément 
de  l’angle  a ; et  par  la  même  raison  AC  = ac , AB=  ab. 
Donc  les  triangles  ABC,  «Ac,  outre  leurs  angles  égaux, 
ont  leurs  côtés  égaux  chacun  à chacun  ; ce  qui  les  rend 
égaux  en  tout. 

325.  Théorème  VI.  Dans  tout  triangle  sphérique  isocèle 
ABC  ( fig.  126  ) les  angles  C et  B , opposés  aux  côtés  égaux 
AB  , AC  , sont  égaux , et  réciproquement. 

Démonstration.  i.°  Prenez  les  deux  arcs  égaux  AD, 
AE  , et  des  points  B et  C menea  les  arcs  BE  , CD.  Cela 
posé  > !#*  tri«ngles  ADC,  AEB  . ayant  l’angle  commun 
A , et  les  côtés  autour  de  cet  angle  égaux,  chacun  à cha- 
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cnn  , seront  égaux  en  tout  (324)  ; donc  DC  = EB.  En  ou- 
tre, les  triangles  DBC,  ECB,  ayant  tous  leurs  côtés  égaux , 
chacun  à chacun,  sont  encore  égaux  eu  tout  ( 324);  donc 
l’angle  DBC  = l’angle  ECB. 

2."  Si  B = C (fto.  124),  je  dis  qu'on  aura  le  côté  AB  égal 
a 11  côté  AC.  Car  si  ces  angles  sont  égaux , leurs  suppléments 
DF,  DE,  seront  égaux  , et  le  triangle  supplémentaire  DEF 
sera  isocèle;  donc,  par  la  première  partie  du  théorème, 
l’angle  E = l’angle  F ; donc  AC , supplément  de  E , vaudra 
AB,  supplément  de  F,  ou  bien  le  triangle  ABC  sera 
isocèle. 

• >•  J 

526.  Théorème  VII.  Dans  tout  triangle  sphérique  ABC 
(fig.  127),  le  plus  grand  Coté  AC  esc  opposé  au  plus  grand 
angle  B , le  plus  petit  côté  BC  au  plus  petit  angle  A. 

Démonstration.  Sur  le  plus  grand  angle  B,  prenez  l’angle 
CBD  égal  à l’angle  C.  Le  triangle  DBC  sera  isocèle  ( 3a5) 
ou  bien  BD  = DC , et  BD  -t-  DA=  AC.  Or,  (3ig)BD-+-  DA 
>BA,  côté  opposé  au  moyen  angle  C.  Donc  AC,  opposé 
au  plus  grand  angle,  est  le  plus  grand  côté. 

2."  Si  AC  (fig.  124)  est  le  plus  petit  côté  dans  le  triangle 
ABC,  l’angle  E du  triangle  supplémentaire  sera  le  plus 
grand.  Donc , par  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  le 
côté  DF  sera  le  plus  grand;  ou  bien  l’angle  B,  duquel  il 
est  supplément , sera  le  plus  petit  dans  ABC  ; par  consé- 
quent si  AC  est  le  plus  petit  côté  dans  ABC , l’angle  opposé 
B sera  le  plus  petit. 


■ f • . » , 

, • * * » 1 * . K * 
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CHAPITRE  IL 

Des  Triangles  sphériques  rectangles. 

Z2.7.  DÉnNITI  o n s I.  Lorsqu’un  triangle  sphérique 
n’aura  qu’un  angle  droit,  le  côté  opposé  à cet  angle  sera 
T hypothénuse  ; quand  il  en  aura  plusieurs  ( 3a5  J , l’hypo- 
thénuse  sera  le  côté  opposé  à l’angle  droit  qu’on  considé- 
rera, et  alors  cet  angle  sera  appelé  angle  principal , et  les 
deux  autres  seront  appelés  angles  obliques. 

3a8.  II.  Deux  angles  sont  dits  de  même  espèce , s’ils  sont 
tous  les  deux  aigus,  ou  tous  les  deux  obtus,  ou  tous  les 
deux  droits.  Il  en  est  de  même  de  deux  arcs,  suivant  qu’ils 
sont  l’un  et  l’autre  de  90",  ou  tous  les  deux  plus  grands, 
on  tous  les  deux  plus  petits  que  de  90°.  Dans  le  cas  con- 
traire, ils  sont  dits  d'especes  différentes. 

5zg.  Théorème  I.  Dans  tout  triangle  sphérique  rec- 
tangle chaque  angle  oblique  est  de  même  espèce  que  le  côté 
opposé. 

C’est-à-dire  , qu’il  vaut  90°,  si  le  côté  opposé  est  de  90"; 
qu'il  vaut  plus  ou  moins,  suivant  que  le  côté  opposé  vaut 
plus  ou  moins  de  90°. 

Démonstration.  Supposant  le  triangle  ABC  (fig.  128) 
rectangle  en  A : 

1/  Si  AB  = 90°,  B est  le  pôle  de  AC  ( 3x3 ) ; donc  BC  est 
perpendiculaire  sur  AC,  ou  bien  l’angle  C = 90°. 

2.0  Si  AB  < 90°,  qu’on  le  prolonge  en  D , de  façon  que 
AD  = go.  Alors  ( 3i3  ) 1 angle  DCA  =90°.  Donc  BCA  < 90. 

3.°  Si  dans  ADC  l’arc  AD  >90",  qu’on  retranche  BD 
pour  avoir  AB  = 90°.  Alors  l’angle  BCA  = 90’.  Donc 
DCA  >9o\ 


Digitized  by  Google 


r»  e Mathématiques.  33i 

33o.  Théorème  II.  L'hypothènuse  d'un  triangle  rec- 
tangle sera  plus  petite  que  go" , si  les  deux  côtés  ou  les  deux 
angles  obliques  sont  de  même  espèce  ; elle  sera  plus  grande , 
s'ils  sont  d'espèces  differentes. 

Démonstration.  Supposant  l’angle  droit  en  A dans  le 
triangle  ABC  (fig.  128  ),  je  dis  : 

1."  Si  les  côtés  AB,  AC  , sont  chacun <90%  l’hypothé- 
nuse  BC<9o".  Car  prolongeant  AB  de  manière  que  AD 
= 90%  ou  que  le  pôle  de  AC  soit  en  D , les  angles  ADC , 
ABC,  devant  être  de  même  espèce  que  AC  (32g),  seront 
aigus  ; donc  le  supplément  CBD  est  obtus  , et  partant 
(326)  CD  >BC.  Or  ( 3i3)  CD  = 90°.  Donc  l’hypothènuse 
BC<go°. 

a.”  Si  plaçant  l'angle  droit  en  F dans  le  triangle  FDH 
( fio.  ia3)  les  côtés  FH  etFD  sont  chacun  > 90“,  l’hy- 
pothénuse  DH <90*.  Car  prolongeant  FD,  FH,  jusqu’à 
leur  rencontre  , l’angle  M sera  droit,  comme  est  supposé 
l'angle  F;  et  les  arcs  MD,  MH  , suppléments  de  FD,  FH, 
seront  chacun  <90°;  donc,  par  la  première  partie  du 
théorème,  l’hypothénuse  commune  DH <90°. 

3.°  Dans  le  triangle  ADC,  rectangle  en  A (fig.  128),  si 
AD  > 90°  et  AC  < go”,  l’hypothénuse  DC  > go".  Car  retran- 
chant BD  de  façon  que  AB=go°,  les  angles  ABC,  ADC, 
devant  être  de  même  espèce  que  le  côté  opposé  (3ag) 
sont  chacun  < 90".  Donc  le  supplément  de  ABC,  savoir 
DBC>9o°  ; et  puisque  (3i3)  BC  = go°,  l’hypothènuse 
DC  >90". 

Mais  parce  que  nous  avons  vu  (5ag)  les  angles  obliqué^ 
étant  toujours  de  même  espèce  que  les  côtés  opposés  , ce 
que  nous  venons  de  démontrer  pour  ceux-ci  relativement 
à l’hypothénuse , s’applique  aux  angles.  Donc  en  géné- 
ral, etc. 

35i . Théorème  III.  Dans  un  triangle  sphérique  quelconque 
les  sinus  des  divers  angles  sont  comme  les  sinus  des  cotés 
opposés  à ces  angles,  ■ .>  • 
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Ainsi  dans  le  triangle  sphérique  ABC  (fig.  139), on  aura 
sinC  : sinB::  sin  AB  : sin  AC. 

Démonstration.  ï."  Par  les  trois  côtés  du  triangle  ABC 
conduisez  au  centre  H de  la  sphère  les  plans  de  grand 
cercle  terminés  par  ces  côtés  : leurs  intersections  AH,  BH, 
CH,  seront  trois  rayons  de  la  sphère,  ou  trois  arêtes  de  la 
pyramide  sphérique  HABC. 

2.°  Du’point  A abaissez  sur  la  face  opposée  HBC  la  per- 
pendiculaire AD,  et  le  long  de  cette  ligne,  conduisez 
deux  plans  triangulaires  AED,  AFD , de  manière  que  l’uu 
soit  perpendiculaire  au  rayon  HB  , l’autre  au  rayon  HC. 
Alors  DEPet  AE  seront  deux  perpendiculaires  à la  ligne 
HB  (192),  et  l’angle  DEA  qu’elles  forment,  vaudra  l’an- 
gle sphérique  B (317):  par  la  même  raison  DEA  vau- 
dra l’angle  C.  En  outre , à cause  de  la  perpendiculaire  AD 
sur  la  face  HBC,  les  deux  triangles  ADE , ADF,  sont  rec- 
tangles en  D.  Donc  on  a ( 291  ) : 

R.:sin  AED  ::  AE:  AD. 

Sin  AFD:R  ::  AD:AF. 

Donc  en  multipliant  les  termes  correspondants, 

• ! 

R x sin  AFD  : R x sin  AED  : : AD  x AE  : AD  x AF.. 

Ou  bien  effaçant  les  facteurs  communs, 

Sin  AFD:  sin  AED  ::AE:ÂF.  ’ 

Or  (267)  AE  est  le  sinus  de  l’arc  AB , AF  est  celui  de  l’arc 
AC;  de  plus  AFD  vaut  l’angle  sphérique  C,  et  AED  vaut  D; 
donc  sin  C : sin  B ::  sinAB'.sinAÇ. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  sin  C:  sin  A : ; 
sin  AB: sin  BC. 

532.  ConoLLAinE.  Si  A est  droit,  BC  sera  l’hypothénuse 
dans  le  triangle  rectangle  ABC  et  les  angles  B et  C seront 
les  angles  obliques.  Donc  puisque  le  sinus  de  1 angle  droit 
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vaut  le  rayon,  en  transposant,  on  aura  pour  l’angle  oblique 
C,  R : sin  BG  : : sin  C : sin  AB  , et  pour  l’angle  oblique  B, 
R : sin  BC  : : sin  B : sin  AC  , ou  bien  en  général  dans  tout 
triangle  sphérique  rectangle' le  rayon  est  au  sinus  de  Thypo- 
thénuse,  comme  le  sinus  d'un  des  angles  obliques  est  au  sinus 
du  côté  opposé  à cet  angle.  * 

533.  T héoreme  IV.  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle 
on  a cette  proportion  : 

le  rayon  est  au  sinus  d'un  des  côtés , comme  la  tangente 
de  l'angle  obliqua-  adjacent  à ce  côté  est  à la  tangente  du  côté 
apposé  à cet  angle. 

Ou  bien  dans  le  triangle  ABC  (fig.  t3oXrectangle  en  A, 
R : sin  AB  ::  tan  g B : tang  AC. 

Démonstration.  Supposant  la  même  construction  que 
dans  la  fig.  129,  à cause  de  l’angle  sphérique  droit  en  A, 
les  triangles  CDE,  CDH,  seront  rectangles  en  D , et. l'on 
aura (291): 

CD  : DE  : : tang  CED  : R. 

DH  : CD  : : R : tang  CHD. 

Donc  DH: DE  ::  tang  CED:  tang  CHD  ; et  puisque  l’angle 
CHD  vaut  l’arc  AC,  et  que  l’angle  CED  vaut  l’angle  sphé- 
rique B ( 817 ) , il  viendra  DH: DE  ::  tang  B:  tang  AC. 

En  outre , le  triangle  DEH , rectangle  en  E , donne  (29 1 } 
DH  : DE  : : R : sin  DHE  dit  sin  AB.  Donc , R : sin  AB  : : tang 
B:  tang  AC. 

534.  Théorème  V.  Si  Von  prolonge,  les  trois  côtés  du  trian- 
gle ABC  (fig.  1 3 1 ) rectangle  en  A , de  manière  que  C G,  C I , 
BD,  soient  chacun  de  90°;  si  ensuite  du  point  B,  comme 
pôle , on  décrit  DEH,  tel  que  EH  soit  de  90°,  et  de  C,  comme 
pôle , l'arc  GIH , je  dis  : 

1 ,°  Que  des  parties  du  triangle  CTLV , formé  par  cette  cons - 
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truction,  les  unes  seront  égales  à celles  du  triangle  donné 
ABC , les  autres  en  seront  les  compléments. 

' a."  Qu'il  en  sera  de  même  du  triangle  HIF. 

Démonstration.  i.°  Puisque  B est  pôle  de  FD,  on  a 
( 3i3)  BE  = BD  =90",  et  de  plus  des  angles  droits  en  E et 
en  D.  Donc  le  triangle  FEC  est  rectangle  en  E. 

a.0  Puisque  B est  le  pôle  de  DEF,  et  que  (hyp.)  l’angle 
BAC  est  droit , les  arcs  AF,  DF,  sont  perpendiculaires  sur 
BD  ; donc  (3i4)  F est  le  pôle  de  BD. 

3.''  Cela  posé,  comparant  le  triangle  construit  CEF  avec 
le  triangle  donné  ABC,  on  a : l’angle  droit  E = l’angle 
droit  A;  l’angle  FCE  — BCA,  comme  opposés  au  sommet; 
l’angle  F complément  du  côté  BA,  puisqu’il  est  mesuré 
par  AD,  complément  de  BA. 

Ensuite  l'hypothénuse  FC  est  complément  du  côté  AC  , 
puisque  AF  = 90°  ; CE  l’est  de  BC  pour  la  même  raison  ; 
FE  l’est  de  l’angle  B , puisque  B est  mesuré  par  ED.  Donc 
toutes  les  parties  du  triangle  construit  CEF  sont,  ou 
égales  à celles  du  triangle  donné  ABC  , ou  en  sont  les 
compléments. 

La  même  démonstration  m’applique  au  triangle  cons- 
truit HIF,  dans  lequel  on  trouve  l’angle  droit  I = l’angle 
droit  A,  l’angle  oblique  H = l’hypothénuse  BC,  l’angle  F 
complément  de  BA,  le  côté  HI  complément  de  l’angle 
ACB,  le  côté  IF  = AC,  l’hypothénuse  HF  = l’angle  B. 

335.  R e ma  r qu  e.  Les  deux  triangles  CEF,  HIF,  sont 
appelés  triangles  complémentaires  par  rapport  au  triangle 
ABC  ; et  l’on  voit,  par  le  théorème  précédent,  que  con- 
naissant trois  choses  dans  le  triangle  ABC,  on  en  connaît 
trois  autres  dans  chacun  des  triangles  CEF,  HIF,  et  réci- 
proquement, en  sorte  que  l'un  de  ceux-ci  étant  résolu,  Usera 
facile  de  résoudre  le  premier . 

336.  Corollaire  I.  Par  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut 
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(353)  dans  le  triangle  complémentaire  CEF,  supposé  rec- 
tangle en  E , on  a , RrsmEF  ::  tang  E:  tang  CE.  Or  sin  EF 
—cos  B;  tang  F = tang  AD  =:  cot  AB;  tangCE—cot  BC;  donc 
R : cos  B ; : cot  AB  : cot  BC,  c’est-à-dire,  que  dans  tout  triangle 
rectangle  ABC  le  rayon  est  au  cosinus  d un  des  angles  obli- 
ques , comme  ta  cotangente  du  cote  adjacent  à cet  angle  est  à 
la  cotangente  de  l'/ypothcnuse. 

Par  conséquent,  prenant  l’angle  oblique  C,  on  aurait 
R . cos  C : : cot  AC  : cot  BC. 

337.  Corollaire  II.  Le  même  triangle  rectangle  CEF 
donne  encore  (333,  R \sin  CE  : : tangC:  tang  EF.  Or,  sin  CE 
= cos  BC  ; tang  EF  = cot  ED  — cot  B.  Donc  R:  cos  BC  :: 
tang  C : cot  B;  ou  bien,  en  général,  le  rayon  est  aucosinus  de 
l hypothènuse  , comme  la  tangente  d un  angle  oblique  est  à 
la  cotangente  de  l'autre;  ce  qui  donnerait  également, 
R . cos  BC  ::  tang  B:  cot  C. 

338.  CoaoLLAin  ii  . Le  second  triangle  supplémentaire 
H1F, rectangle  en  I donne  aussi  (333)  R:  sin  HI  ::  tang  H; 
tang  IF.  Mais,smHI  = cos  IG  —cos  C;  et  puisqueCG  = go° 
et  BE=  go°,  EG  = BC;  donctû//^H=  tangbC ; de  même 
rang  IF  = tang  AC.  Donc  R:cos  C ::  tangbG:  tang  AC,  d’où 
l’on  déduit,  en  général , que  dans  le  triangle  rectangle  ABC 
le  rayon  est  au  cosinus  dun  des  angles  obliques , comme  la 
tangente  de  1 hypothènuse  est  à la  tangente  du  coté  adja- 
cent; ce  qui  donnerait , en  prenant  l’angle  oblique  B, 
R : cos  B : : tang  BC  : tang  AB. 

33g.  Corollaire  IV.  Le  même  triangle  HIF  donne  ( 333) 
R:  sin  IF  ::  tang  F:  tang  HL  Or,  sin  1F  = sin  AC;  tang  F 
= cot  AB  ; tang  HI  = cot  C.  Donc  R : sin  AC  : : cot  AB  : cot  C, 
ou  bien,  en  général,  dans  le  triangle' rectangle  le  rayon 
est  au  sinus  d un  coté , comme  la  cotangente  de  l'autre  côté 
est  à la  cotangente  de  C angle  opposé  à ce  côté ; ce  qui  donne 
également,  R:  sût  AB  ::  cot  AC:  cof  B. 
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540.  Observation,  ün  suppose  dans  la  table  suivante 
que  le  triangle  rectangle  à résoudre  est  représenté  par 
ABC(fig.  i3i)  , que  son  angle  droit  est  en  A ; qu’ainsi  les 
deux  angles  obliques  sont  B et  C.  Cet  angle  droit  étant  ici 
une  donnée  générale  , il  ne  faut , pour  connaître  tous 
les  cas  possibles  , que  combiner  deux  à deux  les  cinq 
autres  parties,  savoir  les  deux  angles  obliques  , et  les  trois 
côtés  AB  , AC,  BC.  Or  ( alg . 3i5),  ces  cinq  choses  prises 
deux  à deux  ne  pouvant  donner  que  dix  combinaisons, 
et  chacune  de  ces  combinaisons  laissant  à chercher  trois 
inconnues,  il  s’ensuit  que  le  nombre  total  de  ces  incon- 
nues ou  des  questions  possibles  à faire  avec  les  données 
requises,  est  ici  de  trente  ; et  qu’ainsi  la  table  suivante  ne 
peut  présenter  que  trente  cas  différents  pour  la  solution 
du  triangle  rectangle  sphérique'. 


f 


1 


34i. 
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S4i-  Table  pour  la  solution  do  tous  les  cas  possibles  du 
triangle  sphérique  ABC,  rectangle  en  A ( fig.  i3i  ). 


ANALOGIES. 


S R,  AB  BC 


Stu  b : cos  c: 

Sin  C : cos  B 

U:  cot  B: 


si  n A B : 
cot  A B: 
cos  A II: 


71-  IA  B K:  tanÿ AC: 

R;  B,  ACj  |}(;  Sin  R:  sin  AC: 
91  I C Cos  SC:  cos  B: 


II:  <-wAB. 
R:  cos  A c. 
cote,:.  cofIx;. 


tanÿ  B ‘.tan g Al. 
cos  B : cot  BC 
sin  B : cos  ( 


cot  b : sin  A B 
R : sin  BC 
R : sin  C 


Cas  ou  cc  que  l’on  cliercbecsl 
moindre  que  90°. 


si  C est  moindre  que  ço". 
si  B est  moindre  que  90’. 
si  BelC sont  de u:éi,ne  espèce. 


si  B est  moindre  que  90". 
si  AB  et  B sont  de  meute  esp 
si  A Best  moindre  queyo". 


douteux. 

douteux. 

douteux. 


R:  tanÿ  BC: 
R:  sut  BC: 

R:  ro.vBC: 


AC  R:  tanÿ  A B : 

B(  ; Sin  C : ««AB: 
II  Cos  A B cos  C : 


R:  sin  AC: 

R:  cot  AC: 

R:  cos  AC: 


AB  R: 
BC  R: 
B R: 


A B,BC 


29  AC.BC 

30 


('os  A B:  R: 

K ; tanÿ  A B : 
Sin  BC:««A  B: 


. cos  Xl.tanÿA  B.  sj  et  B sont  de  même  esp 
««  B:  sin  AC.  „j  3 est  moindre  que  90°. 

■ tanÿ  B.  cot  C.  sî  BC  est  moindre  que  90’’. 


■ cot  C:  sin  AC.,  douteux.  . . , 

.R:  sin BC.  douteux. 

:R:  sin  B.  douteux. 

: tanÿC'.tanÿ A B.  si  C est  moindre  que  ço\ 

. cos  C.  cot  BC.  si  AC  et  C sont  de  même  esp. 
. sin  C:  cos  B.  si  AC  est  moindre  que  90°. 


si  C est  moindre  queço0. 
si  BC  et  C sont  de  même  esp. 
si  BC  et  Csont  de  meute  esp. 


si  A B et  AC  sont  de  même  esp. 
si  AC  est  moindre  que  90“. 
si  AB  est  moindre  que  90". 


cos  BC;  cos  AC.  si  BC  et  A Bsout  de  même  esp. 
cot  BC:  cos  B.  si  BCot  ABsont  de  meme  esp. 

R:  sinC.  si  A B est  moindre  quego1. 


Ain  BC  : sin  AC  : : R 
R:  tanÿ  AC::cc 


542.  Re 
de  se  ser 
cherche  éi 
G cornet 
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quatrième  terme  d’une  proportion  dont  les  trois  premier* 
sont  connus. 

La  dernière  colonne  à droite  mérite  seule  quelque 
éclaircissement.  Elle  explique  dans  quels  cas  ce  qu’on 
cherche  est  moindre  de  90°,  et  dans  quels  cas  il  reste 
du  doute  à cet  égard.  Par  exemple,  dans  la  septième  ana- 
logie le  quatrième  terme,  qui  est  sin  AB,  peut  également 
faire  attribuer  à l’arc  AB  une  valeur  plus  grande , comme 
une  valeur  plus  petite,  que  900;  puisque  ( 271  ) le  sinus 
d’un  arc  on  d’un  angle  est  le  même  que  celui  de  son  sup- 
plément, tant  pour  le  signe  que  pour  la  valeur  de  ce  sinus. 
Ainsi , dans  ce  cas  , AB  restera  douteux  , à moins  que  les 
données  , qui  sont  l’angle  B et  le  côté  AC,  ne  désignent 
d’après  l’art.  32Q  si  AB  est  ou  n’est  pas  moindre  que 
90°,  ce  qui  n’a  pas  lieu  ici. 

Au  contraire,  dans  la  onzième  analogie , quoique  sin 
AC  se  rapporte  indifféremment  à un  arc  moindre  que  90* 
ou  à son  supplément , toute  incertitude  est  levée  , parce 
qu’on  sait  (Saq)  que  le  côté  AC,  opposé  à l’angle  oblique 
B,  doit-étre-de  même  espèce  que  ce  dernier,  lequel  étant 
au  nombre  des  données,  on  n’ignore  pas  s’il  est  ou  n’est 
pas  moindre  que  go°. 

Les  autres  parties  de  cette  dernière  colonne  sont  de 
semblables  applications  des  art.  5ag  et  33o  toutes  les  fois 
qu  elles  sont  possibles  d’après  les  données , pour  déter- 
miner si  ce  qu’on  cherche  est  ou  n’est  pas  moindre 
que  90’. 

343.  Scoue.  En  examinant  en  détail  les  trente  analogies 
qui  composent  la  table  générale , on  se  convaincra  par  ce 
qui  suit  qu’elles  sont  toutes  fondées  sur  les  propriétés  des 
triangles  sphériques  démontrées  dans  les  articles  53r  , 
33a , et  sur  l’application  de  ces  propriétés  aux  triangles 
supplémentaires. 
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A T 1 

Q U E S. 

A.v.  de  la  table 

C A 

» 

SEP 

R E M I E R E. 

gcne'ralc. 

Analogies  fondées  sur  l'art.  33a. 

1 1 

R : 

sin  BC 

: sin  B 

: sin  AC 

J9 

R: 

sin  BC 

: sin  C 

: sin  AB  . 

29 

Sin  BC  : 

sin  AC 

: R : 

sin  B 

8 

Sin  B : 

sin  AC 

: R : 

sin  BC  . 

27 

Sin  BC  : 

sin  AB 

: R s 

sin  C . 1 

*4 

Sin  C : 

sin  AB 

: R : • 

sin  AB  vf 

544-  Démonstration  des  analogies  de  la  case  première. 

Les  analogies  1 1 et  19  de  la  case  précédente  sont  celles 
de  1 article  3 32,  ou  plutôt  1 énoncé  de  ce  même  article  ap- 
pliqué au  triangle  ABC  (fig.  i3i  ).  Renversant!  1 1 , on  a 29 
et  8 ; renversant  19  , on  a 27  et  14.  1 


Avv.dcla  table 

C A 

S E I 1 

! 

ge'ne'rale. 

l 

Analogies  fondées  sur  les  art.  332  et  334. 

23 

R: 

cos  AB  : 

cos  AC  : 

cos  BC 

25 

Cos  AB  : 

R: 

cos  BC  : 

cos  AC 

28 

Cos  AC  : 

cos  BC  : 

R : 

cos  AB 

18 

R : 

cos  AC  : 

sin  C : 

cos  B 

9 

Cos  AC  : 

cos  B : 

R : 

sin  C 

2 

Sin  C : 

cos  B : 

R : 

cos  AC 

6 

R: 

cos  AB  : 

sin  B : 

q 

co  s C 

i5 

Cos  AB  : 

cos  C : 

R : 

sin  B 

1 

A 

Sin  B : 

cos  C : 

R: 

coj  AB 

345.  Démonstration  des  analogies  de  la  case  II. 


Dans  le  triangle  complémentaire  FCE  (fig.  i3i)  rec- 
tangle en  E,  on  a (33a),  R:  sin  FC::  sin  CFE  : sin  CE.  Or 
(334);  -FC  = cos  AC  j sut  CFE  — sut  AD  = cos  AB  ; sin  CE 
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— cos  BC;  donc.R: cos  AC  ::  cos  AB  : cos  BC;  ou  bien, R : 
cos  AB  - V cos  AC  : cos  BC-  C’est  l’analogie  22  qui , en  trans- 
posant , devient.  25  et  28. 

Dans  le  même  triangle  FCE,  on  a encore  (332)  R : sin 
FC  sin  C:  sin FE  ; ou  bien , en  substituant  ( 334),  R : cos 
AC:‘  sin  CtcosB.  C’est  l’analogie  18  laquelle,  en  transpo- 
sant , devient  9 et  2. 

Dans  le  trîarigle  complémentaire  HIF,  on  a ( 332)  R : sin 
HF::  sin  F : s/VrHI.  Mais  (334)  par  la  construction  de  la 
figure , HE±=  90°  et  FD  = 90*  ; donc  HF  = ED  = B ; 
d’ailleurs  F’  = AD  ; donc  sin  F = cos  AB , et  sin  HI  = c os 
JG  = cûsCi  donc , substituant,  R :sin  B::  cos  AB:  cosC; 
ou  bien , R : cos  AB  " sin  B : cos  C ; et  c’est  l'analogie  6 , 

laqueilevén  transposant,  devient  i5  et  1. 

* ! a ■ 1 


:iO il 

CASE  III. 

jcx.  delà  table 

.(  ' : ; - *:  • ••  ••  ■ • 

generale. 

Analogies  J brûlées  sur  F article  333. 

4 

R : sin  AB  : : tang  B : tang  AC 

ï6’ 

R:  sin  AC  " tang  C : tang  AB 

7 M 

R:  tang  AC  ::  cot  B : sin  AB 

i3  ,/ 

R : tang  AB  : : cot  C : sin  AC  ) 

346.  Démonstration  des  analogies  de  la  case  III. 

Dans  le  triangle  ABC  ( fig.  i3o)  rectangle  en  A,  il  vient 
( 333  ) pour  le  côté  AB , R : sin  AB  ::  tan  g B : tang  AC , et 
pour  le  côté  AC , R : sin  AC  : : tang  C : tang  AB;  ce  sont  les 
analogies  4 et  16. 

En  transposant  dans  4 * on  a , tang  B : R ::  tang  AC  : 
sin  AB.  Or  (288),  tang  B : R::  R : cor  B;  donc  R : corB:: 
tang  AC  : sin  AB,  ou  bien  R : tang  AC  ::  cot  B : sin  AB , 
qui  est  l’analogie  7. 

Renversant  l’analogie  16,  on  a,  tang  C : R::  tang  AB  : 
tin  AC  ; mais  ( 288  ) tang  C : R • Il  : cor  C.  Donc  R : cot  C 
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::  tang  AB  : sin  AC,  ou  bien  B : tang  AB  cot  C : sin  AC; 
c’est  l’analogie  i3. 


C 

A S E 

I V. 

A jv  de  la  table 

• . . 1 % ti  ■ 

generale. 

Analogies  fondées  sur  les  art.  333  e/  -334. 

5 

R: 

cot  AB  : : 

cos  B : i 

, 1 • 

cot  BC:’  ■ . ' 

*7 

R: 

cot  AC  :: 

cos  C : 

cot  BC 

21 

R: 

cos  BC  :: 

tang  C : 

cot  B 

12 

R: 

cos  BC  : : 

tang  B : 

cot  C 

20 

R: 

tang  BC  :: 

cos  C r 

tang  AC 

10 

R: 

tang  BC  : : 

cos  B : 

tang  AB 

24 

R: 

cot  AB 

sin  AC  : 

cot  C 

23 

R: 

sin  AB  :: 

cot  AC  : 

cot  B 

26 

R: 

tang  AB  : : 

cot  BC  : 

cos  B 

3 

R: 

cot  B :: 

cot  C : 

cos  BC 

3o 

R: 

tang  AC  :: 

cot  BC  : 

cos  C 

347.  Démonstration  des 

analogies  de  la  case  1F~. 

Les  deux  analogies  de  l’article  336  deviennent,  en  trans- 
posant, les  analogies  5 et  17. 

De  même  celles  de  l’article  33y  sont  ici  2t  et  12;  et  en 
transposant  dans  les  deux  de  l’article  338,  elles  deviennent 
30  et  10. 

Par  la  transposition  la  première  de  l’article  33g  devient 
34»  et  ta  seconde  est  23. 

L’analogie  5 renversée  se  change  en  cot  AB  : R . . cot  BC  : 
cos  B.  Or  (288)  cot  AB  : R ::  R : tang  AB;  donc  R : tang  AB  :: 
cot  BC  : cos  B;  c’est  l’analogie  26. 

En  renversant  celle  du  n.°  21  on  a , tang  C : R"  cot  B : 
cos  BC.  Or  (288  ) tang  C : R " R : cot  C.  Donc  R : cot  C :: 
cot  B : cos  BC,  ou  bien  R : cor  B::  cot  C : cos  BC,  c’est  le 
n.°  3. 

Enfin , transposant  dans  l’analogie  20,  il  vient,  tangBC  : 
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R ::  tang  AC  : cos  C.  Or  (288),  tang  BC  : R ::  R : cot  BC  ; 
donc  R : cot  BC  : tang  AC  : cos  C ; ou  bien  R : tang  AC 
cot  BC  : cos  C ; et  c’est  le  n.°  3o. 

Observation.  Le  calcul  du  triangle  rectangle  sphérique 
étant  suffisant  pour  résoudre  toutes  les  questions  qui  ont 
quelque  rapport  aux  éléments  d’astronomie  , l’objet  de  cet 
ouvrage  ne  nous  permet  pas  de  porter  nos  recherches  plus 
loin  sur  cette  partie  de  la  trigonométrie. 


'j*  . • .■••n.rÜT 
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NOTIONS 

ÉLÉMENTAIRES 

SUR 

LES  SECTIONS  CONIQUES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  la  Théorie  des  lignes  courbes  en  général. 

548.  Toutes  les  courbes  qu’on  peut  décrire  sur  un  plan, 
sont,  ou  régulières  ou  irrégulières.  On  appelle  régulières 
celles  qui  sont  décrites  suivant  une  loi  constante  et  uni- 
forme ; telle  est , par  exemple,  la  circonférence  du  cercle  , 
qui  est  décrite  suivant  cette  loi , que  chacun  de  ses  point» 
est  à égale  distance  du  centre.  Les  courbes  irrégulières  sont 
celles  qui  ne  sont  assujetties  à aucune  loi , tels  sont  les  trait» 
qu’un  écrivain  trace  au  hasard  sur  le  papier.  Ces  sortes  de 
courbes  ne  sauraient  être  l’objet  de  la  géométrie. 

Descartes  imaginale  premier  de  déduire  de  ladescription 
d’une  courbe  régulière  une  équation  indéterminée,  qui 
exprimât  la  loi  suivant  laquelle  la  courbe  est  décrite,  ou 
du  moins  qui  en  fût  une  conséquence  nécessaire;  et  cette 
équation  devant  désigner  une  propriété  qui  convînt  indis- 
tinctement à tous  les  points  de  la  courbe,  il  l'appela  îécjua- 
tion  de  la  courbe.  Réciproquement,  ayant  une  équation 
indéterminée  quelconque , ce  même  géomètre  chercha 
quelle  était  la  courbe  à laquelle  elle  appartenait,  ou  bien 
quelle  était  la  loi,  suivant  laquelle  il  fallait  décrire  cette 
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courbe.  Tout  ce  que  nous  allons  dire  ici  présentera  des 
exemples  de  cette  double  manière  d’envisager  les  lignes 
courbes,  qui  passe,  avec  raison,  pour  une  des  plus  heu- 
reuses découvertes  qu’on  ait  faites  en  Mathématiques. 

349.  Définitions.  Soient  les  deux  droites  indéfinies  Q <7, 
R r ( fig.  i3a.),  qui  se  coupent  en  A,  sous  un  angle  quel- 
conque (ici  on  le  suppose  droit , pour  une  plus  grande 
facilité.)  : qu’on  prenne  sur  Q7  la  partie  AC , que  j'appelle 
a , avec  laquelle , du  point  C,  on  décrira  le  cercle  AMB  m. 
Alors  la  ligne  Rr  sera  appelée,  relativement  à cette  com  be , 
l'axe  des  ordonnées  , et  Q q l'axe  des  abscisses.  Le  point  A 
sera  f origine  des  abscisses  et  des  ordonnées.  Toute  ligne 
comme  MP,  qui  sera  abaissée  d’un  point  de  la  circonfé- 
rence parallèlement  à Rr,  sera  une  ordonnée , et  la  partie 
AP  sera  son  abscisse.  Les  ordonnées  et  les  abscisses  seront 
appelées,  d’un  nom  commun,  les  coordonnées.  Et  par  rap- 
port à leurs  situations  opposées  relativement  à l’axe  des 
abscisses,  toutes  les  ordonnées  qui  seront  au  dessus  de 
cet  axe  seront  dites  positives , et  celles  qui  seront  au  des- 
sous, seront  dites  négatives . Il  en  sera  de  même  des  abs- 
cisses relativement  à l’axe  des  ordonnées  ; c’est-à-dire,  que 
nous  appellerons  positives,  celles  qui  sont  à la  droite,  et 
négatives  celles  qui  sont  à la  gauche  de  cet  axe. 

On  est  convenu  que  l’abscisse  d’une  courbe  serait  dé- 
signée par  x , et  l’ordonnée  par  y.  Mais  comme  chaque 
point  de  la  courbe  a son  abscisse  et  son  ordonnée  particu- 
lière, et  que  cependant  on  les  désigne  toutes  indistincte- 
ment par  x et  par  y,  ces  lettres  expriment  plutôt  des  in- 
déterminées que  des  inconnues. 

55o.  Cherchons  présentement  l’équation  au  cercle 
AMB  m,  dont  le  centre  est  en  C,  et  dont  le  rayon  AC  est 
une  quantité  connue  qu’on  a prise  à volonté  sur  A q , et 
qu’on  désigne  par  a ; ce  qui  donnera  , pour  son  diamètre 
AB,  la  quantité  .connue  d’ailleurs,  puisque  AP  est  ap- 
pelée x,  la  distance  PC  de  l’ordonnée  au  centre  Csera  né- 
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cessairemenr  a — x,  toutes  les  fois  que  cette  ordonnée 
MP  tombera  entre  l'origine  A et  le  centre  C ; et  cette  dis- 
tance p C sera  x — a,  lorsque  l’ordonnée  mp  tombera 
au  - delà  du  centre  relativement  à l’origine  A.  En  ou- 
tre , en  supposant,  comme  ici,  les  deux  axes  perpendi- 
culaires, i’un  à l'autre,  on  a pour  un  point  quelconque 
M,  un  triangle  rectangle  tel  que  MPC,  qui  donne  (174) 
MP’  = CM’  — PC’.  Or,  MP  est  y,  CM  est  a,  PC  est  a— x 
ou  x — a y qui  ont  le  même  quatre.  Donc  y'  — a?  — a’ 

-t-  2 ax  — f = 2 ax  — x*  — 2,  a — x X x ; et  comme 
23  — ce=BP,  et  x — AP.  L’équation  précédente  exprime 
que  pour  un  point  quelconque  de  cette  courbe , le  quarré  de 
l'ordonnée  vaut  le  rectangle  fait  sur  les  deux  segments  cor- 
respondants du  diamètre  , ou,  ce  qui  est  le  même,  que  la 
perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quelconque  de  la  courbe 
sur  le  diamètre , est  moyenne  proportionnelle,  entre  les  deux 
segments  de  ce  diamètre,  ainsi  que  la  géométrie  nous  l’avait 
enseigné  plus  haut  (147). 

. *» 

35i.  Comme  il  est  loisible  de  placer  l’origine  oi\  l’on 
veut , on  aurait  pu  la  placer  au  centre  C , et  on  aurait  eu 
le  même  propriété  exprimée  en  termes  différents.  Car 
alors  CP  = x , AP  = a — x et  BP  ==  a -t-  x.  Or,  le  trian- 
gle rectangle  MPC  donne,  MP’  = MC’  — CP’,  ou  bien 

y*  — a*  — x ’ ~ a — xXa  + x , ouHo  — x:  y.  a 4-  x.  Ce 
qui  prouve  encore  que  la  perpendiculaire  MP  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  segments  du  diamètre, 

35a.  Supposons  maintenant  qu’or.  s’occupe  de  l’opéra- 
tion qui  est  l’inverse  de  la  précédente;  c’est-à-dire, 
qu’ayant  l’équation  indéterminée  yy=2ax  — x*,  on 
c herche  la  courbe  à laquelle  elle  appartient.  Pour  y par- 
venir, on  prendra  d’abord  dans  cette  équation  la  valeur 

de  y,  ce  qui  donne  y=±  \/ 2 ax  — xx;  ensuite  on  tra- 
cera les  deux  axes  ou  les  deux  droites  indéfinies  B r,  Q q, 
(qu’on  suppose  toujours  ici  se  couper  à angle»  droits  ) i 
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plaçant  l'origine  en  A,  on  supposera  que,  du  côté  des  abs- 
cisses positives,  on  fait  x successivement  égale  ào,  + i, 
-+-3,4-3,  4-4,  4-5,  4-6,  4-7,4-  etc. , ce  qui  donnera 
pour  les  valeurs  correspondantes  dey  (en  supposant  que 
la  quantité  connue  2 a — 6)  : o , dt  1/  5,  ±1/8, db3, 
±V/8,±t/5,±o;  et  au-delà  de  ce  terme , c’est-à-dire, 
en  supposant  x>ù,  toutes  les  valeurs  dey  seront  imagi- 
naires, puisque  dans  l’équation  y—  ± \/  2 ax  — xx,l& 
terme  négatif  x * sera  plus  grand  que  le  positif  2 ax. 

Cherchant  ensuite  les  valeurs  des  y du  côté  des  x néga- 
tives, c’est-à-dire,  en  supposant  celles-ci  successivement 
égales  à o,  — 1,  — 3,  — 3,  etc.  on  verra  que  la  première 
est  o,  et  que  toutes  les  autres  sont  imaginaires , puisque  x 
étant  négative,  le  terme  2ax  devient  nécessairement  né- 
gatif dans  l’équation  y — \ / 20.x  — xx‘,  et  de  tout  cela 
on  conclura  : 

353.  1 Que  la  courbe  dont  V équation  est  y’  = 2 ax 
— xx,  passe  par  T origine  A;  puisque  en  supposant  x — o, 
on  ay=o;  et  qu’il  n’y  a évidemment  d’autre  point  que 
l’origine  qui  puisse  correspondre  à la  fois  à une  abscisse  o 
et  à une  ordonnée -o. 

354.  2.0  Que  cette  courbe  ne  s'étend  point  du  côté  des 
abscisses  négatives  ; puisque  les  ordonnées  étant  toutes 
imaginaires  de  ce  côté,  aucune  ligne  ne  saurait  en  expri- 
mer la  valeur. 

355.  3.®  Que  du  coté  des  abscisses  positives  , la  courbe 
s'écarte  d abord  également  de  T axe  des  abscisses  , tant  en 
dessus  qu'en  dessous  ; puisque  à chaque  valeur  positive  de 
x , répondent  d’abord  deux  ordonnées  égales  et  crois- 
santes, l’une  positive,  l’autre  négative  ,’ savoir;  o , ± V/5, 
’étt  t/8,  ±3;  qu’elle  s’en  approche  ensuite  dans  le  même 
ordre  ; puisque  ses  ordonnées  décroissent  également , en 
devenant  ±3,  ±v/8,  ±v/5,o;et  qu’enfin  l’ordonnée 
redevient  o , ou  bien  que  la  courbe  rencontre  encore  l’axe 
«les  abscisses , lorsqu’on  fait  x ~ 2 a — 6. 
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356.  4."  Que  la  courbe  en  question  ne  s'étend  pas  au- 
delà  du  point  on  [abscisse  vaut  2 a ou  6 ; puisque  fai- 
sant x>2  a,  la  valeur  de  y est  imaginaire  dans  l’équa- 
tion y — y/  2 ax  — xx ; et  qu’ainsi  la  courbe  est  ren- 
trante. , 

557.  5.”  Enfin,  que  là  où  T abscisse  est  supposée  = 3,  ou 
bien  — a , ta  double  ordonnée  devient  ±:  3 ; c'est-à-dire  , 
la  plus  grande  de  toutes  , et  égale  à P abscisse ; d’où  l’on 
voit  que  si  on  prend  AB  = 2 a et  AC  = a , la  courbe  en 
question  s’écartera  également  du  point  C,  tant  au  dessus 
qu’au  dessous  de  AB,  et  tant  à la  droite  qu’à  la  gauche  de 
ce  même  point  ; et  qu’ainsi  sa  courbure  est  parfaitement 
uniforme  en  tout  sens.  Faisant  donc  passer  une  courbe  par 
les  points  A et  B,  et  par  les  extrémités  des  ordonnées 
(qu’on  peut  supposer  plus  rapprochées  pour  la  tracer  plus 
exactement),  on  verra  qu’elle  n’est  autre  chose  que  le 
cercle  AMBwi,  dont  le  centre  est  en  C,  et  dont  le  dia- 
mètre est  AB. 

358.  Remarque.  Dès  qu’on  suppose  les  ordonnées  MP, 
mp  (fig.  i32),  perpendiculaires  aux  abscisses,  chaque  or- 
donnée exprime  la  distance  d’un  point  de  la  courbe  M ou 
m,  à 1 axe  des  abscisses  ; et  réciproquement  chaque  abs- 
cisse AP,  A p , exprime  les  distances  de  ces  mêmes  points 
M et  m à l’axe  des  ordonnées  ; puisque  les  perpendiculaires 
MN  , mn , sur  l’axe  des  ordonnées  II  r,  mesurent  ce* 
distances  , et  qu’elles  sont  égales  à AP  et  A p.  D’oit  l’on 
conclura  : 

35g.  i.°  Que  si  [ équation  d'une  courbe  est  telle,  qu'en 
supposant  une  certaine  valeur  à x , on  rende  y = o , la 
courbe  rencontrera  l'axe  des  abscisses  à une  distance  de 
r origine , égale  à cette  abscisse  ; et  réciproquement,  s’il  y 
aune  valeur  dey,  qui  rende  a:=:o,la  courbe  rencontrer. t 
l’axe  des  ordonnées  à une  distance  de  l’origine,  exprimée 
par  cette  ordonnée. 
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56o  2.0  Que  fil  n'y  a aucun  terme  constant  ( * } dans 
P équation  dune  courbe , elle  passe  par  l origine  ; puisque 
alors  x Revenant  o ,y  devient  o.  Mais  s’il  y en  a un  , elle 
u’y  passe  pas;  puisque,  dans  ce  cas,  la  supposition  de 
æ = o,  ne  rend  point  y égale  à o.  Aussi  avons-nous  vu 
plus  haut  (35o),  que  quand  on  prend  pour  l’équation  au 
cercle  yy  = 2 ax  — xx , l’origine  est  dans  un  point  de  la 
circonférence  ; et  que  quand  on  a pour  cette  équation^'* 
= a * — x ’,  l’origine  est  au  centre  (35i). 

361.  Définitions  I.  On  appelle  sommets  dune  courbe, 
tous  les  points  où  cette  Courbe  coupe  l’axe  des  abscisses.  De 
façon  qu’à  l’inspection  de  l’équation,  on  voit,  1.°  si  la 
courbe  a des  sommets;  2.0  combien  elle  en  a;  3.°  que 
celles  dont  l’équation  est  du  second  degré , n’en  peuvent 
avoir  plus  de  deux. 

362.  II.  /.es  lignes  sont  distinguées  en  divers  ordres , sui- 
vant les  différents  degrés  de  t équation  qui  en  exprime  la 
nature.  Ainsi  l’équation  ay  •+•  bx  -+-  c — o , exprime  une 
ligne  du  premier  ordre,  c’est  la  ligne  droite;  y * — 2 ax 
4-  xx  = o , exprime  une  ligne  du  second  ordre  , c’est  le 
cercle , etc. 

363.  Soit  l’équation  du  second  degré  xy  — a,  qui  donne» 

y — — : supposons  que  sur  l’axe  des  abscisses  et  du  côté 

des  x positives,  on  prenne (fig.  i33)  AT=  a=  1,  AS  = 2, 
AO  =3,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  abscisses.  D’après 
cette  supposition  , les  valeurs  correspondantes  des  ordon- 
nées TM,  SM,  OM,  etc.  seront  1 , -î,  7,  etc.  jusqu'à  l’in- 
fini ; de  façon  que  les  diminuant  toujours  à proportion 
que  les  a:  positives  augmentent,  la  courbe  jettera  une  bran- 
che infinie,  qui,  de  ce  côté  , s’approchera  toujours  de 
l’axe  des  abscisses,  sans  jamais  le  rencontrer. 

Supposons  présentement  que  prenant  les  x toujours 

( *)  Ou  entend  par  terme  constant  celui  où  les  variables  x 011  y t 
«'entrant  pas. 
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positives,  on  leur  donne  différentes  valeurs  au  dessous da 
l’unité  ou  de  AT,  et  qu’on  les  fasse  t>  i » 7 , t , etc.  ; alors 
les  ordonnées  correspondantes,  toutes  placées  entre  A et 

1 K 

T,  seront  ~ ou  2,  j ou  3,  j ou  4*  etc.  ainsi  de  suite  tou- 
jours en  croissant,  jusqu’à  l’infini,  à proportion  que  les 
abscisses  décroîtront.  La  branche  de  la  courbe  oîi  elles  se 
termineront,  s’étendra  donc  à l’infini  le  long  de  l’axe  Ail 
des  ordonnées,  et  ne  rencontrera  jamais  cet  axe,  ou  bien 
ne  le  rencontrera  qu’à  une  distance  infinie  de  l’origine. 
Par  conséquent,  cette  courbe  jettera  deux  branches  infi- 
nies dans  l’angle  RA <7  des  coordonnées  positives.  Si  l’on 
suppose  les  x négatives  , il  est  clair  qu’alors  l'équation 

y — — » rend  les  ordonnées  négatives,  et  qu’ainsi cette 

même  courbe  étend  encore  deux  branches  parfaitement 
semblables  dans  l’angle  QA  r des  coordonnées  négatives  ; et 
comme  ces  deux  parties  sont  désignées  par  une  seule  équa- 
tion irréductible  xy  — a , elles  appartiennent  à une  seule 
et  même  courbe  , appelée  hyperbole. 

3G4. Corollaire. D’après  l’équation  de  l’hyperbole,  on  doit 
donc  conclure;  1 ° que-celte  courbe  ne  passe  pas  à T origine  ; 
xax xy  ~a,  ou  xy — a =0,  a un  terme  constant  (36o);  a.0 
quelle  ri  a pas  de  sommets,  ou,  ce  qui  est  le  même,  qu’elle  ne 
les  a qu’à  une  distance  infinie  de  l’origine  ; car  pour  avoir 

y — o,  il  faut  dans  l’équation  y—  — , supposer  x infinie  ; 

•V 

3.°  Que  les  ordonnées  sont  en  raison  réciproque  de  leurs  abs- 
cisses; car  appelant  une  abscisse  X et  son  ordonnée  Y,  une 
autre  quelconque  a;  et  son  ordonnée^,  on  aXY —a  — xy, 
ou  bien  X:x  '.'.y  : Y. 

365.  Définition.  On  appelle  asymptote  rectiligne  dune 
courbe , toute  ligne  droite  de  laquelle  cette  courbe  s approche 
toujours  sans  jamais  T atteindre.  Ainsi  dans  l’hyperbole  lés 
deux  axes  R r,  Qq , sont  ses  deux  asymptotes  rectilignes. 

366.  Remarque.  Outre  la  courbe  du  second  degré,  dont 
nous  venons  de  parler,  les  géomètres  ont  donné  le  nom 
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d’hyperbole  à toutes  celles , dont  l’équation  est  renfermée 

dans  cette  expression  générale  ym  x"  zx  a , ou  ym  = — , 

xn 

quels  que  soient  les  nombres  entiers  que  désignent  m et 
n ; et  ils  appellent  cette  espèce  de  courbes  la  famille  des 
hyperboles.  Si  rn  — n = 1 , on  a yx  — a,  et  c’est  l’hyper- 
bole du  second  degré  , dont  nous  venons  de  parler  : si 
H = 2etn=i,  on  a y*  x — a , et  c’est  l’hyperbole  du 
troisième  degré,  ou  cubique  ; si  m =:  a et  n — a , il  vient 
x' y'  — a , et  c’est  l’hyperbole  du  quatrième  degré  , etc. 

367.  Soit  encore  proposé  de  trouver  la  courbe  dont 
l’équation  est  y'  = px.  Pour  cela,  je  fais  la  quantité  con- 
nue p—  i,et  je  donne  kx,  du  côté  positif  , les  valeurs  suc- 
cessives o , 1 , a,  3, 4*  • < * Les  ordonnées  qui  en  résulte- 
ront seront  o,±  i,±  l/a,  ± 1/3,  ± 1/4.  . . . Et  je 
vois  que  p étant  positif,  la  courbe  manque  du  côté  des  x 
négatives,  puisque  px  devient  alors  négatif,  et  que  l'équa- 
tion se  changeant  en yy  — —px,  toutes  les  valeurs  des^ 
sont  imaginaires.  D’où  je  conclus  , i.°  que  si  C on  prend  le 
point  A (fig.  i3&  pour  l'origine,  la  courbe  passera  par  ce 
point  ; puisque  l’équation  n’a  pas  de  terme  constant;  ou 
bien  que  x-=x  o donne  .y  = o.  a.”  quelle  n'a  que  ce  seul  som- 
met ; puisqu’  il  n’y  a qu’unea:  = o qui  puisse  donner^y^o  ; 
3.°  quelle  a deux  branches  infinies  et  égal  A AM,  Am,  qui 
s'étendent  et  s'éloignent  toujours  , et  également  des  abscisses 
positives,  sans  reparaître  du  côté  des  abscisses  négatives;  et 
qu’ainsi  la  courbe  n’est  pas  rentrante;  4-°  tjue  CcS  branches 
s'écartent  moins  de  T axe  des  abscisses , que  de  celui  des  or- 
données ; car  la  distance  de  chaque  point  M ou  m,  à l’axe 
des  ordonnées , est  exprimée  par  la  perpendiculaire  MM , 
ou  son  égale  AP,  qui  est  x ; tandis  que  la  distance  de  ce 
point  à l’axe  des  abscisses,  est  exprimée  par  MP  ou^y,  qui 
vaut  y'x  ; 5."  que  scs  axes  ne  peuvent  point  lui  servir  d’a- 
sjmiptotes , puisque,  loin  de  s’en  approcher,  elle  s'en 
éloigne  toujours. 

568.  Remarque.  La  courbe  dont  nous  venons  de  parler. 


Digitized  by  Google 


de  Mathématiques.  35i 

es#  celle  qu’on  nomme  parabole.  C’est  sous  cette  même 
dénomination  qu’on  a renfermé  toutes  les  courbes,  dont 
l’équation  se  présente  sous  cette  forme  générale  , jrm 
= pn-‘x,  qui  représente  l’entière  famille  des  paraboles. 
Quand  m — 2 , l’équation  est  y'  —p  x , et  c’est  la  parabole 
simple  et  ordinaire  ; quand  rn  — 3 , l’équation  f =:  p'  x , 
représente  la  parabole  cubique,  etc. 


CHAPITRE  II. 

De  l'Ellipse.  ( 

36g.  D éfinition.  Si  l’on  suppose  que  sur  un  plan  quel- 
conque , on  prenne  à volonté  deux  points  fixes  F , f, 
(fjg.  i55),  dont  on  connaît  l’éloignement,  et  qu’on  dé- 
crive une  courbe  AMBai,  en  suivant  cette  loi  : qu'à 
chaque  pas  du  point  générateur  la  somme  de  ses  deux  dis- 
tances aux  deux  points  fixes  F,  f , soit  toujours  la  même  et 
égale  à une  ligne  donnée  2 a ; la  courbe  ainsi  formée  sera 
une  Ellipse. 

370.  Corollaire.  1 D’après  cette  génération,  il  est  aisé 
de  décrire  cette  courbe  par  un  mouvement  continu.  Car 
prenant  un  fil  flexible,  dont  la  longueur  ne  varie  pas  et 
soit  égale  à la  ligne  connue  2 a,  fixant  ses  deux  extrémités 
en  F et  f,  si  on  le  tient  toujours  également  tendu  avec  un 
style , la  pointe  de  ce  style  décrira  la  courbe  en  question; 
puisque  la  somme  des  deux  distances  de  chaque  point  de 
la  courbe  aux  deux  points  fixes  F,  f,  vaudra  toujours  la 
longueur  entière  du  fil,  ou  2 a. 

371.  2.0  Si,  sur  le  point  C,  qui  tient  le  milieu  entre  F 
et  f,  on  élève  la  perpendiculaire  B b,  jusqu’à  la  rencontre 
de  la  courbe,  cette  perpendiculaire  sera  une  ligne  connue, 
de  cela  seul  qu’on  connaît  F f.  Car  alors  FB  = fü  = «* 
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Donc  dan*  le  triangle  rectangle  BCF,  on  aura  BC 

= y /tt*  — (CF)*;  par  conséquent  B£»  = 2 \/  fl’  — (Cb  )’. 

3„2.  3.»  Qand  la  courbe  passera  sur  la  ligne , qui  joint  les 
points  F et  f , elle  sera  à distances  égales  de  ces  deux  points, 
on  bien  on  aura , FA  =/a . Car  2 a = FA  +/A  = Fa+/a. 
Or, /A  =/F  4-  FA  , et  F a = F /-»- /a.  On  aura  donc 
YA+/F  -t-  FA  =/ F 4-  fa  4- /a;  ou  bien,  en  réduisant , 

2 FA  = 2 Ja , et  enfin  FA  — fa. 

D’où  l’on  conclura  que  la  ligne  Aa,  qui  traverse  la 
courbe  en  passant  par  les  points  F , f , est  égale  à la  ligne 
donnée  2a.  Car  Fa+faxzza,  par  la  nature  de  la  courbe. 
Qx , fa  — FA.  Donc  F a 4-  FA  ouAa  = 2a. 

373.  Définition  II.  La  ligne  connue  A a s’appelle  le 
grand  axe  dé  l’ellipse , je  la  fais  = 2 a ; la  ligne  B b perpen- 
diculaire sur  le  milieu  du  grand  axe  , s’appelle  le  petit  axe, 
et  comme  elle  est  connue  (370,  je  la  fais  = 2^;  les  points 
fixes  FJ,  sont  les  foyers)  A , a , sont  les  sommets-,  C est  le 
centre.  La  distance  connue  F / des  deux  foyers  est  l'excen- 
tricité que  je  fais  = 2C,  et  partant  FC  ou  / C — c.  On  ap- 
pelle rayon  vecteur  une  droite  f M ou  FM,  menée  d un^ 
foyer  sur  un  point  de  la  courbe  ; ce  qui  fait  que  cha- 
que point  de  la  courbe  se  rapporte  à deux  rayons  vec-s 
teurs.  Supposons  qu'on  place  l’origine  des  coordonnées 
au  centreC,  de  façon  que  CP  = x et  PM  —y  ; alors/ P 
= c 4-  x et  FP  = c — x. 

374.  Avant  de  passer  plus  loin,  il  faut  remarquer  que 
le  point  B étant  autant  éloigné  de  F que  de/,  on  doit  avoir 
BP  — a , tandis  que  BC  — b , et  CF  ex  c.  Donc  dans  le 

triangle  rectangle  BCF,  jtfëF  = BP  — ÔF,  ou  bien  b 1 = a* 

— c\  Donc  H a 4-  c:  b : a —c.  Or,  o+c-Ffl,et  a — c 

— FA.  Donc  le  demi-petit  axe  est  moyen  proportionnel 
entre  les  distances  d'un  des  foyers  aux  deux  sommets. 

375.  Pour  trouver  l’équation  à l’ellipse,  il  faut  se  sou- 
venir que  pour  un  point  quelconque  M,  la  somme  des 

deux 
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«deux  rayons  vecteurs  est  a a ; donc  si  je  fais  leur  diffé- 
rence = a 2 , le  plus  grand  /M  — a 4-  2,  et  le  plus  petit 
FM  = a — 2. 

Cela  posé,  dans  les  triangles  rectangles  MPF,  Miy, 

on  a FM’  = MP’  4-  FP’~  et/M’  = PM’  -h/P’T  ou  bien 
exprimant  l'une  et  l’autre  équation  analytiquement  : 


a’  — 2 az  4-  z’  = y*  4-  c*  — 2 ex  4-  x3. 
fl’  4-  2 az  + z’  = / + c1  4-  2 a + x%. 


Si  l’on  soustrait  la  première  équation  de  la  seconde , il 

f‘»T 

reste  4 az  = 4 ex , donc  z —— — . 

0 

Substituons  cette  valeur  de  z dans  la  première  équation, 
et  elle  devient , a’  — 2 ex  4-  — — J - = v*  4-  c*  — a ex  4-  x’. 

a‘ 

Donc>y*  = o’  — c*  — x3  4-  * Or,  a’  — c*=è*  ( 3^4 ) ; 


C'  X* 

et  — x’  H — = 

a* 


— a*  x*  4-  c * x’ 


— x*  (a*  — r*  J 
a* 


— £*x* 


. Donc  = 


hx  x* 


a* 


x"  ).  Or, 


— x’  = fl+xXa  — rxflPx AP.  Ainsi  dans  cette 
courbe  lè  quarté  de  Fordonnée  est  égal  au  rectangle  des 
abscisses , multiplié  par  une  fraction  dont  le  numérateur  est 
le  quarré  du  demi-petit  axe , et  le  dénominateur  est  le  quatre 
du  demi-grand  axe. 


376.  Remarque.  Si  l’on  avait  placé  l’origine  en  A,  et 
qu’on  eût  fait  AP  ==2,  on  aurait  x = o — - z.  Donc  en 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  trouvée  y’  = — 

b*  a 

(a'  — x’),  il  viendrait,  y%  ——  ( a ’ — a'  4-  2 az  — z *) 


= — r (2  az  — z')  — — X a a — 2X2,  qui  exprime  la 

même  propriété  d’une  façon  analogue  à ce  que  nous  avons 
Géométrie.  a? 
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dans  le  cercle,  en  comptant  les  abscisses,  tantôt  du 
ntre,  tantôt  -du  sommet.  ' 1 . 

377.  Corollaire.  Concluons  de  là,  i.°  que  l’équation 
île  de  cette  courbe  désigne,  quelle  a deux  branches 
7/es  de  chaque  côté  de  l'axe  des  abscisses , puisque  y a 
ujours  deux  valeurs  égales. 

378.  2.0  Qu’en  plaçant  l’origine  en  A,  elle  coupe  Taxe  à 
rigine  et  à la  distance  de  [origine  — 2 a.  Car  alors  y de- 
;nt  o , èn  supposant  z — o,  et  en  supposant  z = za. 

379.  3.°  Que  si  l’on  faisait  b — a,  alors  l’équation  de 
tte  courbe  deviendrait  y * = o*  — x1 , qui  est  la  même- 
e celle  du  cercle.  Or,  b~a , suppose  c — o ; puisqu’on 
:ou  jours  ( 374)  b*  — a'  — c*.  Donc  un  cercle  peut  être  con- 
léré  comme  une  ellipse , dont  [excentricité  est  nulle. 

b* 

S80.  De  ce  quey  = — (a'  — x'  ),  il  s’ensuit  que  l’on  a 

tte  proportion  y'  '.a*  — x* b* '.d1 , c’est-à-dire,  que  le 
arré  de  [ ordonnée  est  au  rectangle  des  abscisses , comme 
quatre  du  demi-petit  axe  est  au  quatre  du  demi-grand  axe. 

►8 1.4. “Si  l’on  décrit  un  cercle  sur  le  grand  axé  de  l’ellipse, 
qu’on  place  pour  l’un  et  l’autre  l’origine  au  sommet 
(fio.  i35.),  on  aura  pour  l’ordonnée  du  cercle  Y’  = 2 ax 
x* ; et  pour  l’ordonnée  correspondante  dans  l’ellipse, 
bx 

= — (2  ax — x ’).  Donc  mettant  le  tout  en  proportion, 

, > 

b%  b 1 

: y’  : : 2 ax  — x'  : — (2  ax  — as*)  ::  1 : — : : a'  : Donc 

J a'  v ' «* 

y::  a:  b.  Or,  appelant  V et  v deux  autres  ordonnées  cor- 

spondantes  dans  le  même  cercle  et  dans  la  même  el- 

>se,on  aurait  également  V :v  " aiô.DoncY  :y--V  ’-v,  c’est- 

lire,  que  les  ordonnées  de  [ellipse  sont  proportionnelles 

x ordonnées  correspondantes  dans  le  cercle  circonscrit.  Ce 

i prouve  que,  pour  décrire  une  ellipse,  il  suffirait  de  di- 

,er  proportionnellement  toutes  les  ordonnées  d’un  cer- 

»,  et  de  faire  passer  la  courbe  par  les  points  de  division. 


D 

^2.  Diri 
fctionconi 
* comme  o 
ta  chercher 

Pou, 
à cet 

,ïleur  à la 


i‘u^‘  = t 

U 

+ 3oc 
46 


' C 
a* 

j a«  ’ 

f au- 


zt^-u 


Il 


*îaos  1\ 


b 

aiéi 


est 

St 


re  éc 


^ ati< 

.P 


Si] 


on 


^ il 


su  b 


St 


e/li 


Pse. 


P 

1 a (a 


% 


•Di 


ê l’« 


il 
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382.  Définition  III.  On  appelle  paramètre  ; dans  une 
section  conique,  la  double  ordonnée  qui  passe  par  le  foyer; 
et  comme  on  emploie  souvent  son  expression, nous  allons 
en  chercher  la  valeur  dans  l’ellipse. 

383.  Pour  la  trouver,  je  remarque  que  l’abscisse  qui  ré*; 
'pond  à cette  ordonnée,  est  a — c;  mettant  donc  cette 

1/» 

valeur  à la  place  de  xdans  l’équation^1  = —(2 ax — x'), 


A* 


A* 


î’ai  y'  = — (2 aXa — c — a — c )=  — (2a  — 2 ac  — a' 

1 * a‘  « 

A* 

+ a oc  — c1  ) = — (a1  — c1).  Et  comme  b’  =r  a'  — c’,  on  a 

a* 

(a* /*»  ^ a*  — — c*  b%  _ 

y'  = - — — — — . Donc  y — — — — =-—(374)  ; ou  bien 

2 yz=-^—  ; c’est-à-dire,  que  le  paramètre  vaut  le  quarrè 

du  petit  axe  divisé  parle  grand  axe , ou  bien  encore , qu'il 
est  une  troisième  proportionnelle  au  grand  et  au  petit  axe , 
puisque  faisant  2 y = p , on  a 2 a : a b : p.  D’où  il  suit 
qu’en  considérant  le  cercle  comme  une  ellipse,  dont  l’ex- 
centricité est  nulle , le  paramètre  du  cercle  est  un  diamètre. 

384.  Il  est  maintenant  aisé  de  faire  entrer  le  paramètre 

2 

dans  l’équation  à l’ellipse.  Car  puisque  p — , on  a 

b'  = 7 ap.  Substituant  donc  à la  place  de  A1  dans  la  pre- 
mière  équation  à l’ellipse  y'  = — (a* — x'  ) , on  a y* 


• x2  ) y ou  bien  y * = \ap . 


2 a 


2 a 

Si  l’on  substitue  à la  place  de  b2  dans  la  seconde  équa n 

A” 

lion  à l’ellipse,  qui  est  y'  = — ( 2 ax  — x‘)  on  aura  y* 


= — — (2  ax  — x’)=  px  • 


a 

P3* 


2 a 


2 a 


385.  De  l’expression  du  paramètre,  il  s’ensuit,  que  dam 
cette  courbe,  il  est  plus  petit  que  la  quadruple  distance  du 
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sommet  au  foyer  voisin.  Car  appelant  cette  distance  d , on 

(374).  Donc 


, , . 2 b za*  — 

a d—a  — c,  tandis  que p — = • 

a a 


2 t 


2 ( n ■ 


> 


z a -h  2 c : a. 


2 (a*  — c’) 

p:d  . a ■ 

9 a a 

Donc  p\  l\d'.\  %a  + 2 c\\a.  Or , 2û  + 2c<4<i,  puisque  * 
ac <2  a (4y3).  Donc p<^  d. 

b1 

586. Remarque.  L’équation  àl’ellipse^-’  = — ( a' — x')f 


qui  est  venue  en  comptant  les  coupées  du  centre,  nous 
donne  l’équation  au  petit  axe.  Car  dans  le  parallélo- 
gramme des  coordonnées^CPMD,  CD=MP,  et  DM=CP. 
Donc  l'ordonnée  du  petit  axe  est  t abscisse  du  grand , et  f abs- 
cisse du  petit  est  t ordonnée  du  grarid.  Ainsi  appelant  pour 

a% 

le  petit  axe  l’ordonnée x et  l’abscisse  y,  on»,a'  = — 

* om 

(b’  — y’  ).  Ce  qui  prouve,  i.°  que  les  propriétés  de  r ellipse  t 
rapportée  à son  petit  axe,  sont  les  memes  que  celles  de  ta  même 
courbe  j rapportée  au  grarul  axe  ; 2.°  qu  ainsi , si  ton  décrit 
■un  cercle  sur  le  petit  axe  , ses  ordonnées  seront  proportion- 
nelles à celles  qui  leur  correspondront  dans  le  petit  axe. 

387.  Corollaire.  La  surface  de  l ellipse  est  donc  moyenne 
proportionnelle  entre  celle  du  cercle,  inscrit  et  celle  du  cercle 
circonscrit.  Carappelant la  surfacedu  cercle  circonscrite, 
celle  de  l’inscrit  c,etcelle  de  l’ellipse  E,  on  observera  (58i) 
que  si  l’on  désigne  par  Y l’ordonnée  du  cercle  circonscrit, 
et  par^  celle  correspondante  dans  l’ellipse,  il  vient  pour 
chaque  point  de  l’une  et  de  l’autre  courbe,  Y :y"a:b. 
Donc  , puisqu’il  y a autant  d’ordonnées  dans  le  quart  do 
cercle  circonscrit  que  dans  le  quart  d’ellipse  , la  somme 
des  premières  sera  à la  somme  des  secondes  ( alg.  235  ) 
I ::a:b.  Or,  la  somme  des  premières  peut  être  considérée 
comme  remplissant  le  quart  du  cercle  circonscrit,  et  celle 
des  secondes  comme  remplissant  le  quart  de  l’ellipse.  Donc 
il  viendra  C:E  ::  a:b.  Par  un  raisonnement  semblable,  on 
trouvera  pour  le  cercle  inscrit  E:c  ::  a: b.  Par  conséquent 
HC:E.c. 
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388.  D'oii  il  suit  que  E'  = Ce.  Appelant  S la  surface 
d’une  autre  ellipse,  D étalés  cercles  circonscrits  et  ins- 
crits , on  aurait  S’  = Di/.  Donc  E‘ :S*  ::  Ce:D</.  Or,  si 
I on  désigne  les  deux  demi-axes  de  la  première  ellipse  par 
A et  par  B,  les  deux  demi-axes  de  la  seconde  par  a et  par 
b , les  deux  cercles  circonscrits  auront  pour  rayons  A,  a ; 
et  les  deux  inscrits, B,  b.  Donc  on  aura(i78)  C:D  ::  A’  :a* 
et  c:d::  B‘:£*.  Par  conséquent  ( a/g.  2Z7),  Cc:D  </::.A'B* 
:a'  b‘.  Donc  E' :S‘  ::  A‘  B*  :a‘  b’,  ou  E:S  ::  AB: ai,  c’est- 
à-dire  , que  les  surfaces  de  deux  ellipses , qu'on  compare  , 
sont  entre  elles  en  raison  composée  de  leurs  axes. 


CHAPITRE  III. 

De  l'Hyperbole.  " ; 

38g.  Définition.  Supposons  que  sur  une  droite  indéfi- 
nie Qq  (fio.  i36),  ori  prenne  deux  points  fixes  F,/-;  et 
que  sur  le  plan  qui  contient  cette  ligne , on  prenne  uno 
infinité  de  points,  comme  M,  tels  que  la  différence  des 
distances  de  chacun  aux  deux  points  fixes  F ,f,  soit  toujours 
la  même,  et  égale  à une  ligne  droite  donnée,  que  j’appelle 
a a ; alors  la  courbe  DAE,  qui  passera  par  tous  ces  points, 
sera  une  hyperbole , et  les  points  F,  f , en  seront  les 
foyers. 

3go.  Pour  décrire  une  hyperbole  par  un  mouvement' 
continu  , il  ne  faut  donc  que  fixer  l’extrértiité  d’une  règle 
à un  point f,  qui  sera  un  foyer,  autour  duquel  elle  puisse 
tourner;  avoir  un  fil  flexible  GMF,  plus  ou  moins  long 
que  la  règle/" G,  dont  un  bout  sera  attaché  en  G et  l’autra 
eu  F,  et  par  un  style  M,  tenir  une  portion  du  fil  MG,  ap- 
pliquée à la  règle,  tandis  que  celle-ci  tourne  sur  le  point 
/.  Alors  la.  différence  des  distances  du  style  aux  deux 
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foyers , sera  toujours  la  même  et  vaudra  la  différence  qu’il 
y a entre  la  longueur  du  El  et  celle  de  la  règle. 

Si , après  avoir  décrit  la  branche  DMA , on  renverse  la 
règle , le  style  tracera  la  branche  AE,  parfaitement  sem- 
blable à la  précédente  ; et  si  on  fixe  de  la  même  manière 
l’extrémité  de  la  règle  en  F,  et  qu’on  attache  le  bout  du 
fil  en  f,  on  tracera  la  oourbe  dae , tout-à-fait  semblable  à 
DAE,  et  qui  tournera  sa  convexité  vers  la  première.  Ces 
deux  courbes  s’appellent  les  hyperboles  opposées. 

3gi.  Corollaire.  D’après  lagénératiçn  de  cette  courbe, 
on  peut  conclure  ; i .°  quelle  coupera  la  ligne  indèjmie  Q q, 
dans  deux  points  A.  et  a.,  qui  seront  entre  les  deux  Joyer s» 
( Ces  points  en  sont  appelés  les  sommets  ). 

3ga.  2.®  Que  les  deux  sommets  A,  a,  sont  egalement  éloi- 
gnés des  deux  foyers  F tf  \ ou  bien  que  FA  — fa.  Car  , par 
la  nature  de  la  courbe , on  a ,fA  — FA  = 2a  = Fa  — fa. 
Donc  retranchant  de  fA  et  de  F a la  partie  commune  A a, 
on  a fa  — FA  = FA  — fa.  Donc  2 fa  = 2 FA  , ou  fa 
= FA.  - 

3g3.  Il  suit  de  là  que  la  distance  des  sommets  A , a , vaut 
la  quantité  connue  2 a.  Car  f A — FA  =2  a , ou  bien  fa 
+a  A — FA =a  <t.  Oryà=FA;donc  A a =2a.  (La  ligne  Aa, 
qui  joint  les  deux  sommets , est  appelée  le  premier  axe  des 
hyperboles,  et  le  point  du  milieu  C en  est  le  centre  J. 

394.  Si  sur  le  milieu  C du  premier  axe,  on  élève  la  per- 
pendiculaire B b , terminée  aux  points  B , b,  en  portant  de 
Aies  lignes  AB,  A b,  égales  à la  demi-excentricité  FC, 
çette  perpendiculaire  sera  appelée  le  second  axe  des  hyper- 
boles opposées.  Et  comme  ce  second  axe  est  nécessaire- 
ment une  quantité  connue,  dès  qu’on  connaît  BA  et  CA, 
nous  l’appellerons  a b.  Ici,  comme  dans  l’ellipse  , l’excen- 
tricité Vf  est  appelée  2c,  l’ordonnée  PM  est_y;  et  plaçant 
l’origine  des  abscisses  au  centre,  CP  sera  x.  Donc  PF 
= c—x,  et  Vf  — c x. 

5g5.  Théorème  I.  Dans  cette  courba  le  second  demi-axe 
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est  moyen  proportionnel  entre, les  distances  d un  même  foyer 
aux  deux  sommets. 

Démonstration.  Il  faut  démôntrer  que  — FA:BC:F a ; 
ou  bien  que  H c — a : bicr^a.  Or,  cela  est  ainsi;  car  le 

triangle  rectangle  BGA  donne  BC*  = BA1  — CÀ‘,  ou  bien 
bb  — ce  — aa.  Donc  f-jc  — a : b : c 4-  a. 

. ..V.  > - * . 

5g6.  Théorème.  II.  Dans  cette  courbe  le  quarré  dune 
ordonnée  vaut  le  rectangle  de  ses  abscisses , multiplié  par 
une  fraction  dont  le  numérateur  est  b” , et  dont  le  dènomint s. 
teur  est  a’.  , 


Démonstration.  Puisqu’ici  la  différence  des  deux  rayons 
vecteurs  est  toujours  za , appelant  leur  somme  2 z,  le  plus 
grand  sera  a -+-  a,  et  le  plus  petit  z — a.  • • ; 

Cela  posé  dans  les  triangles  rectangles  MPF,  MPy 

(fio.  i37),  on  a MF1  ptJÆf*  = MP*  -h~Pf\ 

Donc  substituant  les  expressions  algébriques  ,ona: 

.1  • • . 

zz  — 2 az  4-  aa  =yy  4-  ce  — a ex  4-  xx 

zz  4-  2 az  4-  aa  —yy  4-  ce  4-  2 ex  4-  xx 

Soustrayant  la  première  équation  de  la  seconde,  4 au 

, ex  ccxx  „ , J 

— 4 ex  > °u  z — — et  zz  — . Substituant  ces  va- 

a a a ‘ 

Jeurs  de  z et  dé  z'  dans  la  première  équation , on  a : 

— 2 ex  4-  aa  — yy  4-  ce  — a ex  4-  xx.  Donc  yy  — 


ccxx 

aa 

ccxx 


xx  ■ 


cc 


aa 


ccxx — aa  xx 
aa 


aa 

( cc  — aa  ) — . . 


( cc — aa)xx  — aa  (cc  — aa) 


, Or,  cc  — aa  — bb.  Donci 
aa  ' 

_ bbxx  — aabb  bb 
yy — — — (xx — aa). 


aa 


aa 


397.  Remarques  I.  Si  l’on  place  l’origine  en  A,  et  qu’on 
fasse  AP  =s  z , on  aura  x — a 4-  z;  substituant  cette  v*- 
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leux  dans  l’équation  précédente , on  a, yy  — — (aa  + zag 

v bb  .' 

-+-  zz  — aa  ) ==  — ( 2 az  -4-  zz  ) ; ce  qui  exprime  toujours 


la  même  propriété.  Mais  en  examinant  cette  équation  yy 


= ( 2 az  4-  zz  ) , on  en  peut  déduire  , 1 .°  que  du  coté 

aa  , . . . - — • 

des  x positives  chaque  ordonnée  a deux  valeurs  , savoir 


— (a  az -h  zz)^  , et  que  cette  courbe  jette  deux 

branches  de  chaque  côté  de  ces  abscisses  ; z.°  que  du  côté 
des  abscisses  négatives , la  courbe  disparait , tant  que  z est 


plus  petit  ou  égal  à z a.  Car  alors  yy  = — ( a az  4-  zz  ) de- 

> ' : ; aa 

vient  yy  — ( — a az  4-  rz)j  et  par  conséquent  le  second 

membre  est  négatif,  tant  que  a az  >zz  ; ou  bien  tant  que 
<ua>z.  Donc  alors  les  valeurs  de ^ sont  imaginaires.  Mais 
siaa  = r,  ona_yï=o;ce  qui  exprime  que  du  côté  des  x 
négatives,  la  courbe  va  couper  l’axe  des  abscisses  à la  dis- 
tance de  l’origine  = za.  Si  z>za,  zaz<zz.  Donc  la 
courbe  reparaît  au-delà  de  ce  point,  et  elle  a deux  bran- 
dies , une  de  chaque  côté  de  l’axe  ; ce  qui  prouve  que./es 
deux  hyperboles  opposées  sont  une  même  courbe  partagée 
en  deux  parties  séparées  par  le  premier  axe  , puisque  une 
même  équation  les  représente  toutes  deux. 

3g8.  II.  Si  l’on  supposait  que  dans  l’hyperbole  le  second 
axe  fût  égal  au  premier  , ou  bien  que  ô= a,  l’équation  , 
en  comptant  les  abscisses  du  sommet,  serait  yy  = a az. 
-4-  zz  ; et  par  conséquent  elle  ne  différerait  de  celle  du  cercle 
35o) , que  par  le  signe  qui  précède  le  quarré  zz , lequel  est 
ici  positif,  tandis  que  dans  le  cercle  il  est  négatif  (l’hyper- 
bole dans  laquelle  le  second  axe  égale  le  premier,  s’appelle 
hyperbole  équilatère).  . ..  . 

3gg.  III.  Enfin  il  faut  observer  que , soit  qu’on  prenne 
l’équation  de  l’hyperbole  du  centre,  soit  qu’on  la  prenne 
du  sommet,  elle  ne  diffère  de  celle  de  l’ellipse  que  par  les 
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signes,  et  que  l’une  et  l’autre  sont  renfermées  dans  cette 
expression,^  =-^—(±  aa  xx)  : ou  dans  celle-ci  ,yy 
bb 

— ( lax  + xx). 

au 


400.  On  appelle  paramètre , dans  l’hyperbole,  la  double 
ordonnée  qui  passe  par  le  foyer.  Pour  avoir  la  valeur  de 
cette  ordonnée,  on  observera  qu’alors,  en  comptant  du 

centre,  x — c ; doncj^^:-^  (xx — aa)  devient  y y 

= — (cc  — aa).  Or,  cc  — aa  =2  bb.  Donc  yy  — — — et  y 
aa  au 


bb 


= — j Ainsi  ‘j.y 


4 bb 


2 a 


. Donc  appelant  le  paramètre  p > 


4 bb  , . . 

j ai  p = — — , ou  bien  — 2 a : 2 b :p. 

sa  ' 

401.  Si  l’on  veut  faire  entrer  le  paramètre  dans  l’équa- 

r.  i ■ • 4 AA  , . . 

tion  à la  courbe , on  sait  que  p =~ — , et  qu  ainsi  2 ap 

— *4 bb,  et  7 ap  = bb.  Substituant  donc  cette  valeur  pour 


bb 


P 


bb  dans  l’équation  yy  = (ara:  — aa),  on  a yy  = 

{xx  — aa);  et  si  l'on  comptait  les  abscisses  du  sommet. 


2 a 


on  aurait  eu  , yy 


_ P 


2 a 


(2  az  + zz). 


402.  Théorème  III.  Dans  l hyperbole  le  paramètre  est  plus 
grand  que  le  quadruple  de  la  distance  du  sommet  au  foyer t 
ou  bien  , p > 4 (c  — a). 

. r»  - ->  ,0  ^bb  2 (cc  — aa) 

Démonstration.  Car  p — = 

, r a a 

^Xi(f+a)(c  — a)\n  , ...  , . 

= - : — . Donc  p:  4 (c — a)  ■■  2 fc-h  a) 

4 a ; 

;4  a.  Or,  2(c  + a),ou2c  + 2fl>4a.  Donc  p > 4 (c — <*)» 
" 4°3*  Remarques  I.  L’équation  j'y  = — ( ara:  — aa), 
que  nous  avons  trouvée  en  comptant  les  abscisses  dit 
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centre,  nous  donne  l’équation  au  second  axe.  Car  ici, 
comme  dans  l’ellipse  (386),  x représente  l’ordonnée  au 

second  axe,  et  y son  abscisse.  Or,  xx  = ~-—(yy  bb)  ; 

bb 

équation  bien  différente  de  celle  du  premier  axe  , puis- 
que.^ •+•  kb  ne  peut  point  représenter  le  rectangle  des 
abscises. 

J 404  II.  Si  l’on  prend  sur  le  second  axe  Bi(no.  137)  deutf 
points  P,  Z7,  tels  que  CF'  = CfzzBA,  on  pourra',  de  ces 
deux  points  pris  pour  foyers,  décrire  deux  hyperboles  (*) 
opposées  DBG,  dbg,  qui  auront  Bè  pour  premier  axe  et 
A a pour  second  axe.  Il  est  clair  que  l’on  a dans  ces  deux 
courbes  les  mêmes  propriétés  que  dans  les  deux  pre- 
mières, en  changeant  seulement  b en  a , ët  a enb.  Ainsi, 

puisque  en  faisant  CP  — x , nous  avons  eu  y y : — ^ 


aa 


bb 


(xx  — aa),  ou  PM’=  — (CP’  — aa) , il  s’ensuit  qu’en 

aa  • w • » 

faisant  CS  = x , nous  aurons  DS’  = ( CS’  — bb);  d'où 

CS’  =-^-(DS’  -t-  aa),  (La  première  de  ces  deux  équa- 
tions est  celle  du  premier  axe  B b des  nouvelles  hyper* 
boles,  et  la  dernière  est  pour  leur  second  axe  Aa). 

4o5  III.  Les  calculs  nécessaires  pour  trouver  les  expres-t 
sions  de  certaines  lignes  dans  l’ellipse  et  l’hyperbole  , 
peuvent  se  faire  de  la  même  manière.  C’est  pourquoi 
nous  emploierons , pour  les  démonstrations  suivantes  , 
deux  figures  de  ces  courbes,  que  nous  construirons  sem- 
blablement. Lorsque  les  résultats,  ou  quelques-uns  de 
leurs  termes,  auront  un  signe  double  dfc  ou  + , il  faudra 
prendre  le  signe  supérieur  pour  l’ellipse,  et  l’inférieur 
pour  l'hyperbole. 


(*)  Ces  hyperboles  sont  appelées  les  hyperboles  conjuguées  aux 
«leux  autres,  et  réciproquement. 
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406.  Théorème  IV.  L'expression  du  petit  ray  on  vecteur 
FM  (fig.  i35  et  137)  est,  FM  = llu  6ranJ 

rayon  vecteur /M  est, /M=  (l’origine  étant  au 

centre  comme  nous  la  supposerons  dans  la  suite  ). 


Démonstration.  Nous  avons  vu  C5-j5),  i.°  que  dans 

Ci r 

l’ellipse  FM  = a — 2 , et/M  =:  a -4-  z ; 2.0  que  2 = — î 

(il  en  est  de  même  pour  l’hyperbole  ( 3g6  ) avec  les  change- 
ments de  signe,  c’est-à-dire,  que  FM  — a -+-  2,  etyM 
=a+z).  Donc  en  réunissant  les  deux  courbes  FM=  ûza+z 


*=:-4-aip— 


~ aa  ex 


. De  mêmeyM  = 


aa  • 


■ ex 


• 407.  Définition.  1m  sous-tangente  dans  ces  courbes  est  la 
partie  PT  du  premier  axe,  comprise  entre  l’ordonnée 
MP,  et  la  tangente  TM. 

' 408.  Théorème  V.  Dans  r ellipse  et  dans  Hyperbole  T ex- 
pression de  la  sous-tangente  PT,  est  PT  = — — ^ . 


Démonstration  (*).  Soit  Mm  l’élément  dont  le  prolonge- 
ment forme  la  tangente  MT  : de  ses  extrémités  menons 
les  ordonnées  MP,  mp  ; tirons  de  plus  la  petite  droite  MT- 
parallèle  à l'axe  A a.  Les  triangles  semblables  M m r , 

TMP , donneront,  mr  : Mr::MP:PT.  Or,  (399)  pm' 

— —(±aa  + Cp'  ),  ou  à, cause  de  pm  = PM  -+•  mr,  et 

au 

— bb 

de  Cp  = CP  rp  Mr,  PM’  + 2 PM  X mr  + mr'  = — 

( ± aa  + CF  + 2 CP  X Mr  +17  ).  Négligeant  mr' , 
M r’ , et  ayant  d’ailleurs  PM’=— — ( dt  aa  O P’ ) , il 


( * j Pour  rendre  la  démonstration  plus  courte  et  plu*  facile,  on  a 
fait  usage  ici  des  principes  du  calcul  intiuite'siinal , d’après  lesquels 
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vient  2 P M X mr=  — X 2 C P X M r.  qui  donne  m r : 

aa  4 

Mr::— CP  : PM.  Donc  aussi  — CP  : PM  ::  PM  : PT 

aa  . aa 

(PM)*  — rti? rp  r.r 

aa 

409.  Définition.  La  perpendiculaire  MN  (ne.  i35  et  i3y  ) 
sur  la  tangente  au  point  de  contact,  s’appelle  normale  ; 
et  la  partie  PN  de  l’axe  comprise  entre  l’ordonnée  MP  et 
la  normale  MN,  est  la  sous-normale. 

410.  Théorème  VI.  L'expression  delà  sous-normale  PN  est 

»+■  j jç  — t~  C C X 

~ : et  celle  de  la  normale  MN  ( appelant  le» 

b / ' 

rayons  vecteurs  FM,/"M  , l’un  R,  l’autre  r)  est  — y Rr. 
Démonstration.  i.°  Le  triangle  rectangle NMT  , donne 


H PT  : PM  : PN  = ( -pp  ) = 


bbx 


: ou  à cause  de 


lb  — ± aaqp.ee  (3y4  et  3g5),  PN — 


lia 

dt ~ aux  qi  cc.v 
aa 


a.®  La  normale  MN  = \/  (PM)’  -+-(PN)’  = \/  ( — 

(±04  + xx)+  ~~  )=  \/  ( ~t(±  a*  =p  X'  + ~î~)) 
= — y/  ( ) • Si  l’on  met  pour  b* , sa 

valeur  ±:  a'  qp  c* , on  aura  réduction  faite,  MN  = — 


A 


a4  qp  c*  x* 

a% 


)=V(^ 

/ a ' a 


c .r  a*  -+-  c x 
X 


t-e.v  \ tt 

a ‘ a 


V FM  x /m  (406)  = — V / Rr. 


des  quantité*  infiniment  petites  ne  peuvent  ni  augmenter  par  l’ad- 
dition , ni  diminuer  par  la  soustraction  les  quantités  finies  qui  entrent 
dans  le  même  calcul  (voyez  plus  bas , principes  de  Cale,  différentiel^ 
r.hap.  l). 
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4n.  Corollaire.  On  aura  donc  i.°  CT  = CP  ±:  PT=  x 


— x* 


au 

JC 


2« 


FT=±CT  + CF—± 


aa 


±LU%^LCX 


a 

x 


c 


H a a 


:cx 


—FM  (406):  par  la  même  raison , yT 


= CT4 Cf  — — /M. 


3.®  TN=PT+ PN  = 

FMx/M  . 

= ■ é — (4o6). 


— a*  zfx* 

x a*  a1* 


412.  Théorème  VII.  Si  l'on  tire  d’un  foyer  F ou  f , une 
perpendiculaire  FQ  ou  fq  sur  la  tangente  TM,  on  aura  FQ 

=4  ^ |r)et  f’ = ty/(  w )• 

Démonstration.  i.°  Soit  la  normale  MN,  les  triangles 
semblables TINM  , TFQ  donneront , TN  : KÎM  ::  FT  : FQ. 
Substituant  les  expressions  déjà  trouvées  , on  aura  , 
FM  X./M  f y/  Pto  x ..  ± FM  . FQ__ 

Jü  y/ FMX/M=i ✓(  JJJ- ). 

a.'  Les  triangles  semblables  TNM , T fq,  donnent  TN  : 

KM::  fT  :fq  , ou  bien  *0!- . L /FMX/M  ::  ~ 

x a * 

4i3.  Si  l’on  mène  une  autre  tangente  à un  autre 
point  M',  les  rayons  vecteurs  FM'  ,f  Mr  , et  la  perpendi- 
culaire FQf  sur  la  nouvelle  tangente,  on  aura  FQ;  = 

Or , 1 .*  dans  l’ellipse  , si  l’on  suppose  que  FM  > FM' , on 
aura/'M</'M, , puisque  FM  +/M.  = FM;  -+-  /M'=a« 
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(36g).  Donc  alors  y ^ > FM  : FMf  ; et  par  con- 

séquent on  aura  FQ  : FQ'>  t/FM  : t/FM'.  z.°  Dans  l’hy- 
perbole les  deux  rayons  vecteurs  FM,  /M,  croissent  en 

même  temps.  Donc  : -^L  <FM  : FM'.  Donc  aussi 

./  M J M 

FQ  : FQ'  < l/ FM  : \/  FM'.  D’où  il  suit  que  les  perpendi- 
culaires menées  d'un  foyer  sur  les  tangentes  à différents 
points , croissent  dans  l'ellipse  en  plus  grande  raison,  et  dans 
t hyperbole  en  plus  petite  raison  , que  les  racines  quarrées 
des  rayons  vecteurs  tirés  du  même  foyer  aux  points  de 
contact. 

414.  Puisque  FQ=  b y/  ( ),  fq  = b V ( /H  ) , 

on  aura  FQ’  : jef  : : b'  : b*  : : FM*  : JW.  Donc 

aussi  FM7— FQ*  : JW  —Jqi  ::  FQ’  : fq * ::  FM*  :/M\  Or, 

— FQ’  = MQ* , /M*  — y^‘=M^’(i74).Substituantet 
extrayant  les  racines,  on  a MQ  : M7  ::  FQ  :fq::  FM  :/M. 
Ainsi  (1 18)  les  triangles  FMQ  , sont  équiangles  , et 

l’angle  FMQ  = l’angle  fM.q.  Ce  qui  prouve  que  dans  t el- 
lipse et  l'hyperbole  la  tangente  fait  des  angles  égaux  avec  les 
deux  rayons  vecteurs , qui  aboutissent  au  point  de  contact  ; 
et  qu’ainsi  pour  tirer  cette  ligne  sur  le  point  M , il  suffit , 
dans  l'hyperbole,  'de  diviser  en  deux  également  (60  ) l'angle 
formé  par  les  deux  rayons  vecteurs  FM  , y"M,  et  dans  l'el- 
lipse , de  diviser  ainsi  le  supplément  de  cet  angle. 

41 5.  si  r on  mène  les  droites  FR  fjg,  l’une  par  le  foyer, 

1 autre  par  le  centre  , parallèlement  à la  tangente  TM, 
le  triangle  MFR  aura  deux  angles  égaux  (4*4)  1 un  en  F , 

l’autre  en  R.  Donc  MR  = MF  =r  JEjUJtfî.  , et /R  =/M 
- MR  = £+2  _ £+2.  = 22L  : Or , (,o3)/C:CF 
fyi'.  XR=y*X.  Donc  XR  = - /“R  = ; par  consé- 

' <4  * -r 
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quent  XR  dt  MR  ou  MX  = — — -+-  — a , c’est-à- 

dire  , que  la  partie  MX  du  ray  on  vecteur  fM,  comprise  entre 
le  point  de  contact  M , et  une  droite  Gg,  qui  passe  par  le 
centre  parallèlement  à la  tangente  TM , vaut  la  moitié  du 
grand  axe. 

416.  Théorème  VIII.  Dans  l'ellipse  et  dans  T hyperbole, 
toute  ligne  droite , comme  Mm1  , qui  passe  par  le  point  C , 
lequel  est  à distances  égales  des  deux  foyers  F , f , et  qui  est 
terminée  de  part  et  d'autre  à la  courbe  , est  partagée  dans 
ce  point  en  deux  parties  égales , ou  bien  on  a CM  — Cm'. 

Démonstration.  Si  du  foyer  f , et  d’un  rayon  égal  à FM, 
on  décrit  un  arc  de  cercle,  qui  coupe  la  courbe  en  m’ , et  d’un 
côté  de  l’axe  opposé  àM,  on  aura  le  rayon  vecteur/m':=:FM; 
et  par  conséquent  ( 36g  et  38g)  fM.  = F m.  Donc  le  qua- 
drilatère FM/wd  sera  un  parallélogramme  (gi)  : et  si  le 
point  C est  le  milieu  de  la  diagonale  F f,  il  le  sera  de  la 
diagonale  Mm'  (i53)  ; ou  bien  , aura,  CM=Cw'  : il  en  sera 
de  même  pour  toute  autre  ligne  qui,  passant  par  le  point 
C de  l’axe,  se  terminera  de  part  et  d’autre  à la  courbe. 

417»  Corollaire.  De  ce  que  FM fm'  est  un  parallélo- 
gramme, on  conclura  que  l’angle  FM/=  Vmf,  et  qu’ainsi 
(414)  l’angle  TMF  = t m'J,  ou  bien  que  les  deux  tangentes  op- 
posées MT,  m't  sont  parallèles. 

418.  Définitions.  Le  centre  d’une  courbe,  ainsi  que 
d’un  polygone  quelconque  , est  un  point  situé  de  telle 
sorte  , que  toutes  les  droites  qui  passent  par  ce  point  et 
se  terminent  à la  courbe  ou  au  contour  du  polygone  , y 
sont  partagées  également.  On  appelle  diamètres  les  droites 
qui  passent  par  le  centre  et  se  terminent  au  contour  de  la 
figure.  Ainsi  l’ellipse  , l’hyperbole  , le  cercle , et  les  po- 
lygones soit  réguliers,  soit  symétriques  ( i34  ) ont  un 
centre  et  des  diamètres.  Dans  l’ellipse  et  l’hyperbole  , 
deux  diamètres  M ml , D</(fic.  i38  et  i3g),  sont  dits  con- 
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j ugués  l'un  à l'autre  , lorsque  le  premier  est  parallèle  à la 
tangente  tirée  sur  l’extrémité  du  second. 

4tq.  Théorème  IX.  Si  des  extrémités  M , D , de  deux 
diamètres  conjugués  on  tire  les  ordonnées  MP  , DI,  à l'axe 

A û , on  aura  , 1 MP  X DI=  — CP  X CI.  ou  CI:DI 

a* 

•:  MP  : — x CP.  2.‘Cp  = ±a’  = CP7. 

tl1 

Démonstration.  i.0Sil’on  mène  la  normale  MN,  le* 
triangles  DIC , MPN  étant  semblables  (1 17),  donneront 

CI  : DI  ::  MP  : PN.  Or  (410)  ,'VN  = —x=  — CP.  Donc 

u*  a* 

CI  : DI ::MP  : —CP, ou  MPxDI=  — CPxCI. 

a*  c* 

a.*  On  aura  donc  CP  : DP  ::  MP1  : -^-CP\  Or  , ( 399  ) 
MP»  = — (±fl*^CP*);DP=  — (rha’^CP).  Donc 

a*  a* 

CP  : — ( «’  T CI1)  ::  — - (±a’;pCP’)  : — CP’.Ouensim- 

a*  a*  a 4 

plifiant , CI*  : a ’ zf  CI’  ::  ± a‘  CP*  : CP’.  Ajoutant  les 
antécédents  aux  conséquents  dans  le  cas  du  signe  supé- 
rieur , ou  les  soustrayant  pour  le  signe  inférieur  , on  a , 

réduction  faite,  CI’  : a’  ■ • ±a’:+:CP’  : a’,  ce  qui  donne 
CP  = ± a’  zp  CP\ 

420.  Théorème  X.  Si  l'on  mène  au  diamètre  Mm' , une 
ordonnée  mp  parallèle  à son  conjugué  Dd,  on  aura,  en 

« /I* 

faisant  mp  = y , Ç p=x,  CM  — ni , CD  = n,y'  = — - 
( dz  m’  qp  x"  ). 

Démonstration.  Tirons  les  perpendiculaires  mO,  pQ  , 
et  la  parallèle  ph  à l’axe  A a , nous  aurons  { 39g  ) mO' 

— ±b'+  ~CÜ\  Or,  i.°  nîO=njL  + ^Q,  etCO  = CQ 

hP/>L. 
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'T  ph.  2.°  Les  triangles  mhp , DIC , donnent  DC  ( n ) : mp 
(y  ) ::  DI  : m L = X DI  ” CI  : — CI;  et  les  triangles 

CMP,  Cp  Q donnent  CM  ( m):Cp  (x)  ::  MP:^>  Q=*JÎLmP 

m 

::CP:CQ= — CP.  Donc  mO  = — DI  -+-  — M P CO 
m nm 

•T*  y 

— — CP  ^ “ X CI.  Substituant  dans  la  première  équa* 


tion  , elle  devient  ^-DI’  + —■ ^-MP  X DI  — M P 


mn 


— ±b'  + 


h *. 


m* 


a‘  m 


xCP'+V^x  ‘-ScF. 

mn  **  an 


Or  (419),  MP X DI  = ^-CPxCI,  en  outre  (375et4o4) 

DI*  —b'zç.  — CI’ , MP’  = ± b'  qr  CPa . Substituant 

. , . A’v1  A’ a" 

et  réduisant , on  aura  , — ± ■ — — — ±b'  ; Donc  r» 

n*  m*  * ^ 

= - n'  * —^r>  ou^*=  ^r(±  m’  =F  *’)• 


421.  Corollaire.  Puisque  dans  l'ellipse  mm xx?=.(m 

-+-x)(wi  x)  ~ m'p  X M/>  ; et  que  dans  l'hyperbole  xx 
— mm  = (x  -hm)(x—m)  = m'pXMp  , on  a dans  l’une 

et  l’autre  courbe,  W = (m'p  X Mp)  : ou  bien^  : m'p 

XM pr.nnumm,  propriété  analogue  à celle  que  nous 
avons  trouvée  ailleurs  (38o)  pour  les  axes. 


423.  Remarque.  Si  l’origine  des  abscisses  est  au  sommet 
M,  ou  si  Mp=x,  on  aura  m'p=z  mzçx  , ce  qui  change 

l’équation  yy  = ~(MpX  m'p ) en yy  = ^2rnx-xx): 

4a3.  Théorème  XI.  L'expression  d'un  demi-diamètre  CM 
rapporté  aux  axes,  est  CM =\/(  -_?!’hh  + ccr*  ) . et  Cÿ]U 
Géométrie.  aA 
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) , ou  (4oG)  CD 


, _ / , zt  (1*  ZZ  CC  T JC 

de  son  conjugue  est  CD  — y f — 

= v/"FMx/M. 

Démonstration.  Soient  les  ordonnées  MP , DI , perpen- 
diculaires sur  l’axe  A a,  nous  aurons  1 .°CM=  V CP’-t-MP’ 

=z\/(  xx  ± bb  zz  bh'X  l-  );  mettant  dans  - la  valeur 
' aa  « au 

■±  aa  zp  cc  de  bb , on  a réduction  faite , CM 

— y/(  ±“ahb  + ccx*  y . . 2.°  CD  = V/(  CI  )’  4-  ( DI  / 
= \/({C\y  ±bb  +-^-CVyOr,CT=±aa  ^CP’  = 
± aa  zp  xx.  Substituant^  réduisant, CD  —\/ Ç±  aapzxx 


V Mettant  ±z  aa  zp  cc  au  lieu  de  bb,  il  vient  CD 

aci  ' 

=V/(  ±*  + ^1  ) = v/FMx/M.  - 

v aa  y 

424.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  CMJ  ± CD’  = ± bb 

-h  aa  , ou  CD’  ± CM’  = ± an  bb.  Ce  qui  signiHe  que 

dans  ces  courbes  la  somme  ou  la  différence  des  quarrès  des 

deux  demi-diamètres  conjugués , est  égale  à la  somme  ou  à 

la  différence  des  quarrès  des  deux  demi-axes. 

\ 

425.  Théorème  XII.  J J' parallélogramme  CMtd , construit 
sur  tes  demi-diamètres  conjugués  CM , Cd , et  sur  leurs  tangen- 
tes est  égal  au  rectangle  des  demi-axes , ou  bien  CM  td  = ab . 

• ...  A • * , 

Démonstration.  Soit  "Mq  perpendiculaire  sur  Cd,  nous 
aurons (i65)  CMtd  = M^X  C d=xMq\/  FMx/M.  Or,  si 
l’on  mène  le  rayon  vecteur  f M,  et  la  ligne  /S  perpendi- 
culaire sur  la  tangente  TM,  lestriangles  équiangles  MX//, 
/MS donneront/M :/S :: MX  :M^,ou(4ia  et4*5)/M: 

hS//(  FM  ) ” a:M?  ~ ah^ fm  x/M  1/  (FM  x /Ai) * 

Donc  M 9 X \/ FM  X/M,  ou  CMtd  = ab  — M#  X Cd.  Ainsi 
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en  faisant  q , Cd=n,  on  auraa6  = n<7,  et  par  con- 

séquent les  parallélogrammes  construits  sur  deux  diamè- 
tres conjugués  quelconques  sont  tous  égaux,  puisque  cha- 
cun vaut  le  rectangle  formé  sur  les  axes. 

42G.  Théorème  XIII.  Si  sur  les  axes  de  Hyperbole  Aa  , 
Bb  (fig.  140  ) on  construit  le  rectangle  RVru,  les  diagonales 
B r.  Vu  seront  les  asymptotes  de  T hyperbole. 

Démonstration.  Les  triangles  semblables  CAR  , CPN  , 
donnent  CA  : AR"CP  : PN,ou  en  faisant  CP  = .r , CA 

biv 

• — a , AR  = CB  = b , a : b ::  x : PN  — • . Par  consé- 

quent PN’  = —r-  . Or(3g6)  , PM’== — b*+ , Donc 

PN1  — PM’  —b* , c’est-à-dire  , que  dans  la  même  courbe 
la  différence  des  quarrés  PN’  et  PM’  est  constante , ou 
bien  que  PM’  croît  autant  que  P.V.  Donc  PM  croit  plus 
que  PN  , et  par  conséquent  la  courbe  s’approche  tou- 
jours de  R r.  Cette  ligne  en  est  donc  l’asymptote  (3G5)  ; 
et  il  en  est  de  même  de  Vu,  par  rapport  à l’autre 
branche. 

427.  Théorème  XIV.  Si  d’un  point  M de  r hyperbole , 
on  mène  à f asymptote  voisine  la  droite  MN  parallèle  au  se- 
cond axe , et  qu’on  la  prolonge  jusqu'à  f autre  asymptote , 
on  aura  MN  X Mn  = b’. 

Démonstration.  Nous  avons  vu  (426)  que  PN* — PM’ 
= b\  Or,  PN*  — PM’  — ( PN  4-  PM)(  PN  — PM  )=(P/i 
H- PM)  ( PN  — PM  ) = Mn  X MN.  Dônc  MN  x M n=b'  : 
pour  la  même  raison  on  aura  mnX  m N =b ’ ; et  si  l’Qn 
mène  Ee  parallèle  à Nn,  on  aura  encore  TE  X T e — b' 
= MN  X M n — m n x m N. 

428.  Théorème  XV.  Si  d'un  point  quelconque  M de  T hy- 
perbole on  mène  a l' asymptote  voisine  ta  droite  M p , paral- 
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Me  à r autre  asymptote  ; et  qu'on  fasse  Mp  — y , Cp  = x , 

CR  = Cu-ar;  on  aura  l’équation  y — — 

J x 


Démonstration.  Tirons  par  le  point  M la  droite  NM« 
parallèle  au  secondaxe,  et  MS  parallèle  àCN,  les  triangles 
MNp , uRC  isocèles  et  semblables  donneront  MN  : uR 
,::M P : CR;  de  même  les  triangles  MSra,  RCu,  isocèles  et 
semblables,  donneront  M/i  ; uR  ::  MS  ou  Cp  : CR.  Multi- 
pliant par  ordre  les  termes  de  ces  deux  proportions,  on 
aura  MN xM»;  JE*  : Mp  x Cp  : CR1. Or (427),  MN  X M« 


— — CB3 — AR’  =(  t uR ^.DoncaussiMpXC/? 

_f(CR)*\  * 4 

— ^ — — ) : mettant  les  expressions  analytiques  , il  vient 


yx  = r*,  ouy  = — . 


429.  Corollaire  I.  La  quantité  r*  — ( 

fCA)H-(AR)*  a'  + b*  , . 4 

= — • • = — - — étant  constante , il  s ensuit  que  les 


ordonnées  Mp  à l'asymptote  CR , parallèles  à Vautre  asymp- 
tote, sont  entre  elles  en  raison  inverse  des  abscisses  corres- 
pondantes. 


43°-  Corollaire  II.  Si  l’on  tire  sur  une  asymptote  C c 
des  ordonnées  mo,  m s,  m r,m  q,  parallèles  à l'autre  asymp- 
tote , on  aura  donc  : 


mo  : wi  s ::  C r : C o 
m r : mq  ::  C q:C  r 

De  ces  deux  proportions  on  conclura  ( A!g.  23i  ) 


mo  — m s : C s — Co::ms  : Co::  m s x mo  : CoXmo. 
m r m q :Cq  — C r ::  «1  ^ : C r ::  m q ÿ(.  m r : C rXmr. 

Or,  si  1 on  suppose  que  mo  et  ms  sont  aussi  éloignées 
que  mr  et  mq , on  aura  Cj — Co  —Cq  — Cr,  tandis  que 
(4a7)>  CoX/«o  = CrX  mr.  Donc  mo  — ms'.mr —mq  m s 
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X m o : rnq'K  mr,  ou  bien  les  différences  de  deux  ordonnées 
sont  entre  elles , comme  les  produits  de  ces  mêmes  ordonnées- 
Et  si  en  outre  on  suppose  que  mo  et  ms,  mr  et  mq  sont  in- 
finiment près  , on  aura  ms  X mo  = ms'  — mo'  ; et  mq  X mr 

— mq'  = mr*.  C’est-à-dire  , que  dans  ce  cas  les  différences 
des  ordonnées  sont  entre  elles , comme  les  quarrès  de  ces  mêmes 
ordonnées. 

CHAPITRE  IV.  - 

De  la  Parabole. 

43i.  Déf  initions.  Soient  les  droites  indéfinies  TN  , 
SDS'  ( pic.  141  ) perpendiculaires  l’une  à l’autre.  Fixons  à 
volonté  un  point  F sur  l’une , et  imaginons  que  l'on  prenne 
sur  le  plan  de  ces  lignes  des  points  M,  tels  que  les  per- 
pendiculaires MS  sur  DS  , soient  égales  arux  droites  MF , 
tirées  des  mêmes  points  au  point  fixe  F , la  courbe  qui 
passe  par  cette  suite  de  points  est  une  parabole . Le  point 
F en  est  le  Joyer  ) les  lignes  teHes  que  FM  sont  des  rayons 
vecteurs  : la  droite  SDS,  ^ se  nomme  la  directrice  de  la  pa- 
rabole ; IN  en  est  l’axe , et  son  intersection  en  A avec 
la  courbe  forme  le  sommet  : les  perpendiculaires  comme 
MP  sur  Taxe  sont  les  ordonnées , et  les  AP  correspondantes 
sont  leurs  abscisses. 

* j 

43a.  Corollaire.  Il  suit  de  cette  définition  , i.°  Que 
FA=AD,  ou  bien  que  le  sommet  de  la  courbe  est  à même 
distance  du  foyer  et  de  la  directrice,  a.®  Que  si  l’on  prend 
une  équerre  DSO,  et  un  fil  inextensible  FMO=SO,  dont 
une  extrémité  soit  fixée  en  F , et  l’autre  en  O,  la  parabole 
sera  décrite  d’un  mouvement  continu , par  un  style  M, 
qui  étant  mobile  le  long  du  côté  de  l’équerre  SO  , tien- 
dra le  fil  F’MO  toujours  tendu  , tandis  que  la  branch  eSD 
glissera  sur  la  directrice  SS',  Car  alors  ott  aura  toujours 
MS=MF.  - 
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433.  Pour  avoir 'l’équation  de  la  parabole,  soit  MP 
—y,  AP  = x , AD  = AF  = a.  Cela  posé,  le  triangle 
rectangle  MPF  donne  , PM*  = MF’  — PF*.  Or  , MF 
= MS  = PD  = AP  -+-  AD=  x -h  a , PF  = AP  — AF  =x 

— a.  Donc  ,y‘  =x(x  + a y — ( x — a J’  = t^ax. 

434.  Définition.  La  quantité  constante  4**  , dans  l’équa- 
tion de  la  parabole,  s’appelle  le  paramètre  de  [axe.  Si  l’on 
fait  4 a—p,  l’équation  ci-dessus  devient^’  = px. 

435.  Corollaire . Il  suit  de  là  1.®  Que  l'ordonnée  qui 
passe  par  te  foyer,  vaut  la  moitié  du  paramètre , ou  bien  que 

m'F  — p.  Car  dans  ce  cas  x = AF ~a  — jp.  Donc  i»'F* 

— PX7P  — 7P'  > oum'F  — -p. 

436.  a.®  Que  p étant  une  quantité  constante,  les  quarrés 
des  ordonnées  sont  comme  les  abscisses  correspondantes  ; 
ou  bien  que  L s ordonnées  sont  entre  elles , comme  les  racines 
quarrées  des  abscisses. 

437.  5.®  Qu’à  chaque  abscisse  répondent  deux  ordonnées 
égales  , l’une  positive  , l’autre  négative  ; puisqu'on  a tou- 
jours y xx  ± I /px.  Ainsi  la  courbe  a deux  branches  égales  , 
tune  a droite , l'autre  à gauche  de  l'axe  TN. 

438.  4*®  Que  les  abscisses  et  les  ordonnées  croissent  en 
ftiême  temps  ; qu’ainsi  les  branches  de  la  parabole  ne 
peuvent  jamais  se  rencontrer  en  s’écartant  du  sommet  , 
c’est-à-dire,  que  la  parabole  n'est  point  une  courbe  rentrante. 

43g.  5.®  Qu’en  faisant  l’absçisse  x négative , l’équation 
yy  — — px  rend  y imaginaire.  Ainsi  , la  courbe  ne  s'étend 
pas  au-delà  du  sommet  A. 

440.  Problème.  Mener  une  tangente  à un  point  quelconque 
M'  de  la  parabole . 

Solution.  De  ce  point  M'  tirez  sur  la  directrice  la 
perpendiculaire  MfS'  : partagez  également  par  la  droite 
M'T  1 angle  S'M'F  formé  au  point  M' par  cette  perpen- 
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diculaire  et  par  le  rayon  vecteur  FM'  (60)  , et  cette  ligne 
sera  la  tangente  cherchée.  Car  le  triangle  S'M'F  étant 
isocèle  (45i)  et  M'T  étant  une  perpendiculaire  abaissée 
du  sommet  sur  la  hase  FS',  chacun  de  ses  points  sera  à 
égale  distance  de  F et  de  S';  donc  si  le  point  o pris  en  de- 
dans de  la  parabole,  appartenait  k cette  perpendiculaire, 
on  aurait  Fo  = S’ o.  Donc  si  du  rayon  S'o  et  du  centre  Sf 
on  décrivait  l’arc  on  ; et  si  du  rayon  F o et  du  centre  F on 
décrivait  l’arc  or,  ces  deux  arcs  se  coupant  en  o,  le  point 
r serait  plus  près  de  la  directrice  que  le  point  o ; en  outre  , 
si  du  point  n on  tirait  sur  la  directrice  la  perpendiculaire 
ns’,  et  du  point  r la  perpendiculaire  rs  , on  aurait  Fo 
= S' o — S'  n > s' n ( 44) > et  F'  o = F r = s r.  Donc  sr>  s1  nf 
ou  bien  en  tirant  ri  parallèle  à la  directrice,  s1  i>  s'n,  ou 
la  partie  est  plus  grande  que  le  tout  ; ce  qui  est  absurde. 

44 1 • Corollaire  I.  Dans  cette  courba  la  tangente  MT 
forme  donc  des  angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  MF,  qui 
aboutit  au  point  de  contact  et  avec  une  droite  MO  tirée  de  ce 
point  parallèlement  à F axe.  Car  la  ligne  OMS  étant  paral- 
lèle à l’axe  ou  perpendiculaire  à la  directrice, l’angle  TMF 
= TMS  = EMO,  qui  lui  est  opposé. 

443.  II.  La  tangence  au  sommet  A de  la  parabole  est  donc 
perpendiculaire  a l'axe  AN.  Car  le  rayon  vecteur  FA  et  la 
ligne  AD  parallèle  à l’axe,  étant  dans  le  même  alignement, 
sont  censés  faire  en  A un  angle  de  180".  Donc  l’angle  FAQ, 
qui  en  est  la  moitié,  est  de  90°. 

443  III.  Le  triangle  FMT  est  donc  isocèle;  car  l’angle 
FMT  = EMO  = MTF  ( 38  ). 

4^4.  Théorème  I.  La  sous-tangente  VT  dans  la  parabole 
est  double  de  l'abscisse  correspondante  PA  , ou  bien  son  ex- 
pression est  P T — 2 x , et  celle  de  la  tangente  M T est 

V px  +4  XX. 

Démonstration.  i.°  Le  triangle  isocèle  FMT  donne 
FT = FM=  MS  = P A + AD.  Donc  FT—  AD,  ou  FT— AF, 
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ou  encore  AT  = PA;  et  par  conséquent  PA-f-AT,  ou 
PT  = 2 PA  - 2 x. 

2.pLe  triangle  rectangle  MPT,  donne MT’=MP’-+- PT* 
~yy  + 4 xx  — px  -v  4 XX.  Donc  MT  — s/px+4  xx. 


445.  Théorème  II.  Dans  cette  courbe  la  sous-normab ; P N 
vaut  la  moitié  du  paramètre  , et  la  normale  MN  vaut  la  ra- 
cine quatre*  du  paramètre  multiplié  parle  rayon  vecteur  qui 
aboutit  au  point  M. 


Démonstration.  i.°  Ayant  élevé  sur  le  point  de  contact 
la  perpendiculaire  MN  sur  la  tangente  MT,  on  aura  (123) 

^ PT  : PM  : PN  = — i , 


2 X 


2.0  Le  triangle  rectangle  MNP  donne,  MN —\/  ( PM’ 
4-  PN’)=\//*x  -+-  yp7  = \/  p ( x -h  7 p ).  Or , x ->f  p 
= PD  = MS  = MF.  Donc  MN  = Vj*  MF. 

446-  Coroi.laire.  Si  l’on  abaisse  du  foyer  F , la  per- 
pendiculaire FQ  sur  la  tangente,  les  triangles  FQT, 
NPM  , donneront,  MN  : P N ::  FT  : FQ.  Or  , M N 

= \/ p X FM , PN  = Ÿ p , FT  = FM.  Substituant  on  trou- 
vera, FQ  = 4 v/  P * FM.  Puisque  dans  cette  expression 
tout  est  constant,  excepté  FM  , il  s’ensuit  quêtons  la  pa- 
rabole les  perpendiculaires  menées  du  foyer  sur  les  tangentes 
aux  différents  points  de  la  courbe  ,jont  comme  les  racines 
quarrées  des  rayons  vecteurs  correspondants. 


447.  Définition.  Dans  la  parabole  on  appelle  diamètre 
toute  droite  ML  (fig.  1 42)  tirée  d’un  point  quelconque  M de 
la  courbe,  parallèlement  à son  axe  AO.  Le  point  M en  est 
l’origine.  Ses  ordonnées  sont  les  droites  mp  parallèles  à la 
ligne  TM  , qui  touche  la  courbe  à l’origine  de  ce  diamètre. 
V.  abscisse  est  la  partie  M p du  diamètre,  comprise  entre 
son  origine  M et  l’ordonnée  correspondante  mp. 

448.  Pour  avoir  l’équulion  au  diamètre,  soit  rvp—yt 
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M />  -ZZ..T  : menons  à l’axe  les  ordonnées  MP  , mO , ainsi 
que  la  normale  MN  ; faisons  de  plus  AP=c,  PM  = £.  Cela 

posé , nous  aurons  mQ'—pXAO.  Or,  i.'mO=:wL  + MP 
— m L -hb  ; AO  = AP  -4-  Mp  4-  p L = c+x  4-  ph.  z°.  Les 

triangles  PMN,  h p m , donnent  (117)  MN,ou\/  /?XMF 


:mp,  ou  y::  PN,  ou^îmL  = 


1 p y 


: p L = 


_ by 


/(pxMF) 


✓ IPXMIF)  ’ 


Donc  znO  = 


■py 


AO  = c 4-  x 4- 


hy 


V^P  X MF) 


" PM,  ou  b 
b,  et 


y/(P*M F)  * 

— px  AO , il  vient  — -1- 


Substituant  dans  m O’ 

1 bpy 


px 


bpy 


PX  MF  l/(pX  MF  ) 


4 - bb  — pc 


\ /{P*  MF) 


. Or,  bb  — PM’  — p X AV  — pc. 


Donc, en  réduisant,—— —px,ce  qui  donner  = 4 MF 

X x (la  quantité  constante  4 MF  s’appelle  le  paramètre  du 
diamètre  ML  , et  si  on  le  fait  = 7,  on  Aura yy  = qx , ainsi 
que  pour  l’axe  ( 434  )• 


CHAPITRE  V. 

De  la  Cycloidc. 

« 

449-  Di—  o w.  Si  un  cercle  AER  (fig.  i43  ) roule  sur 
une  droite  AB,  posée  dans  le  plan  de  cette  figure,  de  sorte 
que  AB  soit  toujours  tangente,  le  point  A de  la  circonfé- 
rence qui  d’abord  est  en  contact  avec  cette  droite,  décrira 
dans  ce  mouvement  une  ligne  courbe  AMSB,  que  l’on 
nomme  ryc/oïdc.  La  ligne  AB  en  est  la  base;  la  perpendicu- 
laire DS,  sur  le  milieu  de  la  base,  est  son  axe  ; le  point  S le 
sommer  ; et  le  cercle  AER  est  appelé  le  cercle  générateur. 

Si  ce  cercle  ne  fait  qu’appliquer  sa  circonférence  sur 
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AB,  alors  la  base  AB  est  égale  à la  circonférence  du  cercle 
générateur,  et  la  courbe  AMSB  est  une  cycloïde  ordi- 
naire. «S’il  a un  mouvement  de  rotation  qui  lui  soit  propre 
autour  de  son  centre  dans  le  sens  AER , outre  celui  qu’il  a 
dans  le  même  sens  en  roulant  sur  AB,  le  point  générateur 
A reviendra  en  contact  avec  AB  , plutôt  qu’il  n’y  serait 
revenu  sans  ce  mouvement  propre;  et  alors  la  base  sera 
plus  petite  que  dans  la  cycloïde  ordinaire,  ou  bien  elle 
sera  plus  petite  que  la  circonférence  du  cercle  généra- 
teur; et  dans  ce  cas  la  courbe  tracée  par  le  point  A est 
une  cycloïde  accourcie.  Enfin  si  le  centre  du  cercle  géné- 
rateur était  transporté  d’un  mouvement  propre  dans  le 
sens  ARE,  par  une  raison  contraire,  la  base  serait  plus 
grande  que  la  circonférence  de  ce  cercle,  et  alors  la  cy- 
cloïde serait  alongée. 

■00.  Il  suit  delà,  i.°  que  la  cycloïde  sera  ordinaire, 
lorsque  le  point  A ne  tournera  autour  du  centre  du  cercle 
générateur,  qu’en  vertu  du  roulement  de  ce  cercle  sur 
AB;  qu’elle  sera  accourcie,  lorsque  ce  point  aura  un 
mouvement  propre  dans  le  même  sens;  et  qu’elle  sera 
alongée  , lorsqu’il  aura  un  mouvement  propre  en  sens 
contraire. 

451.  2.”  Que  dans  la  cycloïde  ordinaire  la  base  est 
égale  à la  circonférence  du  cercle  générateur , qu’elle  est 
plus  petite  que  cette  circonférence  dans  la  cycloïde  ac- 
courcie, et  qu’elle  est  plus  grande  dans  la  cycloïde 
alongée. 

452.  Remarque.  Il  faut  que  le  mouvement  du  point 
générateur  dans  le  sens  ARE,  soit  plus  petit  que  celui 
qu’il  a dans  le  sens  AER  par  le  roulement  du  cercle  sur  la 
base  AB.  Sans  cela,  il  pourrait  se  faire  que  ce  point  géné- 
rateur décrivit  une  ligne  droite , ou  bien  d’autres  espèces 
de  cycloïdes , dont  nous  ne  parlerons  pas  ici. 

453.  Théorème  I.  Si  d'un  point  quelconque  M de  la  cy- 
cloïde ordinaire , on  lire  la  perpendiculaire  MP  sur  i'axv  DS, 
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sa  partie  MO  sera  égale  à rare  correspondant  SO  du  cercle 
générateur,  décrit  sur  l'axe , compris  entre  cette  droite  MP  et 
le  sommet  S. 

Démonstration.  Supposons  que,  lorsque  le  point  géné- 
rateur est  en  M,  le  cercle  générateur  touche  la  base  au 
point  V;  nous  aurons  l’arc  MTV  = l’arc  O o D ( 57  ).  Par 
conséquent  (38)  la  corde  MV  sera  parallèle  à la  cordeOD, 
ce  qui  donnera  ( 88  ) MO  = DV.  Or  , par  la  nature  de  lu 
cycloïde  ordinaire  , la  demi-base  AD  •=  la  demi-circonfé- 
rence DOS,  el  la  partie  AV=  l’arc  appliqué  MTV  = OoD. 
Donc  DV  ou  MO  = DOS  — D oO  = SO. 

- 454.  Corollaire.  D’après  cette  propriété  , il  est  aisé 
d’avoir  l’équation  à la  cycloïde.  Car  appelant  l’ordonnée 
MP,^:  et  l’arcSO,  u : on  a toujours  OM=»etOP=s«tu. 
Doue  MP  ou  y — u ■+■  sin  u. 

455.  Théorème  II.  la  tangente  en  un  point  quelconque^/! 
(no.  144 ) de  la  cycloïde  ordinaire , est  parallèle  a la  corde 
SO  de  l'arc  correspondant  SIO  du  cercle  décrit  sur  Taxe. 

Démonstration.  Soit  M m un  arc  élémentaire  dont  lo 
prolongement  en  ligne  droite  forme  la  tangente  MT  î 
menons  MP,  mp,  perpendiculaires  sur  l’axe  : M r paral- 
lèle à O o : prolongeons  SO  jusqu’en  x , et  o O en  une 
ligne  droite  o O N.  Le  triangle  O o x aura  son  angle  en  O 
égal  à l’angle  NOS  ( 3a),  son  angle  en  x égal  à l’anglo 
SOF  ( 5o  ).  Or , NOS  = SOF , puisqu’ils  sont  mesurés  ( 65 
et  67  ) par  les  moitiés  des  arcs  égaux  ( 56  ) SIO , SKF. 
Donc  (8a)  O ozxox  = M r = mr.  Donc  les  triangles  Oox , 
M rm,  sont  semblables,  et  l’angle  en  x — l’angle  en  m. 
Donc  m M est  parallèle  à arO,  ou  bien  TM  est  parallèle 
à SO. 

456.  Théorème  III.  Un  arc  cycloïdal  quelconque  SM  est 
double  de  la  corde  S O de  l are  correspondant  SIO  du  cercle 
générateur  décrit  sur  Taxe , ou  SM  = a SO. 

Démonstration.  Soit  l’arc  n o décrit  du  point  S comme 
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centre  avec  le  rayon  So,  il  est  clair  que  n O et  Mot  odOx, 
sont  les  incréments  correspondants  de  la  corde  SO  et  de 
l’arc  cycloïdal  SM.  Or,  Ox  = 2nO(i25).  Donc  aussi  SM 
t=  a SO. 

457.  Corollaire.  La  demi-cycloïde  AMS  est  donc  double 
de  son  axe  SD,  puisque  cet  axe  est  la  corde  de  l’arc  cor- 
respondant dans  le  cercle  générateur  ; par  conséquent  la 
cycloïde  entière  est  quadruple  de  son  axe*. 

458.  Théorème  IV.  La  tangente  MT  à un  point  quel- 
conque M de  la  cycloïde , fait  avec  C ordonnée  PM,  qui  abou- 
tit à ce  point , un  angle  PMT,  dont  le  cosinus  varie  en  raison 
de  la  racine  quarrèe  de  la  partie  de  l'axe  PD,  renfermée 
entre  la  base  DA  et  F ordonnée  PM. 

Démonstration.  La  corde  SO  étant  parallèle  àla  tangente 
MT  (455),  l’angle  PMT=  POS , dont  le  complément  est 
PSO.  Or,  dans  le  triangle  rectangle  SOD,  si  DS  est  pris 
pour  le  sinus  total , DO  sera  le  sinus  de  ce  complément 
DSO;  d’ailleurs  DO  varie  en  raison  de  la  racine  quarrée 
de  PD  (18a).  Donc  le  sinus  de  l’angle  DSO,  ou  bien  le 
cosinus  de  l'angle  PMN,  varie  dans  ce  même  rapport. 
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PRINCIPES 

D E 

C A L C U L 

DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Introduction  à ce  calcul. 

4S9.  Sx  l'on  inscrit  ou  si  l’on  circonscrit  des  polygones  à 
une  figure  courbe  , on  pourra  tellement  augmenter  lu 
nombre  des  côtés  de  ces  polygones,  qu'ils  différeront 
de  l’aire  curviligne  d’une  quantité,  qu’on  rendra  tou- 
jours aussi  petite  qu’on  voudra,  et  par  conséquent  plus 
petite  qu’une  quantité  donnée  quelconque.  Ce  que  nous 
avons  dit  des  polygones  relativement  aux  figures  courbes 
et  planes , on  peut  le  dire  des  polyèdres,  relativement  aux 
figures  solides  et  courbes,  et  même,  en  général,  de  toute 
sorte  de  quantités  variables  , relativement  à celles  dont 
elles  s'approchent  tellement  dans  leurs  variations,  qu’ elles 
en  peuvent  différer  d’une  quantité  moindre  qu’une  quan- 
tité donnée  quelconque. 

460.  Définition  I.  On  entend  par  limite  d'une  quantité 
variable , la  valeur  ou  l'état  auquel  elle  tend  toujours  dans 
ses  variations  , sans  y parvenir  jamais  ; et  dont  elle  peut  ce- 
pendant approcher , de  manière  qu'elle  en  diffère  d'une  quan- 
tité moindre  qu'une  quantité  donnée  quelconque.  Ainsi  le 
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cercle  (i43),  ou  même,  en  général,  une  figure  courbe  et 
plane  quelconque  est  la  limite  de  ses  polygones,  soit  ins- 
crits, soit  circonscrits;  la  sphère  est  la  limite  des  sphéroïdes, 
et  le  cône  celle  des  pyramides,  qui  peuvent  lui  être  ins- 
crites et  circonscrites. 


461.  Théorème  I.  Si  Von  a deux  suites  de  quantités  crois- 
santes, a , c,  e , g...  etc...  b , d,  f , h...  etc.  qui  aboutissent 
Tune  à la  quantité,  u.  Vautre  à la  quantité  x;  et  que  les 
termes  correspondants  dans  les  deux  suites  , saeoir  a et  b , c 
et  d , e et  f , etc.  soient  dans  un  rapport  constant,  je  dis  que 
leurs  limites  u et  x , seront  dans  le  même  rapport , ou  bien 
qu'on  aura , a : b = u : x. 


Démonstration.  Pour  démontrer  ce  théorème  , il  suffit 
de  faire  voir  qu’on  ne  peut  supposer , sans  qu’il  s’ensuive 
une  absurdité,  que  le  rapport  de  u à x soit,  ou  plus  grand 
ou  plus  petit  que  celui  de  a à b.  Supposons , en  effet , qu’on 
eût  u : x > a : b ; e n prenant  dans  la  première  suite  une 
quantité  m plus  petite  que  la  limite  u,  on  pourrait  doue 
avoir  m : x = a : b.  Or , quelque  petite  que  soit  la  diffé- 
rence entre  m et  u , on  peut  trouver  une  infinité  de  quan- 
tités plus  grandes  que  m et  plus  petites  que  u : si  nous 
supposons  qu’une  de  celles-là  soit  o , et  que  sa  correspon- 
dante dans  l’autre  suite  soit  p,  on  aura  : 

{m  : je  =r  a ; b 
o : p — a : b 


Donc . 


• 1 


o : p — m 


: x. 


Or  ( hyp.  )o>m.  Donc  p>x.  Ce  qui  est  absurde , puis- 
que chaque  série  étant. croissante,  p est  contenu  dans  x. 

Si  l’on  supposait  que  u : x < a : b,  on  aurait,  invertendo  , 
x : u > b : a , ce  que  l’on  démontrerait  absurde  par  un 
raisonnement  semblable  au  précédent.  Il  faut  donc  que 
I on  ait  nécessairement  u : x — a : b. 


462.  Cette  propriété  des  limites  et  celle  que  nous  dé- 
montrerons dans  le  théorème  suivant,  ont  fourni  aux  an- 
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ciens  une  méthode  des  plus  ingénieuses  , pour  passer  de» 
ligures  terminées  par  des  lignes  droites  ou  par  des  plans, 
à celles  qui  sont  terminées  par  des  lignes  ou  par  des  sur- 
faces courbes.  Pour  démontrer,  par  exemple  , que  deux 
cercles  différents  A et  B,  sont  entre  eux  comme  les  quar- 
rés  de  leurs  diamètres , Euclide  raisonne  à peu  près  de 
cette  manière,  dans  la  deuxième  proposition  du  douzième 
livre.  Si  l'on  m .crit  des  polygones  semblables  dans  les  cer- 
cles différents  A et  B,  ces  polygones  sont  entre  eux  confme 
les  quai  rés  construits  sur  les  diamètres  de  ces  cercles  (et 
cela  est  prouvé  dans  la  première  proposition  du  même 
livre  ).  Donc,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  des  côtés 
de  ces  polygones,  la  même  raison  subsistera  toujours  çntre 
ces  figures;  et  ce  sera  par  conséquent  la  raison  entre  les 
limites  de  ces  polygones  croissants,,  lesquelles  limites 
n’étant  autre  chose  que  les  cercles  A et  B,  il  s’ensuit  que 
ceux-ci  sont  entre  eux  comme  les  quarrés  de  leurs  dia- 
mètres. -,  , : tj  ; 

463.  Nous  verrons  plus  bas  que  les  modernes  ont  suivi 

la  même  méthode  toutes  les  fois  qu’ils  ont  raisonné  d’api  ès 
l’idée  de  l’inlini;  mais  auparavant  faisons  quelque  autre 
application.  , ' ' f '■]>  1,1 

464.  Soit  la  demi-ellipse  AIB  (no.  i45),  et  le  demi-cercle 
AHB,  décrit  sur  son  grand  axe  AB;  qu’on  tire  les  ordon- 
nées DP,  FQ,  HCl > perpendiculaires  à l’axe,  de  façon  que 
APr=PQ  = QC;  qu’on  tire  aussi  les  cordes  AE,  EG,  Gl,  et 
AD,  DF*  FH.  Les  triangles  APE,  APD,  ayant  même  base 
AP,  seront  entre  eux  comme  leurs  hauteurs  PE,  PD  ; ou 
"bien  (58i)  comme  le  petit  axe  (26)  est  au  grand  a xe(?a). 
Pareillement  les  trapèzes  correspondants  comme  PEGQ, 
PDFQ,  ayant  leurs  côtés -parallèles  à égale  distance,  sont 
comme  les  sommes  de  ces  côtés,  ou  ::  PE  -f-  QG  : PD-4-  QF. 
Or , puisque  ( 3&i  ) PE  : PD  ::  QG  : QF,  on,a  PE  -+-  QG  : PD 
-+-  QF  : : PE  : PD  : : 2 b : 2 a.  Donc  ( alg.  a35  ) la  somme  de» 
triangles  et  des  trapèzes  contenus  dans  l’ellipse,  ou  bien 
le  polygone  inscrit  dans  cette  courbe,  sera  à la  somme  des 
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triangles  et  des  trapèzes  contenus  dans  le  cercle,  ou  bien 
au  polygone  du  même  nombre  de  côtés , inscrit  dans  le 
cercle  , ::  a b : a a ; et  la  même  raison  subsistera  toujours 
entre  les  polygones  ainsi  décrits,  quoique,  en  augmen- 
tant le  nombre  de  leurs  côtés,  ils  croissent  continuelle- 
ment. Donc  (4^i)  leurs  limites,  qui  sont  évidemment  * 
l'ellipse  et  le  cercle  circonscrit,  seront  dans  la  njéme  rai- 
son , c’est-à-dire , comme  le  petit  axe  est  au  grand  axe. 

Nous  avons  vu  ( 168  ) que  la  surface  de  tout  polygone 
régulier  vaut  la  moitié  du  produit  de  son  périmètre  multi- 
plié par  son  apothème.  Elle  vaut  donc  celle  d’un  triangle 
qui  aurait  l’apothème  pour  hauteur,  et  le  périmètre  pour 
base.  Or , si  l'on  conçoit  d’abord  un  polygone  régulier 
inscrit  dans  le  cercle  , et  que  le  nombre  de  ses  côtés 
aille  croissant  sans  cesse,  on  aura  une  suite  de  poly- 
gones qui  croîtront  toujours  en  surface,  et  qui  auront 
le  cercle  pour  limite;  et  si  l’on  se  représente  une  suite  de 
triangles  tels  que  le  premier  ait  pour  hauteur  l’apothème 
du  premier  polygone , et  son  périmètre  pour  base  ; que  le 
second  ait  pour  hauteur  l’apothème  du  second  polygone  , 
et  son  périmètre  pour  base  , et  ainsi  des  autres,  il  est  évi- 
dent que  chaque  triangle  sera  égal  à chaque  polygone 
correspondant , le  premier  au  premier  , le  second  au 
second  , etc.  ; et  que  la  limite  de  ces  triangles  crois- 
sants sera  celui  qui  aura  le  rayon  du  cercle  pour  hauteur 
et  sa  circonférence  pour  base.  Donc  le  même  rapport 
d’égalité  qu’il  y avait  entre  chaque  triangle , et  le  polygone 
correspondant,  subsistera  entre  les  limites  ; ou  bien  le 
cercle  sera  égal  à un  triangle  </ui  aurait  le  rayon  pour  hau- 
teur et  la  circonférence  pour  base.  . 

4G5.  Théorème  II.  Ce  que  nous  avons  dit  dans  le  théorème 
précédent , des  quantités  qui  sont  limites  des  suites  crois- 
santes , doit  s'entendre  aussi  de  celtes  qui  sont  limites  des 
suites  décroissantes. 

Démonstration.  Car  si  cela  n’était  pas  ainsi , on  pour- 
rait donc  dire,  en  employant  les  dénominations  du  théo- 
rème 
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rème  précédent  que  u : x^a:  b.  Or,  il  est  d'abord  impos- 
sible qu’onaitu:x<  a :b.  Car  alors  prenant  parmiles  quan- 
tités décroissantes  qui  aboutissent  à u,  une  quantité/»  > u, 
on  pourrait  avoir  m l x = a : b.  Or,  entre  m et  u,  on  peut 
supposer  dans  la  première  suite  une  infinité  de  quantités 
chacune  plus  grande  que  u et  plus  petite  que  m.  Donc  si  une 
de  ces  quantités  est  o,  et  que  sa  correspondante  dans 
l'autre  suite  soit  p , on  aura  : 

o : p — a : b 
m:  x — a : b 
Donc ...  o : p — m : x. 

Or  (hyp.)  o<  m ; donc/?  < x,  ce  qui  est  absurde,  puisque  p 
est  une  des  quantités  décroissantes  qui  aboutissent  à x.  En 
raisonnant  comme  dans  le  théorème  précédent,  on  dé- 
montrera qu’il  est  absurde  de  supposer  u : x>a:  b ; donc 
on  a , u : x = a : b. 

466.  Corollaire  I.  Deux  suites  de  quantités  a,  c,  e , 
g . . . etc.  . . . b , d , f , h . . . etc.  dont  les  correspondantes 
sont  égales , savoir  a et  b , c et  d , e et  f , etc.  ont  pour  limite 
la  même  quantité , ou  bien  des  quantités  égales.  Car  quelle» 
que  soient  ces  quantités,  soit  croissantes  soit  décrois- 
santes , la  même  raison  d’égalité  qui  se  trouve  entre  deux 
termes  correspondants  quelconques  dans  les  deux  séries, 
doit  se  trouver  entre  les  limites  de  ces  séries. 

467.  Corollaire  II.  L’on  conclura  de  là , que  si  ron  a 
deux  suites  de  raisons , dont  les  correspondantes  soient  tou- 
jours égales  , elles  auront  \pour  limite  la  même  raison , ou 
bien  des  raisons  égales.  Car  considérant  ces  raisons  comme 
de  vraies  quantités , ainsi  qu’elles  le  sont  en  effet , ces  deux 
suites  doivent  aboutir  à la  même  raison  ou  à des  raisons 
égales. 

468.  Théorème  III.  Si  T on  a deux  suites  de  quantités  'va- 
riables, soit  croissantes  soit  décroissantes  , dont  /’ une  a,  c, 
e,  g,  etc.  aboutisse  à la  quantité  u,  et  l'autre  b,  d>  f. 

Géométrie. 


Hyp. 


Digitized  by  Google 


d e Mathématique  s.  3% 

sous-sécantes,  est  la  raison  de  i' ordonnée  MQ , tirée  sur  le 
point  M,  à sa  sous-tangenteQT;  que  la  demie  re  raison  entre 
les  ordonnées  et  /•  s sé . ant.s  est  celle  de  ia  meme  ordonnée  MQ 
à la  tangente  MT,  toujours  menée  de  ce  point  M. 

471.  Théorème  IV.  Quoiqu'on  ait  deux  suites  de  quan- 
tités décroissantes  qui  aboutissent  à zéro,  on  peut  néanmoins 
concevoir  que  leurs  rapports  ne  s'évanouissent  pas  , ou  bien 
que  leur  dernière  raison  est  une  raison  finie  et  déterminée. 

Démonstration.  Soit  la  courbe  RMA  , dans  laquelle  on 
prend  deux  ordonnées  MQ,  PR  : du  point  M soit  tirée  MN 
parallèle  à l’axe  des  abscisses  AB,  ce  qui  donnera  RN  pour 
la  différence  des  deux  ordonnées , et  MN  pour  la  diffé- 
rence de  leurs  abscisses.  Concevons  que  l’ordonnée  MQ 
étant  immobile , RP  s’en  rapproche  toujours,  de  façon  que 
les  différences  des  deux  coordonnées  ( lesquelles  diffé- 
rences sont  RN  et  MN,  R' N'  et  M N',  R"  N"  et  M N"...  etc.) 
diminuent  continuellement,  pour  s’évanouir  lorsque  le 
point  R arrivera  en  M.  .Cela  posé,  je  dis  que  la  raison 
entre  ces  mêmes  différences  ne  tend  pas  à s’évanouir,  ou 
.bien  que  la  limite  de  ces  raisons  est  une  raison  finie  et  dé- 
terminée. Car  à chaque  point  comme  R,  R',  R"...  de  l’arc 
RM,  on  aura  trois  triangles  semblables,  savoir  pour  le 
point  R,  RNM , RPS,  MQS  : pour  le  point  R',  R'  N'  M , 
R'  P'  S',  MQS'  : pour  le  point  R",  R"  N"  M , R"  P"  S", 
MQS",  etc.  Donc  on  aura  ces  trois  suites  de  raisons  dont 
les  correspondantes  dans  chaque  suite  sont  égales  : 

Suite  1.  Suite  II.  Suite  III. 

R N : MN  =R  P : P S =MQ:QS 

R'  N'  : MN'  = R'  P'  : P'  S'  = MQ  : QS' 

R» N"  : MN\==  R" P"  : P" S"  = MQ  : QS" 

etc.  : etc.  etc.  : etc.  = etc.  : etc. 

Or,  ici  les  raisons  composant  la  troisième  suite,  vont  en 
augmentant,  puisque  leurs  antécédents  sont  constants, 
et  que  les  conséquents  diminuent  sans  cesse,  en  devenant 
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QS^QS*...  etc.  Donc  les  raisons  formant  la  première  suite, 
croissent  aussi,  quoique  leurs  termes  RN  et  MN,  R'  Nf  et 
M N' . . . etc.  tendent  à s'évanouir  et  s’évanouissent  en 
effet  lorsque  le  point  R tombe  sur  M.  Leur  limite  n’est 
donc  pas  zéro , puisque , loin  de  s’approcher  de  cette  pré- 
tendue limite,  elles  s’en  écartent  toujours.  D’ailleurs,  les 
raisons  qui  composent  la  seconde  suite , ont  pour  limite 
«ne  raison  déterminée  , savoir,  celle  de  l’ordonnée  MQ  à 
sa  sous-tangente  QT  (470).  Donc  les  autres  suites  ont  aussi 
la  même  limite  ou  une  limite  égale  (467  ).  Par  conséquent 
quoiqu’on  ait  deux  suites  de  quantités  décroissantes,  etc. 

472.  Remarque.  Il  faut  observer  ici  que  dans  deux  suites 
de  quantités  qui  l’une  et  l’autre  aboutissent  en  même 
temps  à zéro,  on  ne  peut  point  dire,  d’après  le  théo- 
rème III , que  la  limite  des  raisons  est  la  raison  des  limites; 
car  ces  limites  n’étant  point  des  quantités,  on  ne  saurait 
concevoir  un  rapport  entre  elles.  Il  faut  donc  alors  cher- 
cher cette  limite  des  raisons  ou  cette  dernière  raison  hors 
de  la  suite  décroissante  de  ces  quantités,  et  prendre  l’ex- 
pression de  o : o qui  est  dans  ce  cas  , celle  du  rapport  des 
limites,  plutôt  pour  un  symbole  qui  annonce  la  dernière 
raison,  que  pour  l’expression  véritable  de  cette  raison. 

473.  Définition  III.  Si  l’on  compare  ensemble  deux 
suites  de  raisons  ( que  je  désigne  l’une  par  G,  l’autre  par 
D),  et  que  les  raisons  correspondantes  soient  égales  de 
part  et  d’autre , c’est-à-dire,  que  la  première  de  C égale  la 
première  de  D,  la  deuxième  de  C égale  la  deuxième  de  D, 
et  ainsi  du  reste , les  deux  suites  de  raisons  C et  D seront 
appelées  suites  parallèles. 

474-  Théorème  V.  Pour  avoir  la  limite  d'une  suite  de 
raisons  , dont  les  termes  aboutissent  en  même  temps  à o , il 
faut  prendre  la  raison  des  termes  correspondants  à o , dans 
une  suite  parallèle  de  raisons  dont  les  termes  ne  s'évanouis- 
sent pas. 

Par  exemple,  si  j’ai  la  suite  de  raisons  C,  dont  les  terme* 
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* et  y tendent  à s’évanouir  en  devenant,  x1,  y'...  œn , 
yv ...  x",,y1"...  o,  o ; je  dis  que  la  limite  de  ces  raisons 
sera  la  raison  des  deux  termes  a et  b , qui,  dans  la  suite 
parallèle  D,  correspondent  ky  et  x devenus  o. 

G D 

' a : b +y 
a : b y* 
a:  b -h  y,r 
a : b y'" 

• • 

• • 

. à. b 

Démonstration.  1.®  Puisque  y diminue  en  devenant^, 
y" , y”1. . . etc.  chaque  raison  de  la  suite  D,  et  par  consé- 
quent chaque  raison  de  la  suite  C (473), approche  toujours 
de  la  raison  de  a à b.  z.°  Pour  rendre  la  raison  d ex  : y 
égale  à la  raison  de  a:  b,  il  faudrait  supposer  que  a:  et  y sont 
o,  et  que  cependant  il  y a une  raison  proprement  dite 
entre  ces  quantités;  ce  qui  est  contradiotoire  ( alg . 202)  ; 
donc  la  raison  de  x:y  n’atteint  jamais  à la  raison  de 
a : b.  3.*  Cependant  x et  y pouvant  chacune  approcher 
de  o de  plus  près  qu’une  quantité  donnée,  quelque  petite 
qu’on  la  suppose  , la  raison  de  x :y  pourra  aussi  appro- 
cher de  celle  de  a : b de  plus  près  qu’une  quantité  donnée , 
quelque  petite  qu’elle  soit.  Donc  (4 60)  cette  raison  de 
a : b a toutes  les  propriétés  qui  doivent  caractériser  la 
vraie  limite  des  raisons  entre  les  variables  x et  y qui  ten- 
dent à s’évanouir. 

475.  Corollaire  I.  On  conclura  de  là  que  si  dans  une 
courbe  RMA  ( fig.  14G)  les  différences  des  deux  coordon- 
nées, savoir  RN  et  MN,  ainsi  que  la  corde  interceptée 
RM,  décroissent  jusqu’à  s’évanouir,  par  le  rapproche- 
ment continuel  du  point  R vers  le  point  M,  la  limite  géo- 


x -.y  } 

x'  : y'  I 
xf<  : y"  ! 
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métrique  du  rapport  des  deux  différences  RN  et  MN  sera  le 
rapport  de  l' ordonnée  MQ  a sa  sous-tangente  QT;  que  la 
limite  du  rapport  de  la  corde  RM  . à la  différence  MN  des 
deux  abscisses  , sera  le  rapport  de  la  tangente  MT  a la  sous- 
tangente  QT  ; et  que  la  limite  du  rapport  de  la  même  corde 
RM  à la  différence  RN  des  deux  ordonnées , sera  le  rapport 
de  la  tangente  MT  à l' ordonnée  MQ.  Car  quelque  part 
qu’aboutisse  ce  point  R dans  l’arc  RR'M  , le  triangle  RMN 
étant  semblable  au  triangle  RSP,  on  aura  toujours  RN 
:MN  : RM::  RP  : PS  : RS.  Or,  quand  les  trois  premières 
lignes , savoir  RN , MN  , RM , deviennent  o , RP  devient 
MQ , PS  devient  QT,  RS  devient  MT.  Donc  (474)  le* 
raisons  entre  ces  dernières  lignes  MQ,  QT,  MT,  sont 
les  vraies  limites  des  raisons  qui  régnaient  entre  les  pre- 
mières. 

476.  Corollaire  II.  Il  suit  de  là  que  la  condition  qui 
donne  la  dernière  raison  dans  une  suite  de  quantités  décrois- 
santes jusqu'à  o , est  de  sup/>oser  e s quantités  égales  a o. 
C’est  par  là  qu’on  trouvera  dans  une  suite  parallèle  de  rai- 
sons entre  des  quantités  qui  ne  s’évanouissent  pas  , l’ex- 
pression analytique  de  cette  dernière  raison  ; et  si  d'ail- 
leurs on  en  connaît  aussi  l’expression  géométrique,  on 
pourra  de  ces  deux  raisons  égales  former  une  proportion , 
et  trouver  par  ce  moyen  la  valeur  de  quelqu’un  des  termes 
qui  entreront  dans  la  proportion. 

477.  Par  exemple,  supposons  que  la  courbe  RM  A soit 
une  parabole  ordinaire,  et  proposons-nous  de  trouver 
d’après  son  équation yy  — px,  l’expression  analytique  da 
la  dernière  raison  entre  les  différences  variables  RN,  MN, 
des  deux  coordonnées  aux  deux  points  R et  M ; appelons  â 
la  différence  décroissante  des  deux  ordonnées,  telles  que 
RP  et  MQ,  R'P'  et  MQ,  R" P"  et  MQ, etc. , laquelle  dif- 
férence tend  à s’évanouir;  appelons  u la  différence  dé- 
croissante des  abscisses  correspondantes  , laquelle  devient 
successivement  MN  , MN',  MN". . . etc.  A la  place  de_y , 
nous  avons  donc  y -+-  z , et  à la  place  de  r,  nous  avons 
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a:  u(*).  Donc  l'équation  de  la  courbe  devient  y y 4-  2 yz 

-+■  zz  ■=  p x -+-  pu.  Otant  la  première  de  celle-ci  on  a, 
2 yz  -+-  zz  = pu;  ce  qui  donne  p : 2 y 4-  z " z:  u.  Of*  si  l’on 
suppose  ici  z—  o et  u — o,  ainsi  qu’il  le  faut  nécessai- 
rement pour  avoir  la  dernière  raison  de  zku,  la  rai- 
son correspondante  devient  p : 2jr,  c’est-à-dire,  que  la 
dernière  raison  entre  les  différences  z et  u qui  décroissent 
jusqu’à  s’évanouir,  est  exprimée  algébriquement  par  la 
raison  de  p .zy.Or,  l’expression  géométrique  de  cette 
même  raison  est  la  raison  de  l’ordonnée  MQ  à la  sous- 
tangente  QT(475).  Nous  pouvons  donc  dire  p : 2^::! 
MQ:QT;  ou  bien,  puisque  MQ  est  y,  p:*y::y  • QT 

__  y — -2.  P r = 2 x , c’est-à-dire,  que  par  cette  mé- 
P P 

thode,  ainsi  que  par  la  méthode  ordinaire  ( 444  ) on  trouve 
dans  cette  courbe  la  sous-tangente  double  de  l'abscisse 
correspondante. 

478.  Scoue  I.  Quoique  la  suite  des  raisons  C du  théo- 
rème précédent  offre  cette  expression  o : o ■=  a : b,  on 
n’en  doit  pas  conclure  que  nous  ayons  voulu  établir 
une  raison  entre  o et  o,  moins  encore  égaler  cette  raison 
à celle  des  quantités  réelles  a et  b.  Ce  n’est  là  qu’un  signe 
indiquant  la  présence  de  la  dernière  raison,  laquelle  est 
ici  a : b , et  se  trouve  seulement  dans  la  suite  parallèle  D. 

Cette  expression  o : o ne  peut  même  servir  de  caracté- 
ristique générale  pour  désigner  la  présence  d’une  der- 
nière raison  , parce  qu’elle  Ue  ferait  pas  connaître  les  va- 
riables auxquelles  se  rapporterait  cette  raison  ; il  est  plus 
simple  d’écrire  ces  variables  mêmes  avec  un  signe  con- 
venu annonçant  la  présence  de 'leur  dernière  raison. 
Newton  les  écrit  avec  un  point  sur  chacune  ; Leibnitz  les 
fait  précéder  de  la  lettre  d ; ainsi  pour  désigner  que  la 


(*)  On  voit  assez  que  cette  difFe'rence  r (et  il  en  est  de  même  do- 
est  positive  ou  ne'gative,  suivant  qu’on  soustrait  la  plus  petite, 
ordonnée  de  la  plus  grande , ou  la  plus  grande  de  la  plus  petite.  1 


Digitized  by  Google 


'Sç2  Eléments 

dernière  raison  de  x à y vaut  celle  d e a ^ è,  on  écrirait, 

d'aprèfcla  notation  du  premier,  x :y  = fl  : b , et  d’après 
celle  du  second , dx  : dy  — a •.  b , sans  que , pour  cela , 

x et  y,  ou  dx , dy  soient  des  quantités  réelles , et  cessent 
de  tenir  la  place  de  zéro.  Tous  les  géomètres,  hors  les 
anglais  , ont  adopté  la  notation  leibnitienne  , c’est  aussi 
celle  que  nous  allons  suivre. 

479.  Scolie  II.  Quoique  deux  quantités  ne  puissent  point 
exister,  rien  n’empêche  qu’on  ne  conçoive  distinctement 
le  rapport  qu’elles  auraient  entre  elles  si  elles  existaient. 
Par  exemple , on  ne  peut  se  représenter  comme  réellement 
existantes  des  progressions  géométriques  d’un  nombre 
infini  de  termes  comme  seraient  celles-ci  H 7:  7 : 77...  etc. 

ou  bien  H 7 : 7 : 77  : rr  • • . etc.  » cependant  on  conçoit 
clairement  que,  si  elles  existaient,  la  somme  de  la  pre- 
mière serait  double  de  celle  de  la  seconde  ( a/g.  263  ).  Ce 
que  nous  avons  dit  {alg.  280,  281  ) nous  offre  plusieurs 
propriétés  des  nombres  qui  confirment  cette  vérité. 

De  même  , quoiqu’on  ne  puisse  admettre  comme  quan- 
tités réelles , les  dernières  valeurs  dy,  dz , de  deux  varia- 
bles^ , z , qui  décroissent  jusqu’à  s’évanouir , on  conçoit 
cependant  que  si  elles  étaient  réelles,  leur  rapport  dy  : dz 
représenterait,  d’après  le  théorème  III,  la  dernière  raison 
entre  ces  variables  décroissantes  y , z.  Donc , dans  cette 
hypothèse,  on  aurait  deux  expressions  dé  cette  dernière 
raison , l’une  vraie  , prise  d’Iprès  le  théorème  Y,  dans  la 
suite  parallèle  entre  des  quantités  réelles , que  je  suppose 
exprimée  par  p : q ; l’autre  fictive , représentée , d’après  le 
théorème  III , par  dy  : dz;  et  qu’ ainsi  on  pourrait  égaler 
ensemble  ces  deux  expressions  de  la  même  raison  , ce  qui 
donnerait  dy  : dz—p  : q. 

Mais  puisque  dans  cette  hypothèse,  dy,  dz , en  même 
temps  qu’elles  seraient  supposées  des  quantités  (bien 
quelles  ne  le  fussent  pas)  n’en  seraient  pas  moins  les  H- 
miles  des  variables y,z,  qui  tendent  à s’évanouir,  elles  de- 
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vraient,sous  ce  dernier  rapport, être  supposées  plus  petites 
que  toute  valeur  qu’on  peut  assigner  dans  la  suite  des  va- 
riables^, z , décroissantes  jusqu’à  zéro.  Donc  en  suppo- 
sant que  dy , dz , fussent  des  quantités,  il  faudrait  encore 
les  supposer  plus  petites  que  toute  quantité  assignable  ; et  de 
cette  condition,  sans  laquelle  la  première  hypothèse  ne 
peut  être  admise , s’ensuivent  plusieurs  conséquences  im- 
portantes. 

480.  i.e  Iæs  dernières  valeurs  dy,  dz,  admises  comme 
quantités , sont  susceptibles  de  toute  sorte  de  rapports  entre 
elles  ; car  nous  venons  de  voir  que , dans  cette  hypothèse , 
le  rapport  dy  : dz  doit  égaler  la  dernière  raison  des  varia- 
bles y,  z p prise  dans  la  suite  parallèle.  Or  cette  dernière 
raison  pouvant  varier  à l’infini , suivant  les  diverses  com- 
binaisons des  variables  y , z , il  en  sera  de  même  de 
dy\  dz. 

481 . a."  Les  mêmes  valeurs  fictives  dy,dz,  ne  peuvent 
admettre  aucun  rapport  assignable  avec  une  quantité  déter- 
minée k.  Car  si  ce  rapport  était  assignable  , et  qu’on  pût 

km 

supposer  dy  : k"  m : n,  on  aurait  dy  = , d’où  l’on 

fl 

pourrait  déduire  l'expression  d’une  infinité  de  quantités 
Am  km  Am 

— , — — , — — , etc.  toutes  plus  petites  que  dy;  ce  qui 

renverserait  l’hypothèse  de  dy  plus  petite  que  toute  quan- 
tité assignable. 

482.  3.®  Les  quantités feintes  dy,  dz,  ne  peuvent  augmenter 

par  l'addition  ni  diminuer  par  là  soustraction  une  quantité 

réelle  quelconque.  Car  si  on  avait  m -+-  dy  > m , on  pourrait 

supposer  m + dy=n,  ce  qui  donne  dy  ~n  — m,et  partant 

une  infinité  de  quantités  plus  petites  que  dy , telles  que 

»i  — m n — m n — m ...  . , 

, — 5 — , , etc.  Pareillement,  si  Ion  ad- 

mettait  m — dy  < m , on  pourrait  supposer  m — dy=sp, 
ou  bien  m — p = d y , ce  qui  présenterait  encore  une  in- 
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toutes  plus  petites  que  dy. 


™ — p 


3 


m — p 


4 


,etc. 


483.  ScolieJII.  L’hypothèse  par  laquelle  on  suppose 
des  valeurs  (quoiqu’elles  n’en  ayent  pas)  aux  limites  ou 
dernières  valeurs  dy,  dz , permet  de  considérer  ces  quan- 
tités fictives  elles-mêmes  comme  de  nouvelles  variables, 
dont  on  peut  chercher  la  dernière  raison.  Alors  leurs 
nouvelles  limites  deviennent  limites  de  limites,  ou  limites 
du  second  ordre,  et  sont  désignées  par  la  double  caractéris- 
tique dd  en  cette  manière,  ddy , ddz.  Dans  ce  cas,  on  ob- 
tient la  dernière  raison  comme  dans  le  premier;  savoir, 
par  une  suite  parallèle  de  raisons  entre  des  quantités  qui 
ne  s’évanouissent  pas  , lorsque  les  nouvelles  variables  dy, 
dz,  parviennent  à zéro.  L’on  peut,  d’après  le  même  prin- 
cipe,se  représenter  des  limites  du  troisième,  du  quatrième 
ordre  , etc.  sans  que  rien  borne  les  possibilités  à cet 
égard;  et  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus  de  dy,  dz,  relati- 
vement h y et  à z^  doit  s’entendre  de  ddy,  ddz, , relative- 
ment à dy,dz , et,  en  général,  de  tous  les  ordres  inférieurs 
délimités  comparés  aux  supérieurs. 

484.  Il  suit  de  là  que  si  on  multiplie  l’une  par  l’autre 
deux  limites  ou  dernières  valeurs  du  premier  ordre  rfy, 
dz , leur  produit  rfyXrfz  sera  une  limite  du  second  or- 
dre, puisque  rf^Xrfz  : dy'.'dz  : 1.  Ory  dz  : 1 est  plus 
petit  que  tout  rapport  assignable  ; donc  rfy  X dz  : dy  l’est 
également;  c’est-à-dire,  que  rfy  X dz  doit  être  pris  pour  o par 
rapport  à dy.  De  même  dx  X rfy  X dz  : rfy  X rfz  ::  dx  : 1 ; et , 
en  général,  quand  on  multiplie  l'une  par  l'autre  les  expres- 
sions de  plusieurs  limites  du  premier  ordre , le  produit  est  d'un 
ordre  indiqué  par  le  nombre  des  facteurs  du  premier  ordre 
qu'il  contient. 


485.  Scolie  IV.  On  ne  compare  pas  toujours  terme  à terme 
une  série  de  quantités  décroissantes  j usqu’à  s’évanouir  avec 
rine  autre  série  semblable,  ni  par  conséquent  la  limite  de  la 
première  avec  celle  de  la  seconde.  Dans  le  calcul  une  li- 


/ 
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mite  de  décroissements  est  souvent  considérée  seule  et  dans 

un  sens  absolu;  alors  elle  est  prise  pour  zéro,  comme 
elle  l’est  en  effet.  Par  exemple  , quand  on  dit  que  dans 
une  progression  géométrique  de  fractions  décroissantes 
r 1 i i — ..  etc.  La  somme  vaut  le  pre- 

mier  terme  dont  le  dénominateur  est  d.m.nuéd  une  unité, 
on  n’attribue  aucune  valeur  à la  limite  de  la  progression, 
parce  qu’on  n’a  point  à la  comparer  avec  une  autre , et  on 
la  prend  pour  zéro  telle  qu’elle  est  en  soi.  Ainsi  les  der- 
nières valeurs  des  quantités  évanouissantes,  sont  con- 
sidérées dans  le  calcul  de  deux  manières  différentes  , ou 
seules  et  comme  limites  absolues  de  décroissements , et  on 
les  prend  alors  pour  zéro  , ou  comparées  entre  elles,  comme 
si  elles  étaient  les  termes  dune  dernière  raison , et  on  leur 
suppose  , dans  es  cas  , une  valeur  quelles  n'ont  point  , 
parce  que  cette  hypothèse  fait  parvenir  plus  facilement  à 
l’expression  de  la  dernière  raison. 


486.  Après  ce  qui  a été  dit  dans  les  scolies  précédents, 
il  sera  aisé  de  se  faire  des  idées  exactes  sur  ca  qu  on  doit  . 
entendie  en  géométrie  par  les  infiniment  petits  et  les  infi- 
niment grands.  Les  premiers  ne  sont  autre  chose  que  les 
limites  ou  dernières  valeurs  des  quantités  variables  qui  dé- 
croissent jusqua  s'évanouir  ; par  conséquent , ils  ne  sont 
ni  ne  pedvent  être  des  quantités  réelles , et  tout  ce  qu  on 
a dit  ci-dessus  des  dernières  valeurs  des  quantités  éva- 
nouissantes s’applique  immédiatement  aux  infiniment  pe- 
tits , et  la  caractéristique , pour  les  désigner , est  la 
même. 


487.  Quant  à l ' infiniment  grand  ou  simplement  1 infini , 
nous  dirons  que  c'est  la  dernière  valeur  dune  quantité  qui 
croit  au-delà  de  tout  terme  assignable,  ou  bien  qui  peut  de- 
venir plus  grande  qu'une  quantité  donnée  quelconque. 
Qu’ainsi  l'infini  n'est  pas  une  quantité,  puisqu’il  n’est  pas 
susceptible  d’augmentation;  il  est  pour  les  quantités 
croissantes  ce  qu'est  zéro  pour  les  décroissantes  ; c est-a- 
dire,  une  dernière  valeur,  une  limite  d’accroissements; 
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que  dans  le  calcul  cette  dernière  valeur  est  considérée  sons 
deux  rapports  différents,  ou  seule  et  comme  limite  absolue, 
ou  comparée  avec  une  autre  limite.  Sous  le  dernier  rapport , 
ces  limites  qu’on  compare  sont  supposées  des  quantités  , 
quoiqu’elles  ne  le  soient  pas,  afin  de  trouver  plus  promp- 
tement l’expression  véritable  de  la  dernière  raison,  qui, 
ici  comme  dans  les  quantités  évanouissantes,  est  prise 
dans  une  suite  parallèle  de  quantités  qui  restent  finies 
et  déterminées , lorsque  les  autres  sont  supposées  plus 
grandes  que  toute  valeur  assignable. 

488.  Mais  de  quelque  manière  qu’on  considère  l'infini , 
soit  comme  limite  d’accroissements  , soit  comme  terme 
d’une  dernière  raison , il  ne  peut  avoir  aucun  rapport 
assignable  avec  une  quantité  donnée  a.  Car  si  ce  rapport 
était  assignable,  c’est-à-dire,  s’il  pouvait  être  représenté 
par  celui  de  deux  nombres  donnés  m et  «,  on  aurait 

, a m . , 

00  : a ::  m : n,  donc  00  = , ce  qui  renverse  la  suppo- 


sition d’une  limite  plus  grande  que  toute  quantité  as- 
signable. 

489.  Il  suit  delà,  i.°  que  toute  fraction  qui  a pour  nu- 
mérateur une  quantité  donnée  , et  pour  dénominateur 

l'infini,  comme  — , est  o.  Car  elle  est  la  limite  d’une 


00 


suite  de  fractions  — , —,  , — . . . — , qui  ont  le  numé- 

1234  eo 

rateur  constant  et  le  dénominateur  toujours  croissant, 
laquelle  limite  est  nécessairement  o (460). 

490.  3.0  Qu’une  quantité  donnée  quelconque  ajoutée  ou 
soustraite  à l’infini , ne  saurait  le  changer , ou  bien  que 
co  ±:  a = eo  , et  qu’il  n’y  a point  là,  à proprement  par- 
ler , d’addition  ni  de  soustraction  ; car  00  dz  a : eo 

1 ± £-  : 1 ( en  divisant  chaque  terme  par  eo  ).  Or , 

et  , . a 

1 ±.  : 1 ..  1 : 1 , puisque  nous  venons  de  voir  que  — 

*st  o.  Donc  ,00  ± a = 00  . 
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491.  3.°  Parce  que  nous  avons  dit,  on  voit  encore  dans 


quel  sens  il  faut  prendre  cette  expression 


——  1,  qu  on 


trouve  souvent  dans  le  calcul  ; car  cela  signifie  que  1 est 
la  limite,  à laquelle  tend  une  suite  de  fractions , dont  les 
numérateurs  et  les  dénominateurs  décrois&nt  toujours 
jusqu’à  s’évanouir,  comme  serait,  par  exemple,  celle-ci 

—,  7-,  f , -f- — • Et  en  effet  cette  suite  vaut 

r ; î « ? 0 


# 


celle-ci,  7,  t,  «>  t, t • • • • “ = 1 , dans  laquelle  le  nu- 
mérateur et  le  dénominateur  de  chaque  fraction  , tendant 
toujours  à l’égalité,  la  limite  est  nécessairement  une  frac- 
tion , qui  a ses  deux  termes  égaux,  ou  qui  vaut  1. 

Si  on  supposait  la  série  décroissante  sans  fin  7,7,7, 
7 ....  o , divisée  terme  à terme  par  7,  7 , 7,  7 ....  O , on 


aurait  — = a ; ce  qui  signifie  quedans  ce  cas  la  limite  des 


quotients  serait».  En  effet,  la  série  de  ces  quotients  serait 
alors  les  fractions  *7,7,  7,  . . . etc.dans  lesquelles 

les  numérateurs  tendent  sans  cesse  à devenir  doubles  de9 
dénominateurs,  puisque  ce  qui  leur  manque  pour  l’être 
décroît  suivant  cette  progression  7, 7, 7, 7,  7...  etc. 
à l'infini.  Dans  une  autre  hypothèse,  cette  limite  serait 


exprimée  par  un  autre  nombre;  de  façon  que—,  pris 

comme  symbole  délimité  entre  des  quantités  décroissante» 
sans  fin  et  divisées  l’une  par  l’autre  , peut  annoncer  un 
nombre  quelconque  servant  de  limite  à ces  quotients, 
•ans  que  de  là  on  puisse  conclure  qu’on  a divisé  réelle- 
ment o par  o , ou  qu’on  a admis  une  raison  proprement 
dite  entre  o et  o ; ce  qui  renverserait  tous  les  principes. 


\ 
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CHAPITRE  II. 

Contenant  les  principes  du  calcul  différentiel. 

492.  Définition.  Le  calcul  différentiel  n’est  autre  chose 
que  la  méthode  de  résoudre,  dans  tous  les  cas,  le  pro- 
blème suivant  : Connaissant  la  loi  qui  r,  g ne  entre  deux  va- 
riables x et  y ; et  désignant  par  Dx(*)/a  différence  Jinie 
de  deux  valeurs  de  x , par  T)  y la  différence  finie  des 
valeurs  correspondantes  de  y,  trouver  r expression  algébri- 
que de  la  derniere  raison  entre  les  différences  J mies  Dx  et 
D j,  quand  elles  décroissent  jusqu'à  s'évanouir  en  même 
temps.  Par  exemple,. connaissant  d’après  l’équation  de  la 
courbe  RM  A (fig.  146)  la  loi  qui  règne  entre  ses  ordon- 
nées et  ses  abscisses  ; et  supposant  que  RN  soit  la  diffé- 
rence finie  des  deux  ordonnées  R P , MQ  ; et  MN  celle  de 
leurs  abscisses  correspondantes  AP,  AQ,  on  se  propose, 
parle  calcul  différentiel,  de  trouver  la  limite  des  rapports, 
ou  bien  la  dernière  raison  entre  les  différences  RN , MN, 
qu’on  suppose  décroissantes  jusqu'à  s’évanouir  en  même 
temps. 

Or , nous  avons  vu  ( 474  ) que  pour  trouver  la  limite  de* 
raisons  qui  régnent  entre  des  quantités  qu’on  suppose  dé- 
croître jusqu’à  s’évanouir,  comme  sont  ici  les  différences 
Unies  Dx  , Dy , il  faut  avoir  une  suite  parallèle  de  rai- 
sons, formée  par  des  quantités  qui  ne  s’évanouissent  pas, 
et  prendre  dans  cette  suite  la  raison  des  termes  qui  cor- 
respondent à D x et  Dy , devenus  o;  ou  bien  qu’il  faut 
simplement  supposer  ces  différences  D x , D y,  égales  à o 
( 476) , et  voir  ce  que  devient,  d’après  cette  supposition, 
la  raison  des  termes  correspondants  dans  la  suite  paral- 
lèle, pour  faire  de  cette  raison  la  limite  cherchée.  C’est 

(*)  La  lettre  I)  n’est  ici  qu’une  caractéristique  , servant  à designer 
la  dillérence  finie  entre  les  deux  valeurs  d’une  même  variable. 
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ainsi  que  nous  avons  procédé  dans  le  chapitre  précédent, 
( 477  ) > quand  nous  avons  déterminé  la  limite  des  rap- 
ports entre  les  différences  linies^KN,  MN,  des  coordait» 
nées  d’une  parabole  ; et  par  une  semblable  méthode,  on 
exprimera  toujours  en  termes  finis  la  dernière  raison  entre 
les  différences  finies  Dr,  Dy,  des  coordonnées  d'une 
courbe  , pourvu  qu’il  n’entre  dans  son  équation  d’autres 
indéterminées  que  y et  x. 

493.  Soit,  par  exemple  (55o),  l’équation  au  cercle  yy—2  ax 
— xx  ; substituons  d’abord  y -t-  Dy  pour  y e tx+Dx 
pour  x ; ce  qui  donnera , y'  -4-  2 y Dy  -+-  ( D y )*  = 2 ax 
+ 2al)i  — x ' — 20:  Dec — (Di)’;  et  soustrayant  la 
première  de  celle-ci,  on  a 2 y Dy  ■+■  (Dy ■)’  = 2 aDx 
« — 2 x Dæ  — (D  x)a  , et  c’est  là  l’équation  aux  différences 
finies.  Cherchant  dans  cette  équation  les  deux  suites  pa- 
rallèles de  raisons  du  théorème  V,  on  a pour  l’origine  dé 
ces  deux  suites  D y : Djc  = 20  — zx  — D^:  2 y -y  Dy ; 
enfin  supposant  que  les  variables  décroissantes  Dr,  D y, 
s’évanouissent  ou  sont  o,  alin  de  découvrir  la  dernière 
raison  dans  la  suite  parallèle , on  a o : o = 2 a — zx  : 2 y 
= a — x :y  pour  expression  de  la  dernière  raison  entre 
les  différences  décroissantes  Dr,  D y.  Ce  qui  se  dé- 
signerait, dans  la  notation  de  Leibnitz,  par  dx:dy:‘, 
a — x : y. 

4g4-  Si  on  veut  employer  sa  méthode  de  différentiation  , 
la  même,  quant  au  fond,  que  celle  que  nous  venons  de 
suivre  d’après  nos  principes,  on  dira  que  ces  différences 
sont  infiniment  petites  ; on  les  considérera  d’abord  comme 
quantités  , pour  pouvoir  substituer  x 4-  dx  à x et  y 4-  dy 
à y , et  obtenir  ainsi  l'équation  aux  différences  (ce  qui  ré- 
„ pond  à nos  différences  finies  Dx , Dy)  : puis  comme  piu-s 
petites  que  toute  quantité  assignable  , pour  pouvoir  les  né- 
gliger quand  le  calcul  l’exigera  (ce  qui  revient  à Dr,  D^ 
supposées  zéro  ) ( *). 


( *)  Ce  que  nous  venons  de  dire  met  hors  de  doute  une  observa- 
tiou  importante  sur  celle  matière , c’cst  que  dans  lu  système  d« 

i • 
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4g5.  Les  différences  des  coordonnées  y et  x considé- 
rées ainsi  d’après  le  système  et  la  notation  de  Leibnitz  , 
sçront  donc  désignées  par  la  caractéristique  d , de  cette  • 
manière  dx,  dy  ; et  nous  les  appellerons  des  différentielles 
pu  des  dijférertces  infiniment  petites , ou  simplement  encore 
des  différences;  car,  par  ce  mot,  on  n’entend  dans  ce  calcul 
que  des  différences  infiniment  petites.  Nous  pourrons 
donc  distinguer  divers  ordres  de  différences,  ainsi  que  nous 
avons  distingué  précédemment  divers  ordres  de  limites 
et  d’infinis,  et  nous  appellerons  différences  premières  celles 
du  premier  ordre,  qui  seront  désignées  par  la  simple  ca- 
ractéristique d : différences  secondes  , ou  différences  de 
différences,  celle  du  second  ordre , indiquées  par  la  dou- 
ble caractéristique  dd  ou  d en  cette  manière  ddx,  d1  xi 
ce  qui  désigne  différence  seconde  de  a;;  de  même  dddx  ou 
d}  x désignera  la  différence  troisième  de  x : d1  x,  la  diffé- 
rence quatrième , etc.  de  sorte  que  dans  ce  calcul  la  lettre 
d n’exprimant  aucune  quantité , et  la  lettre  x en  exprimant 
une  dont  on  ne  s’occupe  pas, on  ne  peut  ni  supprimer  ni 
écrire  l’une  sans  l’autre. 


4gC.  Remarques.  Puisque  différentier  n’est  autre  chose 
que  chercher  l’expression  finie  de  la  dernière  raison  entre 
des  quantités  qui  décroissent  jusqu’à  s’évanouir,  et  que 


Leibnitz  on  prend  les  infiniment  petits  dans  deux  sens  diamétrale- 
ment opposés;  tantôt  comme  quantités  finies  et  réelles , tantôt  comme 
zéro , et  qu’on  doit  nécessairement  procéder  ainsi  pour  parvenir  à 
r expression  exacte  de  ta  dernière  raison.  Maiscoinme  Leibnitz  n’em- 
ploie dau^  les  deux  cas  que  la  même  caractéristique  dx , dy,  il  y a 
évidemment  une  équivoque  grave  dans  cette  caractéristique  ; c’est 
là  la  source  des  obscurités  et  des  reproebes  vraiment  fondés  qu'on 
n’a  cessé  de  faire  sur  la  métaphysique  du  calcul  infinitésimal.  Cette 
équivoque  reconnue  n'en  est  plus  une,  et  il  nous  reste  des  règles 
infiniment  simples  et  commodes  pour  les  différentiations  ; d’ailleurs 
on  n’entendrait  plus  les  ouvrages  de  presque  tons  les  géomètres  mo- 
dernes, écrits  d’après  la  notation  et  les  principes  de  Leibnitz,  si  ou 
cessait  de  suivre  son  système  daus  les  éléments.  C’est  sur  ces  consi- 
dérations que  nous  l’adoptons  ici  après  l'avoir  pleinement  fustijié. 

pour 
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pour  trouver  cette  expression , il  faut  deux  suites  parallèles 
de  raisons,  dont  l’une  renferme  des  quantités  qui  s’éva- 
nouissent, et  l’autre  des  quantités  qui  ne  s’évanouissent 
pas  ; il  s’ensuit  qu’on  ne  peut  différencier  que  des 
équations,  et  non  point  de  simples  quantités  ; car  il  n’y  a 
qu’une  équation  qui  puisse  fournir  une  proportion  ou 
bien  deux  raisons  égales  qui  seront  chacune  l’origine  des 
deux  suites  parallèles  de  raisons  qu’il  faut  nécessairement 
avoir  pour  différencier.  Et  si , dans  la  suite,  nous  différen- 
cions des  quantités  absolues,  il  restera  sous-entendu  qu'elles 
sont  supposées  former  un  membre  d’équation,  et  qu’étant 
combinées  avec  celles  qui  forment  l’autre  membre,  on  en 
peut  déduire  deux  raisons  égales,  qui  donnent  naissance 
aux  deux  suites  parallèles  de  raisons  dont  on  a besoin  ici. 

• . 497.  II.  Lorsque  nous  voudrons  indiquer  une  différen- 
ciation à faire,  nous  renfermerons  la  quantité  qui  doit 

être  différenciée  entre  deux  crochets,  précédés  de  la  carac- 
téristique,de  cette  manière  d(x),  d(ay  + x),  d (*’),  etc. 
Lorsque  nous  aurons  à exprimer  le  produit  d’une  différen- 
tielle multipliée  par  elle-même,  comme dxX  dx , nous  écri- 
rons  dx'  : pour  dxXdxXdx,  nous  écrirons  dx3;  etc.  Il 
faudra  donebien  distinguer  ces  trois  expressions  dé x dx ' 
d\x')-,  car  la  première  désignera  la  différence  seconde  de^: 
la  seconde,  la  différence  première  de  x multipliée  par  elle- 
même  ; et  la  troisième , une  différenciation  à faire  sur  x ’. 

498.  Règle  générale.  Pour  différencier  une  quantité, 
i .*  'Substituez  à la  place  de  chaque  variable , cette  même  va- 
riai U‘  ± sa  différence , selon  que  la  variable  augmentera  ou 
diminuera  : 

J>..°  Du  résultat  retranchez  la  quantité  proposée,  et  le  reste 
sera  la  différence  cherchée. 

Dans  les  applications  que  nous  allons  faire  de  cette 
règle,  nous  ne  regarderons  comme  variables  que  les  quan- 
tités représentées  par  u,x,y,  z,  à moins  que  nous  n’a  vê- 
tissions du  contraire. 

Exemple  I.  On  demande  la  différence  de  a -f-  x h-  y.  Je 
Géométrie.  26 
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substitue  x±dx  au  lieu  de  * , et  y ± dy  au  lieu  àey  ; c<* 
qui  change  la  quantité  proposée  en  celle-ci,  a + x ± dx 
_j_  y ± dy . Je  retranche  la  proposée  , et  il  vient,  réduc- 
tion faite , -±.  dx  ± dy. 

490.  Corollaire.  H suit  de  là  que  l'on  aura  tout  de  suite 
la  différence  d une  somme  de  quantités , en  effaçant  les  termes 
constants, et  substituant,  à la  place  de  chaque  terme  variable, 
sa  différence.  Ainsi  d (a- x)  = — dx , ou  + dx  selon  que 
* augmente  ou  diminue , ce  qui  est  d’ailleurs  évident. 

5oq.  Exemple  II.  On  demande  la  différence  de  ax.  Je 

'substitue  x±dx  au  lieu  de  *,  et  j’ai  a X x±dx  = ax  ± adx. 
Donc  retranchant  la  donnée  ax , d ( ax  ) — ± adx.  Ce  qui 
fournit  cette  règle  : la  différence  du  produit  d une  constante 
et  dune  variable,  vaut  le  produit  de  la  quantité  constante, 
multipliée  par  la  différence  du  facteur  variable.  Ainsi 

d ( axy  ) = aXd  ( xy  ). 

5oi.  Exemple  III.  Cherchons  la  différence  àexy.  Il  faut 
mettre  x±dx  au  lieu  de  x,  et  y ± dy  au  lieu  àey , ce  qui 

changera  le  produit  proposé  en  celui-ci,  a:  dT 

=ixr±  ydx  ± xdy  + dxdy;  donc  d ( xy ) — ± ydx  — xdy 
+ dxdy,  ou  bien  ( 4«3  et  484  )d(xy)  = ± ydx  ± xdy. 

Pour  la  même  raison  d (xy  z)  = (*  ± dx  Xy±  dy*z±  dz j 
xyz  _ ± yZdx  ± xzdy  ± xydz  , etc.  D ou  il  suit  que 

pour  avoir  la  différence  d'un  produit  dont  les  facteurs  sont 
variables , H faut  différencier  ce  produit  pour  chaque  varia- 
ble, comme  si  tout  le  reste  était  constant,  et  prendre  ensuite  la 
somme  de  ces  différences  pour  la  différence  cherché*,  bi  1 on 
. supposait  les  facteurs  variables  égaux  , le  produit  serait 
unepuissance  que  l’on  différencierait  de  même  ; mais  nous 
allons  la  différencier  d’une  manière  plus  générale. 

üo2.  Exemple  IV.  Pour  avoir  d(x"  ).  Je  mets  x ± dx  au 
lieu  de  x,  ce  qui  change  xm  en x±dx—xn±.  mxm"Xcx 


¥ x~dx'  ± , etc.  ( alg.  i3y)  : soustrayant  la 

proposée  (498),  et  rejetant  les  termes  qui  renferment 
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plusieurs  différentielles  pour  facteurs  (484),  on  aura 
77  — mx"'1  • dx.  Pour  avoir  donc  la  différence  dune  va- 
riable x qui  a un  exposant  m constant,  il  faut  mettre 1 à 

la  suite  de  son  exposant,  ce  qui  donne  ici  x”-*,  multipliant 
ensuite  ce  résultat  x”-  par  le  premier  exposant  m,  et  par  la 
différence  ± d xdela  racine , le  produit  zfc  mi®-'  dx  sera  la 
différence  demandée.  Ainsi  d(z")  =.±  nzn"  dz. 

Si  l’on  fait  dans  la  dernière  expression  n—'-)  ce  gUj 
donne  z«=zT  = \/z,  etz""  = z^~l  = z 1 Qn 

+ ,.  * 
aura  d ( 1/ z ) = -~=- . Si  l’on  eût  fait  n = — p>  on  au, 

rait  eu  d (zrf)  = ^ pz-r- • dz  — EE1£L. 

zP+' 

Soit  z — (a'  — x%  ) , on  aura  d ( ( a%  — x'  Y* ) = n 

(a'  x’f‘  Xd(a * — z‘)  = d;  n (a*  — x’y-‘  X—  a xdx 

= zf.  2.  n xdx  (a’  — x*)"-'. 

Si  n = — 1,  il  vient  d (z*)  — + z— . dz  — 

Mais  z'*  l donc^  -L  ^ _ 

5o3.  Pour  avoir  la  différence  d’une  fraction— —Mx 

•J*  on  fera  (5oi  ) d (JL)  — ±_L  du  ± ~ 

_ «dz  __  — zduqzudz  . 

z * ? " » ainsi  pour  différencier  une  frac- 

tion ^ , il  faut  prendre  le  produit  (±  z d u)  du  dénominateur, 

multiplié  par  la  différence  du  numérateur  ; ensuite  le  produit 
( ± u d z)  du  numérateur,  multiplié  par  la  différence  du  dé- 
nominateur; soustraire  le  second  produit  du  premier,  et  divi- 
ser enfin  le  reste  (±zdu  + udz)  par  le  quarrè  z » du  déno- 
minateur. 

Si  le  numérateur  u était  une  quantité  constante  a,  on 

ferait  du=da  = o,ce  qui  donnerait . 

' î / «*- 


-±.du 

z 
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si  l’on  fait  seulement  le  dénominateur  z constant , on  aura 

tfz  = o;amsi  </(—)---£; — T"’  ’ 


Irzzm,  nous  aurons  d ( ~ ) — — dx—±  xm"dx. 

Ainsi  les  applications  que  nous  avons  faites  de  la  règle  gé- 
nérale (498)  font  voir  nomment  on  doit  différencier  les 
quantités  variables;  et  les  règles  particulières  que  les  ré- 
sultats nous  ont  données,  fournissent  le  moyen  d en  abré- 
ger le  calcul  dans  les  divers  cas. 

5o4-  Corollaire.  Soient  les  deux  fractions  — , -g-  i qui 


avent  un  même  numérateur  constant,  et  supposons  que 
J • f m . zç.  m dx 

dx  — dx':  cela  posé,  on  aura  d [— ) — , et 

Z^rnda t ..  m . m mjn_  mrn_  ..  f m\  . ( . 

x' x’  " XX  ' x'  x'  ’’  XX  x'  x ' X X 

C’est-à-dire , que  dans  ces  sortes  de  fractions  les  différences 
sont  proportionneüei  au.x  quarrês  de  ces  mêmes  fractions  , 
ou  bien  que  la  dernière  raison  entre  leurs  différences  est  la. 
raison  de  leurs  quarrês. 

Or,  dans  l’hyperbole  rapportée  à ses  asymptotes,  les 
ordonnées  qui  répondent  aux  abscisses  x,  x1 , peuvent 

être  représentées  par  ces  fractions  ~ , ~ ( 4^9  ) *'  donc  * 


si  on  suppose  les  différences  de  ces  abscisses , savoir 
dx , dx'  , égales , les  différences  des  ordonnées  seront  comme 
lés  quarrês  de  ces  mêmes  ordonnées  , ainsi  que  nous  1 avons 
prouvé  plue  haut  (43o)  d’une  autre  manière. 

* 5o5  Outre  les  différences  premières,  on  fait  souvent 
usage  dans  ce  calcul  des  différences  secondes  ; et  pour 
trouver  celles-ci , il  faudra  les  prendre  sur  les  différences 
premières,  de  la  même  manière  que  ces  dernières  ont 
été  prises  sur  les  quantités  données  (498)  > eQ  reëar  aat 
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comme  de  nouvelles  variables  les  dx,  dy  , ete/Tdes  va- 
riables x ,y  , etc.  ( nous  prendrons  les  formules  précé- 
dentes avec  le  signe  supérieur  ). 

!>o6.  Exemples,  d' ( ax ) ~d  ( adx)  — ad*x(  498  ' 

d*(xy  ) — d(  xdy  -t -ydx)  = d (xdy  ) -4-  d (ydxj  — xd’y 
-t-  dxdy  -f-  dydx  -t-  yd’x  = xd*y  -t-  2 dxdyy-  yddxu  Si  l’oa 
supposait^  constante  , on  aurait ddx—  o „ ainsi  alors  d * 
(xy  ) = Xd’y  -hzdxdy.  " 7 

<*.  » 1 . , * . ♦ ...  • • ■ \r  " • * > ^ M t/  ' J . » . I 

507.  En  supposant  que  la  différence  dx  d’une  variable 
x est  constante  , ôn  simplifie  souvent  les  calculs  ; c*est 
pourquoi  nous  ferons  usage  par  in  suite  de  cette  suppo-i 
sition. 

d * ( x'n)—d(mxf"'  dx ) =zmxT'  d'x  -+-  m.m — v.x^-t.dx'' 

Si  dx  est  constante , on  a , d'.X  = o ; ainsi  d'  (xm  1 = w. 
m~  1.  xa-1dx\  ' s;  O.')  >(  ‘ ~ v 

. Soit  x — z , et  ra  7 , nous  aurons  dx  ==  dz  , d’x 

.1  J ' • 1 Jo  •'  • «,1  J 

==  d'z  , z*"  = 2'  —Z  ■ = — ,x**=zJ  —Z  * — . 

- y z • i/z3 

==  • Substituant  dans  la  première  expression  de  d* 

(xm),  il  vient  d * 1 /z  =7  X -L-  d'  z -+*7  X — fX 7 — X 

v z a zy  z 

d'z  dz%  zzd^z  — dz'  '• 

dz  xz  — — — , — — 1 t r ' ■ 

2 l/z  4 z y'z-  ■ • - 4 g 1 Y±  ■ 

I ' . Tilt,. 

,1  ......  i U ■ • . • . ■ 

Soit  maintenant  z = px  zx  , et  faisons  dx  cons- 

a‘*  . • ,• 

* p rdr  * * * fycf-7?* 

tante, nous  aurons dzzxpdx'zç. — ;donc d*  z — ^z — — ; 

. . , r\  U W 

ou  , en  multipliant  par  la  valeur  de  z , zd'z~qz~ — • 

p*x*dx*  ’ ’ ' : : x 

H r — . Substituant  ces  valeurs  de  zd'z  et  de  dz  dans 

2 a 

«’  l/z  , que  nous  avons  eu  précédemment,  il  vient,  ré- 
duction faite,  d'y/ ( px zç.  — )= f "■  1 '■  — * 
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5o8.  Dans  l’ellipse  et  l'hyperbole  on  a ( 384  et  401  ) y' 

JVtT* 

==  px  -j—  : le  signe  supérieur  est  pour  l’ellipse , et  l’in- 
férieur pour  l’hyperbole.  On  adonc  aussi>y=V^(^^:  — 

ou  d'y—d'  \/ (px+  \=  — - f*-  .Onauraitlamême 
v 2a  J 4_y3 

valeur  pour  d'y,  d’après  l’équation  y1  —px , et  l’une  et 
l’autre  de  ces  valeurs  nous  serviront  dans  la  suite. 

609.  Proposons-nous  de  trouver  la  valeur  de  d'y  par 

l’équation  dy  = - \/ a ax  — x‘ , nous  aurons  , dx  étant 

d x / - 

constante,  d'y  — — d(  V a ax — ce*)  -+-  \/ a ax — x’Xrf 

( vO-  <498  );  or  .<—) 

_ — dx*  A ^ ad  T* — x dx*  dx*  y/  (ïax — ,r’) 

1 °DC  xi/{iax  — x*)  *■  • 

( adx * — xdx*)x — dx*  (2  ax  — x*)  • — adx* 

x*  1/ ( a ax-i1)  x V (a au:— x*) 

r 5io.  Différences  des  sinus , etc.  Si  dans  un  cercle  l’on 
imagine  un  arc  différentiel  Mm  (fig.  147)»  son  sinus  mP, 
sa  tangente  M t,  sa  sécante  G t , et  qu’on  mène  mr  paral- 
lèle à CM,  les  triangles  CPm,  mrt , donneront  CP  : Pm 
::  mr  ou  PM:rr.  Or,  (48a)  Pm  doit  être  négligé  par  rap- 
port à C P.  Donc  aussi  r t doit  être  rejeté  par  rapport 
à Mr  ou  MP.  D’ailleurs  PM  est  (374)  de  l’espèce  des 
différences  secondes  ; donc  rt  sera  de  l’espèce  des  diffé- 
rences troisièmes.  Or,  rt  — M t — P m.  Donc  la  différence 
du  sinus  et  de  latangente  d’un  arc  différentiel  est  nulle  ; ou 
bien  le  sinus  et  la  tangente  d’un  arc  différentiel  doiventétre 
regardés  comme  des  lignes  égales.  Pareillement  la  corde 
qui  est  plus  grande  que  le  sinus , et  l’arc  qui  est  plus  petit 
que  la  tangente , seront  des  lignes  égales  entre  elles  et 
•gales  aux  deux  premières. 

Cela  posé,  pour  avoir  la  différence  du  sinus  d’un  aro 
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donné  AM  = x (fig.  148  ) , je  suppose  que  M m soit  la  dif- 
férence de  cet  arc;  je  mène  ensuite  les  rayons  CA,  CM, 
les  sinus  et  Mr  parallèle  à CA.  Les  triangles 

CPM,mrM,  donneront,  CM  : CP mM  : m r.  Or,  CP 
= cos  AM  = cos  x;  m M = dx  ; mr  — </(MP)=:d ( sinx ); 


donc  en  faisant  le  rayon  CM  = r,  on  aura,  r :cos  x dx: 

/TT  >*/)C  T 

d(sinx)  — — . C’est-à-dire,  que  la  différence  du 


sinus  d'un  arc  vaut  la  différence  de  cet  arc  multipliée  par  le 
cosinus  du  même  arc , et  divisée  par  le  rayon. 


5u.  Pareillement  si  l’on  nomme  un  autre  arc  du  même 
' cercle  ad,  on  aura  d ( sinx ’)  — cos-x~  ; ainsi  en  suppo- 
sant dx  — dx ’ , nous  aurons  d (an  x)  : d ( sin  x'  ),  cos  x 
: cos  x1.  Or,  si  x<sd , cos  x sera > cos  x'.  Donc  les  diffé- 
rences des  sinus  des  petits  arcs  sont  plus  grandes  que  celles 
des  sinus  des  grands  arcs.  * 


5ia.  Les  mêmes  triangles  CMP,  mrM  , donnent,  CM: 

d jc  si n jc 

PM  : »*M  : M r,  ou  r : soi  x ::  dx  : Mr— . Ainsi 

r 

Cp  = CP  — Mr  = cos  x — -X  s-n  T-  . Donc  d (cos  x) 


— dx 


• . Ou  bien  la  différentielle  du  cosinus  d'un  arc 


vaut  le  sinus  de  cet  arc , multiplié  par  sa  différentielle , prise 
avec  un  signe  contraire  et  divisée  par  le  rayon. 

On  pourrait,  de  la  même  manière,  trouver  les  expres- 
sions différentielles  de  la  tangente,  de  la  cotangente,  etc. 


5i3.  Différences  des  logarithmes.  Si , sur  une  droite  AB 
(fio.  149)  on  prend  des  parties  aP,  ap,  aQ,aq , etc.  en 
proportion  ou  en  progression  arithmétique , et  si  sur  leurs 
extrémités,  on  élève  des  perpendiculaires  PM,  ptn,  QN, 


qn,  etc.  en  proportion  ou  en  progression  géométrique , 
la  courbe  4M/nNn,  qui  passera  par  les  extrémités  de  ces 
perpendiculaires,  s’appellera  logarithmique, et  cette  déno- 
mination est  fondée  sur  ce  que,  en  supposant  i,laperpen- 
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diculaire  ab,  'qui  répond  à l’origine  a des  abscisses  a P , 
np , etc.  ces  mêmes  abscisses  sont  les  logarithmes  des  or- 
données correspondantes. 

Soit  à P = x ,Vp  = Qq  = dx , on  aura  aV.ap 
:aQ  .a, 7,  et  par  conséquent  PM  : pm  ::  QN  : qn,  ou  p m 
PM  : PM  ::  qn  — QN  ; QN  ; ou  bien  mr.  ;;  ns  : ]\Q, 
Or,«n  menant  les  tangentes  MT,  NF,  et  les  lignes  Mr, 
N s,  parallèles  à l’axe  AB , les  triangles  mrM,  MPT,  don- 
neront mr  : PM::  Mr  ou  Vp  : PT;  et  les  triangles  ns  N, 
NQF,  donneront  , ns  : NQ::Ns  ou  Qq  : QF.  Donc  P p \ 
PT::Q<7  :oQF;  par  conséquent  PT  = QF.  Ce  qui  apprend 
que  dans  la  logarithmique  les  sous-tangentes  sont  toutes 
égales  et  constantes. 

5i5.  Cela  pose,  faisons  MP  — y,  mr  — dy , n P — T 
y P = dx  , PT '=m,  la  proportion  mr  : MP::  P /?  : PT 


, équation  diffé- 


devient  dy  : y ::  dx  : m , d’où  dx  — —■ 

y 

rcntielle  detla  logarithmique.  . 

S *6.  Puisque  en  faisant  ab  — î,  on  a aP,  ouæ=/(PM) 

— ^ {y  ) ^ su^  <ïuG  dx  = d(/y)  — — . Si  la  sous-tan- 

. - - y 

gente  zn  ou  PT=:aù  = î,  on  aura  d (ly)=z  ■—  jetcomme 

la  supposition  m=  î est  la  plus  simple,  on  dit  que— ^ - 

est  la  différence  du  logarithme  naturel  de  y.  D’où  il  suit  que 
du  diffénerit  e du  logarithme  naturel  d une  quantité  y vaut  la 
■différence  de  cet  te  quantité  divisée  parla  quantité  même;  mais 
;dans  tonte  autre  supposition  la  différence  du  logarithme 

d'une  quantité  y vaudra  le  produit  de  b différence du 

< > ‘ . •*  • m,  .«  y 

logarithme  naturel,  multipliée  par  la  sous-tangent, ç m. 

* * * 

'>17.  La  quantité  par  laquelle  ïl  faudrait  multiplier  le 
logarithme  naturel  d une  quantité  pour  avoir  son  loga- 
rithme dans  une  autre  logarithmique» , est  appelée  le  mo- 
nulc.  Il  doit  être  constant  pour  tous  les  logarithmes  d’un 
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même  système  ; car , par  la  nature  de  la  logarithmique,  si 
les  ordonnées  sont  en  proportion  ou  en  progression  géo- 
métrique, leurs  abscisses,  que  nous  prenons  pour  leurs 
logarithmes,  doivent  être  en  proportion  ou  en  progres- 
sion arithmétique.  Il  faudra  donc  que  les  abscisses  de  la 
logarithmique  naturelle,  soient  multipliées  par  une  même 
quantité  pour  devenir  égales  à celles  des  mêmes  ordon- 
nées dans  une  autre  logarithmique. 

5i8.  Soit  ly  le  logarithme  naturel  dey,p  le  module  dans 
un  autre  système  de  logarithmes,  nous  aurons  p ly  pour 
le  logarithme  de  y dans  le  dernier  système.  Or,  en  diffé- 
renciant, d ( p ly)  = p . d ( ly)==  ^ . Donc  le  module , 

. . ::  | --  y \ ^ 

dans  un  système  de  logarithmes , est  égal  à la  sous- tangente 
m de  la  logarithmique  qui  représente  ce  système. 

5ig.  Pour  avoir  d (l(a  -t-a:)),  je  ferais  y — a -+■  x , ce 


qui  donne  dy—dx\  substituant  dans  d (l y)  — —d—,  on 

dp  ' 

trouvera  d ( /(  a -+-  x)  ) = , lorsque  la  sous-tan- 

a 4-  x 1 


génte  ou  le  module  = 1 ; ou  en  substituant  dans  d ( ly) 


-,  il  vient  d ( / ( a -+-  x)  ) : 


pour  le  module 


m . Il  sera  donc  aisé  de  différencier  les  expressions  qui 
contiennent  des  logarithmes,  il  suffit  pour  cela  que  l’on 
puisse  prendre /pour  la  quantité  dont  on  a le  logarithme. 
Or,  en  supposant  ah  positive,  l’ordonnée  y ne  peut  re- 
présenter que  des  quantités  positives  ; et  s’il  s’agissait  de 
différencier  le  logarithme  d’une  quantité  négative  , on 
observera  que  les  quantités  négatives  ne  peuvent  point 
être  comparées  aux  quantités  positives  ( a/g.  208);  et 
qu’ainsi  elles  ne  sauraient  avoir  des  logarithmes  , relati- 
vement à l’unité  positive  ah.  Mais  si  l’on  prend  ab1  — ab , 
et  qu’on  prolonge  dans  le'sens  négatif  les  ordonnées  PM, 
QN;  etc. , de  manière  que  PM'  = PM  , QN'  = QN , etc. 
la  courbe  b 1 M 1 N,  qui  passera  par  tous  les  points  b’ , M', 
N',  etc.  aura  pour  ses  ordonnées  des  quantités  négatives 
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PM',  QN',  etc.  qui  auront , avec  l' unité  négative  ab' , les 
mêmes  raisons  que  les  quantités  positives  PM  , QN  , etc. 
ont  avec  l’unité  positive  ab;et  qu’ainsi  a P étant  supposée 
= logarithme  de  PM  , on  aura  aussi  a P = logarithme  de 
PM',  etc.  par  conséquent  le  logarithme  d'une  quantité  né- 
gative est  le  même  que  celui  de  la  même  quantité  positive. 
Donc  la  différence  du  logarithme  d’une  quantité  négative 
sera  la  même  que  celle  alu  logarithme  de  la  même  quantité 

dy 

positive.  Ainsi  dl  ( — y)  — -y-  .La  règle  pour  avoir  cette 

différence  sera  la  même  que  pour  dl  (y).  Ainsi  je  prends 
la  différence  de  — y,  qui  est  = — dy,  je  la  divise  par  la 

quantité  — y,  ce  qui  fait  -_-ÿ  ■ = — . Si  le  module,  au 

lieu  d’être  — 1,  était  — m,  on  aurait  d l ( — y)  — _ 

(2  y 

520.  L’équation  d (ly)  — — donne  dy  —y  . d ( ly). 

Ce  qui  nous  apprend  que  la  différence  (à  y)  (T une  quantité 
(y) vaut  le  produit  de  la  quantité  même  (y),  multipliée 
par  la  différence  d(ly)  de  son  logarithme  naturel.  Par 

exemple , d (*")=**.  dm  (t")  — x”.d  (mlx)  = xm.  mJx- 


■—  f-  dx.  — mx"  ' dx.  Il  en  est  de  même  des  diffé- 
x 

rences  des  autres  quantités  : on  peut  les  trouver  par  cette 
nouvelle  règle,  à laquelle  il  faut  nécessairement  recourir 
lorsque  les  exposants  sont  variables.  Ainsi  d(a*)  = ax*. 
d[lax)—ax.  d (xla)=.ax.  dx  la  (les  quantités  ax  , x *,  etc. 
s'appellent  quantités  exponentielles). 

5a i.  Pour  faire  quelque  application  des  principes  pré- 
cédents, proposons-nous  de  déterminer  la  tangente  d’une 
courbe  quelconque  dont  on  ait  1 équation,  en  supposant  les 
coordonnées  perpendiculaires  entre  elles.  Il  est  assez  évi- 
dent que  les  expressions  différentielles  de  la  tangente  ou 
de  la  sous-tangente,  de  la  normale  ou  de  la  sous-normale  , 
sont  également  propres  à résoudre  ce  problème.  Or,  pour 
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trouver  ces  expressions,  soit  M m (fig.  i5o)  l'incrément 
de  l’arc  SM  ; son  prolongement  en  ligne  droite  formera 
la  tangente  TM.  Tirons  les  ordonnées  MP,  rnp , perpen- 
diculaires sur  l’axe  S MT,  la  droite  M r parallèle  au  même 
axe,  et  nommons  PM  =y,  mr  = dy,  SÏ*  — x , P p = Mr 

==  dx , M m — \/  dx1  + dy'  — ds. 

Cela  posé, les  triangles  M/nr,  MPT,  donnent  mr(dy): 

Mr(</i)::PM(j'):PT  = ;^  , expression  différentielle 
de  la  sous-tangente  PT.  On  n’aura  donc  qu’à  différencier 

• d de 

l'équation  de  la  courbe  pour  avoir  la  valeur  de— — , et  la 

dy 

substituer,  ce  qui  déterminera  la  valeur  de  la  sous -tan- 
gente. 

522.  Par  exemple,  dans  la  parabole  ordinaire^1  = px; 

donc  a ’ydy  = pd x ou  ‘~-=x  tl.  . Ainsi  PT  = 

P p 

2 71  «T* 

— — - — a x , comme  on  l’a  déjà  trouvé  ( \\\  ) 

_ 

5a5.  Dans  l’ellipse^*  = — ( a ax  — x%)  : ainsi  a y dy 


2 ax  — x* 
a — x 


Ainsi 


. L’é- 


£ gp  Y 

= — [aadx  — a x d x) donc  ——— . 

a*  dy  b‘  f . 

-(o-x) 

h * , . 

v»  —(a  ax  — x') 

PT  = 1 = 

b'  , . A*  . 

—;(a  — x)  -^r(a— 

quation  du  cercle  y'  = a ax  — x*  donne  le  même  ré- 
sultat. ; 

b% 

5a4-  Dans  l’hyperbole  y'  = — ( a a x 4-  x*  ) , ce  qui 

donne,  en  calculant  comme  pour  l’ellipse 

P T = %ax  + 

a ■+■  x 

5a5.  Les  mêmes  triangles  M mr,  MTP  (ne.  i5oJ, 


\ 
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donnent  mr  ( dy  ) : M m ( d s ) ::  PM  (y  ) : T M = 

= \/  (jr1  -f-  )•  On  pourra  donc  déterminer  la  tan- 

gente, en  différenciant  l’équation  de  la  courbe. 

Il  en  sera  de  même  de  la  normale  MN,  et  delà  sous- 
normale  PN,  dont  on  aura  les  expressions  différentielles 

' y d y*  * 

parles  triangles  Mmr,  NMP,  qui  donnent  PN  — — ,et 

u x 


MN=^=v/0- 


.y*  dy* 
dx3 


)•: 


5aÇ.  Nous  ferons  encore  usage  du  calcul  différentiel 
pour  déterminer  le  rayon  de  courbure  en  un  point  quel- 
conque d’une  courbe  dont  on  ait  l’équation. 

Supposons  ( fig.  i5o  ) que  l’arc  différentiel  M m — às  , 
puisse  être  décrit  du  centre  C avec  le  rayon  CM  = C m 
( la  ligne.  CM  est  appelée  rayon  oscillateur  ou  rayon  de 
courbure):  soient  les  ordonnées  MP,  mp,  perpendiculaires 
sur  l’axe  SP,  et  la  ligne  Mr  parallèle  à cet  axe  : du  centre 
C et  du  rayon  CN,  décrivons  l’arc  N q ; faisons  MP  —y  , 
mr  = dy , SP  — x , P p = M r-=z  dx  , et  supposons  d x 

constante.  Nous  aurons  N n = d (SN)  = d (x  4-  " \ 

1 ■ : - ■ N a x “ 

dx*  4-  dy*  4- yd* y '•  ‘ ds*-\-yd'y  , 

= ; — — = — — . Cela  pose  , on  a 

dx  dx  V > 

N q:  Mm::  CN:CM  , ou  M»n  — N^:M  m::  CM  — CN  ou 
MN:CM.  Or,  (5a5)MN  — , M wî  = £?.v;d’ailleursles 

— u X 

triangles  N <7  n , M r m , donnent  Mm(di):Mr((ir)."N« 

(d  s1  4-  y d*  y \ «T  ds * y d*  y-  . ! ». 

dx'  ds 

— -zÆJLJL  . Substituant  dans  la  première  proportion  , 


il  vieil 

d s 


d s 


: y ds 
dx 


CM  = 7 


(l / dx*  4-  dy*y 
' ~~dxd*y 


— d x d2  y 
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527.  Pour  appliquer  cette  formule  aux  sections  coni* 

Y d s d cc^ 

ques,  observons  que  MN  = ! donc  ds3=  — — (MN  )’; 

^■.(MN)’  v 


substituant,  on  aura  CM= 


— y3  d'y 


Or,  dans  l’ellipse  et  l’hyperbole  ( 5o8  ) , on  a d'y 


ainsi 


\p' 


...  D'ailleurs  (410)  MN 


— — \/ ^ ^ , et  en  menant  le  diamètre  D d 
(fi  o.  i38  ) parallèle  à MT  , on  a (425)  M q = q=z 
= . Ainsi  (fig.  1 3q ) MN  Xa  = i’  ou  MN 

P‘ 


b*  b ♦ 

= — ; donc  (MN  f = — 

y v*  r 

’-a'b'p ' 


(383  et  400)»  par  con- 


a ‘ b * 


_ Q*  p» 

séquent  (MN)3  = - — ~-j  ce  qui  donne  CM  = 

V 

Si  l'on  mène  du  foyer  y (fig.  i38)Ie  rayon  vecteur/M 

= R,  la  droite  f S =T  perpendiculaire  sur  la  tangente 

MS,  on  aura  MX  = a (4i5)  ; ainsi  les  triangles  MX  q , 

/MS  donneront  /M  (R)  : /S  (T)  ::  MX  ( a ) : M.q  = q 

«T  , . ...  b'  R’  lp  R3  c. 

= ; substituant,  il  vient  CM=-p-  ==~~7fî~’  Si  on 

fait  FM  = r,  FS  = t,  on  aura  CM  = —y — . 


628.  Puisque  ( 5o8  ) l’équation  y'—px  donne  d'y 
— — P.  ^ l ..  il  suit  qu’on  a de  même  dans  la  parabole  CM 

4 y3 

= ^ ...  Soit  FM— FT=  r ( fio.  142); soit  la  perpen- 

\PX 

diculaire  FS  tirée  du  foyer  sur  la  tangente  = t ; nous  au- 
rons la  normale  MN  — 2 1 , ainsi  (MN)*  = 4 ? • Or,  si  l’on 
mène  SA,  elle  sera  (44z)  parallèle  à MP  ; ainsi  (124)  (FS)’ 
ou  l'  = FA x FT  — ~sp r (434;*  Donc(MN)’  =/?r,et(MN)» 
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= 2 prt.  Par  conséquent  CM  = IJHi  — IZL.  .Or,  p 

;P'  ïP  * 

t%  2 r* 

= — ; donc  CM  = ....  Si  l’on  multiplie  cette  va- 

f * 

leur  par  \p , et  qu’on  la  divise  ensuite  par  son  égale  — , 
ce  qui  ne  peut  la  changer , on  aura,  comme  ci-devant, 
CM 


_ hp** 


52g.  Pour  trouver  le  rayon  de  courbure  dans  lacycloïde 
ordinaire  ou  simple,prenons  l’arc  différentiel  Mwi(Fio.i  44b 
menons  les  ordonnées  MP,  mp,  perpendiculaires,  et  M r 
parallèle  à l’axe  S D ; dans  le  cercle  générateur  S O D F , ti- 
rons les  cordes  O S , O D ; et  faisons  SP  = r,  MP=y, 
DS  = aa,  nous  aurons  P p = Mr=  dx,  mr  — dy.  Cela 
posé  : 

Puisque  (455)  S O est  parallèle  à la  tangente  TM,  les 
triangles  M mr,  SOP,  donneront  mr  : Mr'.:OP  : S P,  ou 

dy  : dx''  \/ 2 ax  — x':x,  d’où  dy  ~-^—-\/zax  — x’; 

ainsi  ( 5o9  ) d'y  = ^ = 

— ( ax  — x'^  — ■ — d x1 , ou  bien  dx * 

-f-  dy'—  , ou  encore  \/ dx'  -+-  dy'=dx\ / ( ). 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  générale  C M 

- ( \/  ( dx  — on  aura  réduction  faite  > CM 

— dxd'y 

= 2 \/ 2 a (2  a — x)  = 2 DSxDP.Or,  (i24)DSxDP 

= DO*.  Donc  CM=aXDO  = a X MK  (88);  ce  qui  fait 
Voir  que  la  base  AB  de  la  cy clôt  de  divise  le  rayon  osculateur 
C M en  deux  parties  égales  CK,  KM, 
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CHAPITRE  III. 

♦ 

Contenant  quelques  notions  de  calcul  intégral. 

53o.  Le  calcul  intégral  n’est  autre  chose  que  la  méthode 
inverse  du  calcul  différentiel , et  son  objet  est  par  consé- 
quent la  solution  de  ce  problème  : connaissant  les  dernières 
raisons  entre  les  différences  de  deux  quantités  , trouver  les 
raisons  mêmes  qui  existent  entre  ces  quantités.  Le  nom  de 
calcul  intégral  a été  donné  à cette  méthode , parce  que 
dans  les  principes  de  Leibnitz  son  objet  est  de  sommer 
ou  de  rendre  entières  des  quantités  dont  on  ne  connaît 
que  des  parties  infiniment  petites.  C’est  pourquoi^on  dé- 
signe toujours  une  intégration  à faire  par  la  lettre  f,  qu’on 
met  devant  une  expression  différentielle  ; ainsi  f a d x 
veut  dire  intégrale  de  adx,  ou  somme  adx,  ou  enfin 
somme  de  adx  ; ces  trois  manières  de  s’énoncer  sont  éga- 
ment  usitées. 

53i.  Corollaire.  Il  suit  de  là  que  les  règles  du  calcul  in- 
tégral seront  les  inverses  de  celles  du  calcul  différentiel’,  et 
qu’ainsi  les  résultats  seront  exacts , si,  en  les  différen- 
ciant, leurs  différences  sont  égales  à celles  que  l’on  s’était 
proposé  d’intégrer. 

53a.  D’après  ces  notions  on  croirait  qu’il  ne  doit  y avoir 
aucune  difficulté  à intégrer  une  différence  quelconque. 
Cela  serait  en  effet,  s’il  ne  se  présentait  que  des  différen- 
tielles complètes  , c’est-à-dire,  conformes  aux  résultats  du 
calcul  différentiel.  Mais  souvent  la  solution  d’un  problème 
dépend  de  l’iritégration  d’une  différentielle  qui  n’a  pas 
cette  condition,  soit  réellement,  soit  en  apparence.  Alors 
on  est  obligé  d’avoir  de  nouvelles  règles  pour  la  ramener 
à cette  forme,  lorsqu’on  le  peut  ; ou  bien  on  la  réduit  en 
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séries  dont  on  puisse  intégrer  tous  les  termes  séparément. 
Si  ensuite  on  peut  sommer  la  série , on  a l'intégrale  exacte  ; 
autrement  on  se  livre  aux  approximations. 

Avant  d’aller  plus  loin  , nous  observerons  qu’une  même 
différence  peut  avoir  des  intégrales  différentes,  à raison 
des  constantes  qui(4gg)  ne  sauraient  faire  partie  desdiffé- 
rences. Le  calcul  intégral  appliqué  à la  solution  de  quelque 
problème,  doit  choisir  celle  qui  en  remplitles  conditions  ; 
il  doit  par  conséquent  faire  déterminer  la  constante  néces- 
saire que  nous  représenterons  généralement  par  C,  et  que 
nous  ajouterons  à l’intégrale  variable,  trouvée  parla  règle 
suivante.  Cette  règle  ne  s'applique  qu’aux  différentielles 
monomes,  dans  lesquelles  il  n’y  a qu’une  même  variable 
avec  sa  différence.  , * 


533.  Règle.  Augmentez  d une  unité  T exposant  de  la  va- 
riable , dieisez  ensuite  par  l'exposant,  ainsi  augmenté  et  par 
la  différence  de  la  variable , le  résultat  sera  l’intégrale  de 
la  différentielle  monome  proposée.  Cette  règle  est  visi- 
blement l’inverse  de  celle  quia  été  prescrite  (498)  pour 
différencier  les  puissances  d’une  variable.  Ainsi/' tnxm'dx 

mxmdx 


tndx 


~x*  + C ...fxmdx= 


m+*  , 
x ax 


/«+ 

a:  1 


( rn+l 


Soit  m — o , il  viendra  f x°  d x — 


X 


04-1 


-t-  C — ■ x -f-  c. 


534.  Si  l’on  suppose  que  «représente  une  quantité  com- 
plexe , d x en  sera  la  différence.  D'où  il  suit  que  cette  règle 
s'étend  aux  quantités  complexes  affectées  d un  exposant 
quelconque  m,  pourvu  qu’on  ait  hors  de  cet  exposant  la 
différence  de  la  racine.  Par  exempl efzzdz(a'  -4-  z )n 

fn*  + îM“  + 1 , . », 

= ^ > -t-  C.  11  n’est  pas  meme  necessaire  d a- 

w+i  * . , 

voir  le  facteur  constant  qui  peut  entrer  dans  la  différence 

(a*  b -f-  - 3 \ m “t"  * 

delà  racine.  Ainsi  f z'  dz(a'b+z*')m—  — — t-C. 

Donc 
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Donc , en  général  ,f  x?''  d x {a  -+-  b xm  )f  = 

=Iî±*£Z11 +c. 

lit  b ( p H-  I ) 

Cette  règle  nous  suffît  pour  les  usages  que  nous  ferons 
du  calcul  intégral.  On  pourrait  en  avoir  d’autres  , en  ob- 
servant ce  qui  ai  rive  dans  la  différenciation.  Par  exemple, 
de  ce  que  d (xy  ) = xdy  + ydx,  on  conclurait  que 
/{xdy  + ydx)  se  trouvera,  en  intégrant  xdy,  comme* 
si  x était  constante  , ce  qui  donne  J {xdy  -f- ydx  ) 
x=xy  + C.  Legrand  détail  qu’il  faut  pour  l'intégration 
des  différences  à plusieurs  variables,  nous  empêche  d’al- 
ler plus  loin.  C’est  pourquoi  nous  supposerons  qu’ori  n’ait 
qu’une  seule  variable;  alors  on  intégrera  chaque  terme 
par  la  règle  précédente. 


535.  Il  faut  pourtant  en  excepter  les  termes  où  l’expo- 

d iT 

sant  de  la  variable  est  = — 1.  Car  a:'*  dx  — x=d(lx)  ; 

par  conséquent/jr*  dx  = Ix  -f-  C : au  lieu  que  par  la 

I 

règle  précédente,  on  aurait fxmt  dx—- — = —,  quan- 
tité absurde. 


dx 

536.  CoROLLAiRE.il  suit  delà  que  f =l(a  +aO* 

d’ailleurs,  faisant  ici  la  division  indiquée,  on  trouve  que 

dx  dx  rdx  x‘  d x xsdx 

H ; : 1-  , etc.  Ainsi 


a 4--r 
dx 


a «*  a*  u * 

ou/(n+*)=C+^-^+,£ 


x* 


-*-,etc. 


a-f-r  a a a*  à a3  4 a* 

Or , C est  une  constante  ; elle  ne  peut  donc  pas  changer, 
quelque  valeur  qu’on  suppose  à x.  Faisons  ar=o,  et  nous 
aurons  l ( a ) = C.  Substituant , on  aura  L ( a + x ) rxxla 


x 4 


-,etc.  De  même  f 


— dx 


a a a‘  3 uJ  4 a4  " a — x 

= 1 (a  — x ) ; d’où  l’on  déduit,  en  faisant  le  calcul  comme 
nous  l’avons  f,ait  pour  l(a  + x),  que  l(a  — x)  — td 
Géométrie.  xj 
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B*-3 — , etc.  Par  conséquent 

a au*  J»'  -,  * 

/(fl  + Z)-/(o-z)ou(^.  288  )/-L±£.=  l£- 


537.  Pour  faire  quelque  usage  de  cette  formule  dans  le 

CC  T 

calcul  des  logarithmes , supposons— -=  ; ce  qui 

, a . 2 az 

donne  x = ; par  conséquent  a -h  x = , et 

2 z — 1 1 2 z — 1 

% az  — 2 a a + x 2 az 

a — x =- ! — . IN  ou  s aurons = - 

2 z — 1 a — x 2 az  — 2 a 

= - . Substituant  ces  valeurs,  il  viendra  l — - — ou 

z — 1 z — 1 

2 

l z—l  (2  — 1),  ou  en  transposant/2  = l{z  — tj  ■+- — 

H : rr  •+■  -rr — etc.  série  fort  conver- 

3(az  — i)J  5 (a*  — r )s 

gente  lorsque  z est  un  nombre  un  peu  grand . Elle  servira 
à calculer  les  logarithmes  naturels;  car  si  z =zz,  l (z — 1 ) 
= /(  1 ) 2=  o (atg-  286).  Donc  en  substituant,  on  aura 

/(3)  = o + |-+-I^+^+^+,  etc.  Calculant 

les  huit  premières  fractions  jusqu’à  neuf  décimales  pour 
n’en  conserver  que  sept , on  trouvera  / (2)  ==  o , 6931473. 
Si  l’on  fait  ensuite  r = 3,  on  aura  / (z — l)  = l (2)  > ainsi 
on  trouvera  l (3).  De  même  /(4)  = /(a’)  = 2/  (3) 
= 1 , 3862944  ; donc  en  faisant  z — 5 , ce  qui  donne 
/(s  — i)  = /(4),on  pourra  trouver  /(  5 ) = 1 , 6094379, 
en  calculant  seulement  les  quatre  premières  fractions  pour 
en  ajouter  la  somme  avec  la  valeur  de  / (4).  Il  en  est  de  même 
des  logarithmes  des  autres  nombres  premiers,  qui  donne- 
ront ceux  des  nombres  composés.  Ainsi,  par  exemple, 
/(  10)  = / ( 2 ) -f- 1(5)  = 2,  5oa585i. 

Dès  qu’on  aura  calculé  les  logarithmes  naturels,  en  les 
multipliant  ( atg*  3oi  ) par  le  module  m qui  convient  aux 
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tables  ordinaires  , on  aura  ceux  de  ces  tables  ; ainsi  puis- 
que le  logarithme  tabulaire  de  10  est  = 1 , on  aura 

m (a,3o2585i ) = 1 ; par  conséquent  m 

= o , 43429448 , ou  bien  m — o , 4342945. 

l\Tous  n’entrerons  pas  dans  un  plus  grand  détail  stir  les 
règles  du  calcul  intégral  ; il  nous  suffira  de  faire  quelques 
applications  de  la  règle  précédente  pour  la  quadrature  des 
Sections  coniques. 


2,3oa585i 


538.  Soit  SM  (fig.  t5o)  un  arc  de  courbe  quelconque  : 
M m sa  différence  ^ M P,  mp,  deux  ordonnées  pérpendicu- 
laires  à l’axe  S N.  11  est  évident  que  M mp  P est  la  différen- 
tielle de  l’espace  SMP.  Or,  (168)  Mot/»  P = — ~~~ — — 
X Yp,  ou  à cause  de  p m = PM  +?«r=PM  ( 482 ) , 

M/«oP=  2 * x P»  = PMxPp.  Donc  en  faisant  PM 
2 

—y,  Y p"  dx  , on  aura  cette  différence  — ydx.  On 
substituera  donc  la  valeur  de  y en  x prise  dans  l’équa- 
tion delà  courbe;  alors  l’expression  ne  contiendra  plus 
qu’une  variable  x : on  intégrera , si  on  le  peut,  ou  bien  on 
réduira  en  série  la  valeur  de  y , pour  n’avoir , après  la 
substitution , qu’une  suite  de  différences  monontes  à in- 
tégrer. 

53g.  Exemple  I.  Dans  la  parabole^  = px  =p  ‘ x 


Donc  y d x = p ‘ x~*  dx 


J)  1 .T 


ï + * 


P * 


î+  » 


. Par  conséquent/y  dx  ou  SMP 
-=7  V p x>  V px—'-xy 


— les  7 du  rectangle  des  coordonnées.  On  voit  qu’il  n’y  a 
point  là  de  constante,  parce  qu’en  faisant  x = o,  le  tout 
«le  vient  o ; et  cette  courbe  est  la  seule  des  sections  coniques 
dont  on  ait  pu  trouver  jusqu’ici  la  quadrature. 


540.  Exemple  II.  Dans  l’ellipse  (ne.  i35)faisant  C p — x, 
P p — dxy  il  est  clair  que  YTA  m p — y d x est  l’incrément 
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de  l’espace  CB  mp  correspondant  à l’incrément  dx  de 
l’abscisse  C p ; or , alors  ( alg.  ijZ  ) y — JL  \/  a%  — je’ 

b / v 

= — (a  — g-^5 etc. ).  Substituant  et  intégrant 

on  a fydx,  ou  CBMP=l/(fl^  ** ** 

x*-àx  \ b f a4  a’5 

' .)  = -{ax 


■etc. 


2 a 

etc.)-hC. 


8 a3  7 a ^ 3.2ti  5.8a* 

Or,  si  on  fait  x = o,  les  deux  membres  se  réduisent  à 

b 

o = o 4-  C = C.  Si  on  fait  x — a.  on  aura  C B A = — 

a 

(Q*  Q*  \ 

a*-——- etc.).  Enfin  s ib=za,  CBA  devient 

6 .40  7 

un  quart  de  cercle  dont  le  rayon  = a,  et  dont  la  surface 


= a' 


40 


etc. 


541.  Exemple  III.  Dans  l’hyperbole  y = —\/x * — a* 
(l'origine  des  abscisses  étant  au  centre).  Substituant,  il 
vient  (fïg.  1 37  ~)f  y dx  ou  A pm  — ~fdx\/x'  — a* 

: ~f(x  dx  — -a  — — — ~5~~T~  — etc> ) — —f  ( x d x — 
« 7 ' 2 x 8aJ  7 a J \ 


— • ~ x *'  dx  — — x'3  dx  — etc.).  Or,  f x d x — ^ x%  1 

/(-T 

/(  ~ f **  ^ ) = s^T  *“ = TE?  ! donc  A f " = 4" 

(?  — -j  a’  4-  —y-  - -f-  etc.),  sans  constante, 

v ï6a*î  7 


F I N. 
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P âge  (i'j , avant-dernière  ligne,  c — c -+-  e , lisez  c — 

Page  ç5 , ligne  23 , racine  quarrée  de  16 , lisez  racine  quarrée 
de  i5. 

Page  i63,  dernière  ligne,  dx  -4-  c y,  lisez  d+  ey. 

Page  1 6g  , case  A, s — d — b z , lisez  x — d — bz. 

Page  249,  ligne  il  j F IC.  45,  lisez  FIG.  46. 

Page  258 , ligne  5 , après  ces  mots  symétrique  et  régulier , ajoutez 
( FIG  60.  ) 

Page  3o6 , ligne  lisez  v = | a X S. 
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